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Stromy a kostry

4 )
Seznamime se s nasledujicimi pojmy:
e kostra grafu, cyklomatickeé cislo grafu, hodnost grafu
e (korenovy strom, hloubka stromu, korenova kostra orientovaného
grafu, usporadany strom, pravidelny strom stupné r, uplny
pravidelny strom), vnéjsi/vnitini délka stromu, binarni strom,
prichody preorder/inorder/postorder
Skripta odst. 3.2, str. 49 - 58
. J
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[ Pripomenme si nejprve, co je to strom ... a co je to kostra grafu ]

A’ &
o0 C o—20

00 o ¢ £
( Co Ize Fici o stromech? A
Necht G = (H,U) je prosty graf. Potom

a) G jestrom
b) 0Ou,vOU existuje pravé jednacestaul v
c) G je souvisly, ale G - {h} neni pro libovolnou hOOH
d) G jesouvisly aplati |H| = |U| -1
e) G neobsahuje kruznice a plati |[H| = |U| -1
f) G neobsahuje kruznice, ale G O {h} ano

\jsou ekvivalentni tvrzeni. y

Stromy a kostry - odst. 3.2 TI 6.3
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Kostra grafu rozdéli hrany na vétve a tétivy
Fundamentalni soustava kruznic odpovidajici dané kostre

(Cyklomatické Cislo (pocCet nezavislych kruznic = pocet tétiv)
H(G) = |H|-JU|+p (p je pocet komponent)
Hodnost grafu (pocCet hran kostry nebo lesa grafu)

. h(G) = |U|-p y
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[ Orientované a specialni stromy ]

L]
[

H

[ strom ] [orientovan\'/ strom] [ korFenovy strom ]

Korenovy strom T, (s kofenem u) - orientovany strom, kde
kazda cesta C(u,v) je orientovanou cestou.

Stromy a kostry - odst. 3.2 TI 6.5
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-

[ orient. graf ] [ jeho kostra ] [ korenova kostra ]

Korenova kostra - kostra, ktera je korenovym stromem.

Hloubka korenového stromu = max hl(x) xOU

Hloubka hil(x) uzlu x v korenovém stromu = vzdalenost od korene

\

J

Stromy a kostry - odst. 3.2
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orientace hran

)

d d d 2

"..

orientace hran

usporadani

néslednikﬁ

L

JJOE

 3g
... .s®

toto jsou razné usporadane stromy

r N
Usporadany (korenovy) strom - naslednici (podstromy
kazdého uzlu jsou pevnym zplUsobem usporadani (prvni,

L druhy, ...) )

Stromy a kostry - odst. 3.2
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OO0 OO0 stupen 3 ‘hloubka 2
stupen 3 é OO :
hloubka 4 :
Pravidelny strom stupnér (1) ... 3*(u) = Otnebo r
Uplny pravidelny strom stupné r hloubky K -
S vsechny listy jsou v hloubce k od korene Y

Stromy a kostry - odst. 3.2
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Statistika:

\

-

?

%

Zjisténi:

(md n-1 vnitfnich uzld a 2(n-1) hran:

Jak je to pro jiné stupneé?

e 7 listd (k)
e 6 vnitfnich uzlG (m)
\_* 12 hran (h) )
\

Pro kazdé nON existuje pravidelny strom stupné 2 s n listy

n/n-1/2(n-1))

m.(r-1)+1/ m / m.r

J

(15/7/21 |

9/4/12

S N N
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4 h

0 Statistika (r=2):
X e E(T)=2.4+3.3+2.2= 21
e I(T)=1.34+2.2+2.1=9
5 \ y,
a0 )
3 Statistika (r=3):
e E(T)=3.4+5.3+4.2+1.1= 36
4 ¢ I(T)=1.3+2.2+2.1=9
\ y,
4 . ous, , o, N N
vhejsi delka E(T,) = X hl(v) scita se pres listy v
\vniti‘ni délka I(T,) = X hl(v) scita se pres vnitfni uzly v )
é o v, R )
E=I.(r-1) + r. m, kde m je pocet vnitrnich uzlu
. r=2: 21=9.14+2.6 r=3: 36=9.2+3.6 )

Stromy a kostry - odst. 3.2 TI 6.10




[ pravidelny

strom stupné 2 ]

[ binarni strom ]

\

Binarni strom
- zadny uzel (prazdny)
- koren, levy podstrom, pravy podstrom

Prichody binarnim stromem
- preorder: koren, LS, PS
- inorder: LS, koren, PS
- postorder: LS, PS, koren

~\

DS 26.3.08

Stromy a kostry - odst. 3.2
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Kontrolni otazky

6.1

6.2

6.3
6.4

6.5

6.6

6.7

Urcete, jakou podminku musi splnovat uzel u souvislého orientovaného
grafu, aby existovala korenova kostra tohoto grafu s kofrenem u.

Pro obecny pocet uzlli n (n = 3) urcete, jak vypada strom s n uzly, ktery
ma maximalni (resp. minimalni) pocet listu.
Kolik rdiznych kruznic vznikne, pridame-li do kostry grafu dvé tétivy?

Zdavodnéte, proc se pri libovolném z priichod(i preorder, inorder,
postorder binarniho stromu navstivi jeho listy ve stejném relativnim
poradi.

Predpokladejme, ze uzly pravidelného stromu stupné 2 jsou néjak
ocCislovany poradovymi Cisly 1 az n. Ukazte, Zze strukturu tohoto
pravidelného stromu Ize jednoznacné rekonstruovat, pokud jsou k
dispozici alespon dvé z posloupnosti ziskanych prichodem preorder,
inorder a postorder tohoto stromu.

Neorientovany strom T ma k listli a soucet stupnti jeho vnitinich uzld je s.
Urcete,

- co z toho bezprostredné plyne pro vilastnosti Cisel ka s
— pocet vnitinich uzld stromu T v zavislosti na k a s.

Sifkou korenového stromu se nazyva maximum poétu uzl@ nachazejicich
se ve stejne hloubce. Navrhnete algoritmus pro urceni sirky zadanéeho
korenoveho stromu.

Stromy a kostry - odst. 3.2
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Minimalni kostry

(
Seznamime se s nasledujicimi pojmy:

e generovani vsech koster grafu, mnozinovy rozklad

e minimalni kostra grafu, Bortvklv-Kruskalliv algoritmus,
Jarnikdv-Primiv algoritmus

e hladové algoritmy, Huffmanovo kodovani

L Skripta kap. 5, str. 91 - 109

Mnozinové rozklady, odst. 5.1
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?Jak bychom generovali vSechny kostry grafu?
Pomoci stromu vsech koster - efektivni test vzniku kruznic!

b

(b)

phrany ey @ D RO @ Q. QAL

Kruznic

E) OOQOE @eeeaaaaeee@a@

DO GG@G@@ OOWLWOWW

Mnozinové rozklady, odst. 5.1-2 TI 6.14




g Rekapitulace:
Pridavame hrany a testujeme vznik kruznice.

. K tomu se hodi ... p

4 N
Mnozinovy rozklad - dynamicky soubor podmnozin dané

mnoziny s operacemi

- MAKE-SET(x) vytvori jednoprvkovou podmnozinu

- UNION(X,y) sjednoceni podmnozin s prvky x a y

- FIND(x) urci reprezentanta podmnoziny s prvkem x

Mnozinové rozklady, odst. 5.1-2 TI 6.15




( N’ N = ry N
Dalsi pouziti:
void KOMP(Graph G){ Il ur éeni komponent NG
for (Node u in U(G)) MAKE-SET(u);
for (Edge (u,v)in H)
if (FIND(u) '= FIND(v)) UNION(u,v);
}
. J
@ @ iy b 3 e 3 d e 3 3o 3t o34 2
(ab) {a  _b} e} @ 3 e 3 3 fg 3 34 2
(/) fa _b}  fc B RS SN CRN o} 34 2
@ @ @b) {a  _bd 3 fe I B ¢ 3o 34 2
(hy) fa _bd {c B fe I B ¢ 3o
@ @ (ac) fa  _bdc} e _t {9 3ot
(e,0) fa _bdc} fe _fg} th_ib
@ (b.c) {a _bd.c} {e _f.a) th i}
(t.0) fa _bdc} fe f.0} th i}
@M @ (a,d) {a _,b,d,c} {e f.o} {h i}

| 2 slozitest : Q(JU] + [H])

? Vyhoda : dynamika!

Mnozinové rozklady, odst. 5.1-2
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(" )
Jak implementujeme mnozinovy rozklad ?

Pomoci seznamu s odkazy na reprezentanta:
e MAKE-SET, FIND ... O(1)

e UNION ... O(min(m,n)) (pro vyvazovani)
(vyzaduje uchovavat dalsi pomocné udaje)

Agregovana slozitost m operaci, z toho n x MAKE-SET:

. O(m + n.ilg n) y
(Pi‘i pouziti na urceni kostry provedeme: )
|U|-krat MAKE-SET max. 2.|H|-krat FIND
(JU]-1)-krat UNION = n=|U|, m<2.(JU+|H|]) =
\ 9(2|H| + 2]U]| + |U].lg |[U]) = O(IH] + |U].lg |U])
[ ?Dokazeme to jesté lépe? ANO ! )

Mnozinové rozklady, odst. 5.1-2 TI 6.17




[ Dalsi heuristiky pro mnozinovy rozklad ]

o® zkracovani cesty pri FIND
1 ¢ UNION podle hodnostiee®*®*®

’Aﬁﬁ RIA A
A AR KR

hod[x] - hodnost (aproximace vysky)

Mnozinové rozklady, odst. 5.1-2 TI 6.18




(void MAKE-SET (int x) { ) void UNION (int x, int y) {
p[x] = X; L|NK(F|ND(X), FIND(y));
hod[x] = 0; }

k} J

4 A

void LINK(int x,int y) {
if (hod[x] >hod[y]) ply]l= x;
else { p[x]=y;
if (hod[x] == hod[y]) hod[y]++;
U y
4 N

void FIND(int x) {

if (x != p[x]) p[x]= FIND(p[X]);
return p[x]; }
L y

(Sloéitost m operaci MAKE-SET, FIND, UNION, kdyz pocet
MAKE-SET je presné n:

O(m.lIg* n) neboli O((|U|+]|H]) . lg* |U])

\.

Mnozinové rozklady, odst. 5.1-2 TI 6.19




[ ... a ted’ uz konecné ty minimalni kostry ... ]

[ ? Jaka kostra je minimalni ? Kazda ma prece |U|-1 hran! ]
4 e G = (H,U) - souvisly NG )
e s nezapornym ohodnocenim hran w: H - Rt,
e kostra T = (H,,U) takova, ze
\ >w(h) (soucet pres h(DH,) je minimalni y

1

[ kolik ma koster ? ]

L=

Minimalni kostry - odst. 5.3 TI 6.20




[ ? Jak pozname, ze kostra je minimalni ? ]

e prohledame vsechny kostry grafu 2??
e uhadneme kostru a ovéfime jeji minimalnost (JAK?)

( )
V: Kostra T grafu G je minimalni < pro kazdou tétivu t je
w(t) 2 max w(h) pro hiK

(kde K je jedina kruznice v TO{t})

. _J
(\ 2 c\ 2
A
2 3 :\\2\
R
\ \
3 1 3 : \
[
I
2 2 :
O -

1

Minimalni kostry - odst. 5.3 TI 6.21




[ Hledani minimalni kostry ]

? Praktické moznosti ?

odebirat hrany z ptvodniho grafu ???

najit libovolnou kostru a postupné ji upravovat ???

e vytvaret minimalni kostru pridavanim vhodnych hran !!!

Genericky algoritmus pro minimalni kostru

(void GENERIC-MST(Graph G,Weights w) { )
T= 0O TOHLE
while ("T netvo #i kostru") { / je ten
"najdi vhodnou hranu [u,v] pro T" problém
T=T 0O [uyVv]
}
return T,
J J

Minimalni kostry - odst. 5.3 TI 6.22




[ Jak hledat hranu pro pridani do minimalni kostry ]

(ﬂ Necht P je podstrom vytvorené ¢asti minimalni kostry grafu )
G, [p,q] je hrana takova, ze
- pUP, qOP
- w([p,q]) = min w([u,v]) pro vs. hrany [u,v], udOP, vOP .

L Pak Ize hranu [p,q] pridat k minimalni kostre. y

.*****+kandidati na pridani do kostry

Minimalni kostry - odst. 5.3 TI 6.23




Boruvklyv - Kruskalliv algoritmus

rvoid BK-MST(Graph G, Weights w) {
T = 0;
Ior (Node u in U(G)) MAKE-SET(u);
.-i»se fad H(G) podle neklesajicich vah w(h)"

*

*

L4

© 0O ~N O OIS W N -

fiﬁ)r (Edge [u,v] in H(G)){ //vdaném po radi
: i if (FIND(u) != FIND(V)) {
" T=T 0O [uv]

. UNION(u,v);

) i"".:"‘o.‘

returrie. T,

L 4

.
*
L4
*
L4

‘$

Ce, .
K} Yo, e, Yy,

- s v
......
lllllllll

‘0

Boruvka-Jarnik - odst. 5.4 TI 6.24




Jarnik@v - Primuv algoritmus

POZOR!

slozitost !!!

fvoid JP-MST(Graph G, Weights w, Node r) {
1 Q= U;
2 |..» for (Node u in Q) d[u] = 00
31 di= o;plr= nul
T4l while (Q1= O){
5 U= Q. Extl\/lln() TN
6 for‘ (Node nAdJ[u]) {
4 A «Vm (w(u d[v]»{
81: [V]= u; d[v]EF w(u,v);

‘e
-
1]
&,

Nemaji konstantni

.....

-O(|H| .1g |U]) |

Boruvka-Jarnik - odst. 5.4
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Kontrolni otazky

6.8 Necht G je souvisly neorientovany graf s nezapornym ohodnocenim hran
w, necht H, je néjaka podmnozina jeho hran, ktera neobsahuje kruZnice.
Navrhnéte algoritmus nalezeni kostry s minimalnim ohodnocenim hran
takové, ze obsahuje vSechny hrany z mnoziny H,.

6.9 Zjistete, zda jsou nasledujici tvrzeni pravdiva ci nikoliv. Pravdiva tvrzeni
dokazte, nepravdiva vyvratte co nejjednodussim protiprikladem:

- Jsou-li ohodnoceni vsech hran v souvislém neorientovaném grafu
navzajem rdizna, je jeho minimalini kostra urcena jednoznacné.

- Jsou-li ohodnoceni vSech hran v souvislém neorientovaném grafu
navzajem rizna, pak maji kazdé dvé jeho rlizné kostry rlizna
ohodnoceni.

- Necht je ohodnoceni hrany h v souvislém neorientovaném grafu
mensi nez ohodnoceni kazdé jiné hrany. Pak je hrana h obsazena v
kazdé jeho minimalni kostre.

6.10 Graf G vzniknul tak, ze jsme do stromu pridali hranu spojujici néjakou
dvojici jeho nesousednich uzll. Cim je uréen pocet riiznych koster takto
vytvoreného grafu G?

6.11 Ukazte na prikladu, Zze popsanymi algoritmy hledani minimaini kostry
neorientovaného grafu nelze obecné ziskat minimalni korenovou kostru
orientovaného grafu. V cem spociva hlavni obtiz?

Minimalni kostry - odst. 5.4 TI 6.26




Hladové algoritmy

(Poiadavky na ulohu
— vlastnost hladového vybéru - vybér podproblému a pak
jeho reseni
— optimalni podstruktura - optimalni reseni problému
obsahuje optimalni reseni podproblému
\Postup shora - dolt (dynamické programovani zdola - nahoru) y

v, , ] ] )
fPrlkIad - Jarnik-Prim algoritmus:

e vybér "nejlepsiho" z n uzlli mimo dilci podstrom pro pridani
e uprava kritéria pro jeho sousedy
e pak totéz pro (n-1) uzld, atd.

Huffmanovo kédovani - odst. 5.5 TI 6.27




l Priklad — navrh optimalni vétvici struktury programu

<D
Sl "

| 2.0 |

( N
Zname relativni cetnost priichodu jednotlivymi vétvemi
? Jaky bude priimérny pocet testlu potirebnych k vétveni?
> w.. hi(u,)
G J

Huffmanovo kédovani - odst. 5.5
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(- ,
Obecna formulace:

Pravidelny korenovy strom T, stupné r s n listy, které jsou
ohodnoceny realnymi Cisly w; = w(u,)

vnéjsi w-délka E (T,) = X w;. hi(u,)
Jak vypada strom s minimalni vnéjsi w-délkou ? )

\

Huffmanovo kédovani - odst. 5.5 TI 6.29




Jina aplikace - generovani optimalniho prefixového kédu
prefixovy kod - zadné slovo neni prefixem jiného slova
Jsou dany znaky a jejich cetnosti (absolutni/relativni) v textu

znak AECDEFCfHIJ
éetnost p2 5| 18 ]|3 211 4 21 3 3F 4
kod 10 41000 (loo 001] 111 1}001 1100100 110401 01 31011
/ 0 = \
0 94
0 A:52 42 1
_ .
C:18 0 21 E:21
.
0]9]1 12 | 1
primérna délka kodu
. B:5 F:4 0 J:7
2.75 (proti 4.0)
G:2 H:3

Huffmanovo kédovani - odst. 5.5
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Huffmantv algoritmus (pro r=2)

void Huffman(Weights w, int n) {
Q.Init();
for (int 1=1; i<=n;i++) {
u = MakeNode(w[i]); Q.Push(u);
}
for (int i=1; i<n;i++) {
X = Q.ExtMin(); y = Q.ExtMin();
z = MakeNode(w[x]+w[y)]);
z.left = x; z.right = v;

Q.Push(z);
}
return Q.ExtMin( ) ;
__ J
[ Zobecnéni pro libovolné r (stupen stromu) je primocarée ... ]

Huffmanovo kédovani - odst. 5.5 TI 6.31




Kontrolni otazky

6.12 Upravte Huffmantv algoritmus tak, aby vytvarel minimalni pravidelny
strom se zadanym stupném r.

6.13 Dokazte, ze hodnotu E , vhéjsi w-délky pravidelného stromu vytvoreného
Huffmanovym algoritmem lze spocitat jako soucet ohodnoceni vsech jeho
vnitinich uzli.

Huffmanovo kédovani - odst. 5.5 TI 6.32




