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1. Prednaska - Zlozitosti

1.2.1 Symbol O. Je dina neziporni funkce g(n). Rekneme, Ze nezdporna funkce fin) je
Olg(n)), jestlize existuje kladnd konstanta ¢ a pfirozené fislo np tak, ze

fin) < eg(n) pro viechny n = ng.

O{g(n)) mhzeme téZ chdpat jako tiidu viech nezdpornych funked fn):

O(g(n)) = {f(n) | Je = 0,ny € M tak, Ze f(n) < egln) ¥n = ng).

1.2.2 Symbol (L Je dina nezdporni funkee g(n). Rekneme, Ze nezdporni funkee f(n) je
(g(n)), jestlize existuje kladni konstanta ¢ a prirozené cislo ng tak, ze

fin) = cg(n) pro viechny n > ny.

Qg(n)) mhzeme téZ chapat jako tHdu viech nezdpornyeh funkef f(n):

Qg(n)) = {f(n) | Je = 0.ng € H tak, Ze f(n) > cgln) ¥n > np}.

1.2.4 Symbol O. Je dina nezdpornd funkee g(n). Rekneme, e nezdpornd funkee f(n) je
B(g(n)), jestlize existuji kladné konstanty c1, e2 a prirozené éislo ng tak, Ze

c1g(n) £ f(n) € eagin) pro viechny n = ny.

B(g(n)) mizeme téE chdpat jako tfidu viech nezdpornyeh funkei f{n):
B(g(n)) = {fin) | ey, ea > 0,ny € M tak, e ¢y g(n) < f(n) < eag(n) ¥n=npl
1.2.6 Symbol malé o. Je ddna nezdporni funkee g(n). Rekneme, Ze nezdporni funkee f(n) je
e{g(n)), jestlize pro kazdou kladnou konstantu ¢ existuje piirozené &islo ng tak, Ze

0 < fln) < egln) proviechny n > ng.

o(g(n)) mizeme téz chipat jako tifdu vech nezdpornych funkei fin):
olg(n)) = {f(n) |Ve>=03ng € Ntak, 2¢ 0 < f(n) < cgln) ¥n>ng}.

1.2.7 Poznamka. Fakt, Ze nezdpornd funkee f(n) je O(g(n)), zhruba fefeno znamend, ze funkce
f(n) neroste asymptoticky vice nez funkee gin). Naproti tomu fakt, ze nezipornd funkee f(n) je
ofg(n)), znamend, ze funkee f(n) roste asymptoticky méné nez funkee gin).

1.2.8 Symbol malé w. Je dina nezdporna funkee g(n). Rekneme, ze nezdporna funkee f (n) je
w(g(n)), jestlize pro kazdou kladnou konstantu ¢ existuje piirozené &islo ny tak, e

0<cgin) < f(n) proviechny n = ng.

wlg(n)) miZeme téz chdpat jako tfidu viech nezapornych funkei f(n):
wig(n)) ={f(n) |¥Ve>03Iny € Mtak, 220 < cg(n) < f(n) ¥n >ng}.

1.2.9 Poznamka. Fakt, Ze nezdpornd funkee f(n) je 2{g(n)), zhruba fefeno znamend, ze funkece
f(n) roste asymptoticky alespon tak, jako funkee g(n). Naproti tomu fakt, Ze nezdpornd funkece
fin) je wig(n)), znamend, e funkee f(n) roste asymptoticky vice nez funkce g{n).



1.2.11 Twvrzeni. Jsou diny dveé nezdporné funkce f(n) a g(n). Pak plati

L. f(n) € o(g(n)) privé tehdy, kdyz lim,, .. £ = 0;
2. f(n) € w(g{n)) pravé tehdy, kdyz lim,_, % = oo,

3. Jestlize lim,,_, . % =a pro nékteré a € R, a # 0, pak f(n) € ©(g(n))

1.2.16 Véta (Gauss). Pro kazdé n = 1 plati

n¥ 5;1!5(%“) .

ath

Zdiavodnéni: Vyuzijeme fakt, Ze pro kazdd dvé kladnd &isla a, b plati 2= > Vb
PiepiZeme (n!)? takto

(n)P=n{n—-1)...2112... {n—l}n=1n__[[n—i+l)i.

i=1

mn T 1 n
nl = \f(rz—-i+l}ign%=(%) "

=1 =1

protoZe pro kazdé i plati /{n — i+ 1)i < 2=iX Tim jsme dostali horni odhad.
Na druhé strané pro kazdé i platin < (n—i+1})i a proto je n™ < (n!)*. Odmoenénim dostaneme
dolnf odhad, totiz n? < nl.

1.3.1 Veéta — ,Master Theorem*. Jsou dina pfirozend ¢isla a > 1, b > 1 a nezdpornd
funkee f(n). Piedpoklidejme, Ze funkee T'(n) je dina na pfirozenyeh éislech rekurentnim vztahem

T(n)=aT (%) + f(n),

kde § znamena bud || nebo [3].
1. Jestlize f(n) € @(n'*%2=%) pro néjakou konstantu £ > 0, pak T(n) € O(n'5 ),
2. Jestlize f(n) € O(n'5+ =), pak T(n) € O(n'5 = lgn).

3. Jestlize f(n) € {}(n'°%°+€) pro néjakou konstantu &£ > 0 a jestlize a F(}) £ efin} pro
nijakon konstantu ¢ < 1 pro viechna dostateéné velkd n, pak T(n) € 8(f(n)).

1.3.3 Tvrzeni. Jestlize f(n) € O(n'"f" |gk ) pro k = 0, pak pro funkei T(n) danou rovnici
Tin)=aT G}) + f(n),

plati: T(n) € B(n'= e 1g*+! n). 0



2. Prednaska - Invariant / Variant

1.3.10 Amortizovand sloZitost. Jodna se o vypofet prinnérné slogitosti nejhorétho pipadu
pro postoupnost n opakovdnd dané instrukee. Jestlide n opakovini v nejhoriim pEpad vyiaduje
fas (T (n)), pak jedno provedend vviaduje éas (T (n)) /0. a to je amortizovans sloditost jedné
instrukee.

Jaou tF zakladnd episcby, jak amortizovanon slofitost zjistovat,

s Prvni je tzv. agregeéni — postupuje se piimo podle pfedchoziho odstavee,

s Druhd metoda je tav. déetnd Kaidé provedend instrukee ma jisty kredit. Jestlize provedend
instrukee nespotfebuje cely kredit, zbyvajicl Gast kreditu je mofno vyvuiit v dallich
provedend instrukee, kterd jsou narofnéE a na které by jejich keedit nestacil. Podminkoa
ale je, aby #ddna instrubee v posloupnosti nespotfebovala vic nef je sondet jejiho kreditu
a zatim nevyulitfeh &stf kreditd,

1.4.7 Variant. Pro dikaz faktu, #e se algoritmus na kafdém vstupu zastavi, je zalofen na
nalereni Lzv, varioniy. Variaot je hodoots wdand pfiroeenyin cislem, ktera == béhem prace
algoritmu snizuje az nabude nejmensi mofnon hodnotu (& tim zaruéupe ukonéeni algoriton po
koneéné mnoha krocich).

V piiklada 1.4.2 s jednalo o cislo &, v piiklada 1.3.7 =& jednalo o zhytek z pfi délend cisla
r Cislemm ¢

1.4.8 Tovariant. nvariand, 62 pedminénd spravmost algorifmn, je tvreend, klend
s plati pfed vwhkonanim prendho evkin algoritmu, pebo po prmfm vykondnd evido,
o plati=li pied vwkonanim cykia, plati i po jeho vikonsini,

s pii nkonfeni prace algoritmn zaménje spravnoat fesend.

Pro algoritmns pro bublinkove tfidénd je invarinntem tvrzeni 1.4.4, pro Enikleidiv alporitmus
tyrzeni 146,



4. Prednaska - Turingov Stroj

1.5.1 Turingiv stroj si mizeme predstavit takbo: sklidd se

s z fidici jednotky, kterd se mitde nachizet v jednom z koneéné mnoha stavi,
s potenciilng nekonefné pdasky (nekonefné na obé strany) rozdélend na jednotliva pole a
o hilavy, kterd wmoenuje st obzah poli a prepizovat obsah poli pasky.

Na wikladé symbolu X, ktery 6te hlava na pasce, a na zdkladé stavu g, ve kberém se nachazf fidici
jednotka. se fidic jednotks Turngowva stroje pfesune do stavu p. hlava prepiSe obsah étencho pole
na ¥ a pesune se bud doprava nebo doleva (tato akee je popsdina tzv. pfechodovon funker),

1.5.2 Formilni definice. Turingiiv stroj je sedmice (Q, X, 1", §, qu, &, F'), kde

2 je konetni mnofing stavii,

X je konetnd mnofina vetupnich symbaolf,

I je konetni mnofina paskovich symboli, pfitom £ c T,

B je prazdny symbol (té% nazivany Sank). jedna se o piskovy symbaol, ktery neni vatupnim

symbolem, (tj. B e T E),

e 4 je pfechodovi funkee, tj. parcidlni zobrazeni 2 mnoziny (Y F) = do muoginy Q== {L, &},
(zde L snamend pohyh hlavy o jedno pole doleva, R snamend pohyb hlavy o jedno pole
doprava),

s gy € ( je pofatedni stav a

« FCQ jo mnodina koncovich stavii,

1.5.3 Situace TM. Sifwace Turingova stroje (té konfigurace TAL, anglifting nazyvand instan-
taneous description (1D)), piné popisuje obsah pdsky, poeice hlavy na pdsce a stav, ve kterdéin se
nachazi fidici jednotkn. Jestlize na pésce jsou v & polich symboly X; Xs ... X, véechna pole s
vbtiim i mendim &Eslem jiZ obsahuji pouze &, Fidicd jednotka je ve stava g a hlava &te symbal X,
tak danon Situsci zapisujeine

XX v X g XX i X,

1.5.4 Poéitetni situace. Na zafitku price se Turingiiv stroj nachdizi v pofateénim stavu gg,
na peisee ma na n polich vetupnd slove ay oz ... o0, (0; € ), ostatnd pole obsabuji blank B a hlava
fte pole pasky se symbolem ay. Tedy formalné pocatetni situaci zapisujeme gpay ... Gy,

1.5.5 Krok Turingova stroje. Predpoklidejme, #ese Taringlv stroj nachizi v situaci Xy Xa ..
Pak na zdkladé prechodové unkee TM v jednom kroku piejde do ndsladnjied situace a to takio:

Jestlize d(g. X;) = (p. ¥, B), TM se pfesune do stavu p, na pisku misto symbolu X; napite
symbol ¥ s hlavu posune o jelne pole doprava. Formdlne to sapisujeme takto

Xy o Xgg X o K PO X . X Yp X o X (1.1)

Jestlife d(g, X;) = (p.¥. L), TM so pfesune do stave p. na pisko misto symbolu X, napiSe symbol
¥ a hlavu posune o jedno pole doleva. Formalné to zapisujeme takto

ArXo o Mg & X B X o Xcap X YV X o X (1.2)

Jestlige v piipadé 12 jei=1, pak gX, ... X FpBY ... X,
Jestlize 6(qg, X;) neni definoviino, TM se zastavi.

1.5.6 Vypotet Turingova stroje nad slovem w = ayos . .. ag, jo posloupnost jeho krokod, ktera
zafind v podditedni situaci gpay ... o, Formsilng se jednai o reflexivid a tranzitivod uzdavér F* relace
oz 1.5.5 (na mpozing viech situact daného Turingova stroje).

Jestlize béhem vypoétu Turingova stroje nad slovem w se Turingiiv stroj dostane do jednoho 2
koneovich stavit ¢ € F, fikdme, e se TM dspéiné zastavil Obsab pisky pil dspisSném zastavent
je wistupem TAL nad vstopem w=a)ag... ay.

1.5.7 Definice — jazyk pfijimany TM. Vstupnislovo w € E* je prgele Turingovyim stiojem
M, jestlize se Turingiiv stroj na slové w dspéiné zastavi.

Muogina slov w € ¥, kterd Turinglv stroj piijima, s nazfva joegk prgimang M a enacime ji
L{M).

1.5.8 Definice — funkce realizovand TM. Je dino zobrazeni f:E* — 7, Rekneme, 2e TM
M realizufe zobrazent f_ jestlize pro kagdé w € ¥*, pro které je f(w) definovino, se Al tspééné
wastavi s vistupem flu) (tj. gouw H* aged, kde aff = f{w)). Pro w, pro néz f{w) neni definovino,
se M zastavi nodspEne.



5. Prednaska - Turingov Stroj, Nedeterministicky

1.5.9 Casovi slogitost Turingova stroje je parciilni zobrazeni T(n) z mnoginy viech
l'.Eim:u*t;_frh tigel do sebe defimovams:

Jestlife pro néjaky vstup délky n se Turingiiv stroj nezastavi, T(n) neni definowvino. W
opacném piipadé je T{n) rovno maximalnimn poita krokdl, po nichi dojde k zastavend Turingova

stroje, kde maximum se bere pres veechny vstupy délky n.

1.5.10 Paméfova slofitost Turingova stroje S(n). Jestlifge pro néjaky vstup délky n
Turingfiv stroj pouiije nekonetnon east pisky (pak se nemiize v kooefném case sastavit), S(n)
neni definovine. V' opafném pfipadé je S(n) rovno nejvétdimu roediln pofadovich fisel poli,
které byly bihem vipociu pouZity, kde maximuem se bere ples viechny vsiupy délky n.

1.5.12 Definice. Rekneme, #e jazvk L je pripmdn néjakym Turingovim strojem. jestlize
existuje TR M takovy, #o L = L(M).

Rekneme, 3o Turinglv stroj rozhoduje jasyk L. jestlife tento jazyk pfijima s navic se na
kagdém vatupn zastavi.

1.5.13 Pozpambky.

s Kazdy jazvk, ktery je rozhodovin Turingovim strojem, je také timto Turingovym strojem
piijimdn. Naopak to ale neplat, Uvidime, 2e existuji jazyvky, které jsou piijimany néjakym
Turingovym strojem, ale necdastuje Turinguy stroj, ktery by je rozhodl.

1.5.16 Turingiv stroj s k padskami. Turingiiv stroj = k& paskami se skladd @ fidicd jednotky,
ktera se nachizi v jednom z koneéné mnoha stavii g € ), mnoZiny vstupnich symboli X,
mnadiny pdaskovieh symboli I, pfechodové finkee 8, poddtetniho stavi gg, piskoviého symboln
B a mno#ing koncovich stavin F. Dale je dano & pdsek ok hlav: =04 hlava vidy 8te jedno pole i-té
pasky. Prechodova funkee § je parciilni zobrazend, které reaguje na stav, ve kterém se Turingiiv
stroj nachdzi a na ketici paskovich symbolii, kterou jednotlivé hlavy snimaji. (Formdlng je 4
parcidlnf zobrazend, &: (Q Y F) = T* — Q = T* x {L, B}*).

Na zacalku:

s Vstupni slovo je na prond pasce; krom# vstupniho slova obsahnji vEechna pole pasky blank
B.

Wéechny ostatni pasky maji ve viech polich blank 5.

Ridicd jednoika je v podditetnim stavu gg.

o Prvni hlava éte prvni svinbol vetupniho slova.

1.5.17 Krok Turingovastroje s & pdskami je urien plechodovon funkel. Jestlife pfechodovi
funkee je definovina, pak (na zaklade prechodove funkee):

# Ridici jednotka se piesune do nového stavi.

o Kafdd hlava piepiSe obsah pole, které fte (miige i stejuym symbolem).

o Kazda hlava se posune doprava ncho doleva (piechodovd funkee udiva pohyb kazdé hlavy
nezivisle na pohvbech ostatnich hiav).

1.5.18 Jazyk pifjimany Turingovym strojem 8 & pidskami. Obdobné jako pro Toringliv
stroj s jednou paskou definujeme:

Turingiiv stroj se dspédnd zastard, jestlite FHdicl jednotka vstoupila do koneového stavi,
Jestlize Turingiv stroj nema definovan nasledujici krok a pend v koncovém stava. fikime, fe se
Turingiiv stroj zastavil nedspéing

Slovo w € E* je pfAjimdno Turingovim strojem, jestlize se na ném Turingiiv stroj ispéing
eastavi. Viechna slova pfijimand Turingovym strojem tvoll josyk pfifimangf timto strojem.

Jestlize se navic Tunngiiv stroj na viech slovech zastavi, fikime Ze Tunngiv stroj jazvk
rozfoduge.



1.5.21 MNedeterministicky Turingliv stroj. Jestlize pro Turingliv stroj (af jif s jednou

piazkou nebo s viee piskani) piipustime, aly v jedné Stuaci moll provést nékolik rzodch

kroki, dostavame nedetermimisticky Turingiiv stroj. Formalné zadefinnjeme nedetermimisticky

Turingiv straj (NTM) pouze pro variantu s jednou paskou, kterd je nekonefnd na obé stramy.
Nedeterministicky Turingiv sirej je sedmice [}, £, T, 8, g5, 8, F), kde

} jo konefna mnofine stovi,

¥ je konefnd mnoding vstuprich symbaolt,

T je konetnd mnozina paskovich symbolil, pfitom E T,

i jo prazdny symbol (té2 nazivany dlank). jedni se o pashovy symbaol, ktery neni vetupnim

symhaolem, (tj. BT E),

§ je prechodovd funkee, 1. parcidlnd zobrageni @ mnoginy (Q Y F) = T do muooiiny

Pyt = I = {L.R]}) (PrX) je koneind podmnofina mnoginy X)),

® g £ ) je politednl stav a

o FC Q) je mnoging koncowvich stavi,

Krok nedeterministickdto Turingova broku je definovin analogicky jako pro (determinis-
tick#) Turingiy stroj:
Pro (p. Y, R) € d(gq, X;)

_‘:| Iz whale .I._lq_-‘i'l G }‘{;_ F _tl_tg e Il—l }:I}-}:i-i-l S, .x-k. {13-]
Pro (p. Y, L) € 8(q, X;)
i oo Kima g X oo K F Xy L KicapXica Y Xigr o0 A {1-'“

1.5.22 Jazyk pfijimany nedeterministickym Turingovim strojem se sklida ze viech
slov wr € £, pro nik

lmtl.’l" ..I"'L r:]- ...TI"'.'q_f }I;+F aua zm.
pro nektery koncovy stav gy.

Neformaloné: slovo w je piijato nedeterministickym Turingoviin strojem prave tehdy, kdye
cxistuje _pfijimac vypotet®, tj posloupnost krolod, po nich# so stroj dostane do honcového
stavi,

Jestlite nedeterministicky Turingliv stroj M pfijima jazvk L a navic kafdy jeho vipodet
vidy konel po konetne mnoha krocich, fikame, e M rozheduge jazyk L.

1.5.23 Veéta. Jeli jazyk L pfijiman, resp. rozhodovin nedeterministicofm Turingoywym stro-
jem M, pak existuje deterministick?d Turingiiv straj Afy s jednou paskon, kterd L piijima, resp,
rozhoduje.



6. Prednaska - Rozhodovacie ulohy

1.7.2 Priklad. SAT = spliovdni Booleovskyjch formulit Je dina vyrokova formule ¢ v CNF.
Rozhodnéte, zda je @ splnitelns.

Na danou formuli ¢ je tedy odpoved (t]. fesend) bud _ANO* nebo NE®. Viimnéte si, ze v
tomto plipadé se peptame po chodnocend, ve kterdim je formule pravdivd — zajimd nds pouze fakt,
wila je splnitelng,

1.7.4 Problém obchodniho cestujiciho = TSP. Jsou dina mésta 1.2, ... .n Pro kagdon
dvojici mést i § je navic dino kladné fslo d(i, §) (tak zvand vedilenost mést 1, §]. Trese je ddna
permetac 7 mnoginy {1,2...., n} do sebe, Délka trasy T odpovidajici permataci o je

n—1
d{T) = Z d{mii). (i + 1)) + d{m({m). w(1)).

Neformalné. trasa je pofadi mést, ve kterém mAa obchodnd cestujici mosta projit. a to tak. aby
kagdé misto navitivil pfesnd jednou a vratil se do toho mésta, ze kterého vviel. Cena trasy je pak
sonétemn vasch vadalenostl, které pii své costé urazil.

1.7.5 Rozhodovaci verze.

& Mimimalni kostra: Je dan peorientovany graf 7 = (V, E), chodroceni c: £ = M a dale éslo
K. Existuje minimalni kostra, jejid cena je nejvide KT

s Je dana matice délek A = (a1, 7)), vichozi vechol r, cilovy vichol c a Eislo K. Existuje cesta
z vreholu r do vreholu ¢ délky nejri&e A7

s Kromé éisel d{i. §) 2z 1.7.4 je dino &islo K. Existuje trasa 7 délky nejvise K7

1.7.6 Vyhodnocovaci verze,

o Mimmimalni kostra: Je dén neorientovany graf & = (V. £} a o E = N. Najdéte cenn miniméalnd
kostry ohodnoceného grafu.

s Je dana matice délek A = {afi, 7)), vichozi vrchol r a cilovy vrchol ¢, Najdéte délkn nejkratsd

cesty 2 vreholu r do vecholu e,

e Jsou dann Gsla d{i, 7] a 1.7.4. Najdéte cenu optimdlni trasy, tj. trasy s pejmensi moinou
délkou.

1.7.7 Optimalizacni verze.

o Minimdélnf kostra: Je din neovientovany graf & = (V. E) a o E — M. Najdéte minimalnd
kostru chodnoceného graf.

o Je dina matice délek A = (a(i. j)), vwehoei vechol r, cilovy vrochol e, Najdéte nejkratai cestua
z vrcholu r do vrcholu c.

s Jsou dina &sla d(d, 7) a 1.7.4. Najdéte optimdlng tragu, tj. trasu s nejmend mofnou délkou,



7. Prednaska - P, NP, NPC a prevody

1.8.3 Trida P. Rekneme, fe rozhodovaci iloha 2 ledi ve tiidé P, jestlize existuje determi-
nisticky Turingiiv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly a pracuje v polynomidlnim dase; tj. funkee
T{n) je C{p(n)} pro néjaky polynom p(n).

1.8.4 Piklady.

o Minimdlnf kostra v grafu. Je din neorientovany graf 7 5 ohodnocenim hran e, Je dino
cislo k. Existuje kostra grafu ceny mens nebo rovno k7

s Nejkratdi cesty v acyklickém grafu. Je dan acyklicky graf s chodnocenim hran a. Jsou
ddny vrcholy + a e, Je ddno cislo &, Existuje orentovand cesta 2 vicholu ¢ do vecholu ¢
délky mensi pebo rovno k7

o Toky v sitich. Je dina sit s homim omezenim ¢, dolnim omezenim [, se zdrojem = a
spotfebitem s Dile je dino &slo &, Existuje pRipustny tok od 2 do s velikosti alespon &7

¢ Minimélol fez. Je dina st s hormim omezeniin e, dolnfm omezenim 1 Ddle je dino &slo
k. Existuje fez, ktery mé kapacitu mensi nebo rovau &7

1.8.5 Tiida AP. Bekneme, e rozhodovaci iloha I le3 ve tFide AP, jostlize existuje
nedeterministicky Turingliv stroj, ktery rozhodne jazyk Ly a pracuje v polynomidlnim &ase.

1.8.9 Priklady AT dloh.
e Kliky v grafu. Je din neorientovany graf ¢ a tislo k. Existuje klika v grafu (7 o alespoi
k vrcholech?

o Mejkratsl cesty v obecném grafu. Je din orientovany graf s chodnocenim hran a. Jsou
diny vrcholy v a v. Je dino &slo k. Existnuje orientovand cesta 2 vrcholu ¢ do vreholu ¢
délky mendi pebo rovoo k7

& k-harevnost. Je din neorientovany graf (7. Je graf 7 E-barevny?

s Problém batohn. Je dino n pfedmétn 1.2, ..., n. Kaidy pfedmét ¢ ma cenu o a vahu wy.
D¥ile jaon déna &zla A a B. Je modné vybrat piedméty tak, aby celkovi viha neplevydila 4
a celkovd cena byla alespoit B? Presnéji, existuje podimnogina piedmétd 7 € {1,2,....n}

takovi, 3o
E w4 a Zf.'., > R?
ied i d

1.9.1 HRedukce a polynomidilni redukce aloh. Jsou dany dvé rozhodovact dloby & & V.
Relmeme, Ze tiloha If se redubuje na ilobn V, jestlife existuje algoritims (program pro RAM,
Turingtiv stroj) M, ktery pro kaZdou instanc T dloby I zkonstruuje instand I idlohy ¥V a to
tak, #o

I je ANO-instance W iff " je ANO-instance V.
Fakt, e tiloha If se redukuje na dlohy V zaéime
Wav.

Jestlige navic algoritmus M pracuje v polynomidlndim éase, fikdame, 2e I se polymomidln
redukuje na V a mafime
M=, V.



1.8.3 AF tplné dlohy. Rekneme, Fe rozhodovact tiloha &4 je NP ipind, jestlife
1. I je ve tide AP
2, ka®da NF iloha se polynomiilng redukuje na i4.
Ttida viech AP tiplnych tiloh se znaféi A'PC.
Zhrba fetenc, AP iplné dlohy jsou ty  nejiézs mes viemi NP 1ilohami.
1.9.4 Tvrzeni Jsou diny dvé NP idloby I a ¥, pro které plati I <, V. Pak
1. jestlife V je ve tfide P, pak také I je ve thidé P;
2. jestlife I je NP iplna tloha, pak také ¥ je NP diplnd diloha.
1.9.5 Tvrzeni. Kdyby nékterd AP dplnd dloha patfila do tiéidy P (t]. byla by polynomidlne
feditelnd), pak P = NP Jinymi slovy. kazdi NP tiloha by byla polynomialng feditelnd.
1.9.6 A'F obtizné idlohy. Jestlite o nékterd dloee I pouze vime, #e se na ni polynomidlng

redukuje néktera AP tiplna dloha, pak fikame, Ze i je NP tézka, nebo té2 NP obtizna.
Poznamenejme, e to viastnéd znamend, ke If je alespoi tak &k jako viechoy NP tdlohy,

1.9.7 Cookova véta. Uloha SAT, spliovini formuli v konjunktivaim normalnim tvar, je
NP 1tiplnd dloha.



10. Prednaska - co-NP, PSPACE, NPSPACE

1.11 TFida co-NP

1.11.1 Pozorovini. Je-li jazyk L ve tiidé P, pak i jebo doplngk T patii do téidy P. Obdobné
tvrsend se pro jasvky (Fidy NP newmnd dokdzat,

1.11.2 Definice. Jazyk L patfi do tHdy co-AP, jeatlife jeho doplnék pat#i do tfidy NP,

1.11.3 Priklady.
& Jazvk USAT, ktery je doplikem jazyvka SAT spluitelnych booleovskych formuld, lei ve tinde
co — AP, (Jazyk U'SAT se sklidd ze vEech nesplnitelnych booleovskych formuli a ze viech

slov, které neodpovidajl booleovské formmli.)

o Jazvk TAUT, ktery se sklidd ze véech slov odpovidajicich tantologii vyrokové logiky. patfi
do tFidy co-NP.

1.12 TFidy PSPACE a NPSPACE

1.12.1  Jedidn Turingfiv stroj M (deterministicky nebo pedeterministicky). PHpomefime, 2o A
pracuje s pamétovou slozitosti pln) prave tehdy, kdyi pro kazdé slove délky » nepouzije paméfovon
bufiku vétél nek pin). Uvédomte si: jestlize Turingiv stroj pfijimd jazyk s polvnomialni éasovou
sloFitost, pak se musi sastavit na kagdém vstupu (af ug ledl v piijimané jazyvee, nebo ne); .
Turingiiv stroj jazyvk rozhoduje. Podobné tvrzeni neplati pro Turingiiv stroj. ktery néjaky jazyk
prijima & polynomiilni pamétovon slofitosti; ano, Turingiv stroj se na slové, které nepfijima miide
zacvklit.

1.12.2 T#ida PSFACE. Jazyk L patfi do tHdy PSPACE jestlife existuje deterministicky
Turingiiv stroj M, kter§ pfijimd jazyk L a pracuje s polynomidlng paméfovon slogitosti,

1.12.3 Tvrzeni. Plati
PC PSPACE.
1.12.4 Trida NPEPACE. Jazyk L patif do tiidy NPSPACE jestlite existuje nedeterminis-

ticky Turingiiv stroj M, ktery pfijimi jazyk L a pracuje s polynomiilni pamétovou slofitosti.

1.12.5 Twvrzeni. Plati
NP CNPSPACE.

L.12.6 Veéta. Jedin Turinglv stroj M (deterministicky nebo nedeterministicky). ktery pfijima

jazyk L s pamétovon sloFitosti pin) (kde p je néjaky polynom), Pak existuje konstanta ¢ takovi,
fe M piijme slove w délky n pe nejvige P! krocich.

1.12.8 Veéta. Jeli juzvk L ve tFidé PSPACE (NPSPACE)). pak L je rozhodovin determinis-

tickim [nedeterministickim) Turingovim strojem M s polynomidlni pamétovon slofitosti, ktery
s vidy zastavi po nejvise ™™ krocich, kde g(n) je vhoduy polynom a o konstanta,

1.12.10  Savitchova wvéta. Plati
PSPACE = NPSPACE,

1.12.12 Dasledek. Plati
PCNFCPSPACE.



11. Prednaska - Random Turingov Stroj, RP, co-RP,

1.14.1 Randomizovany Turingiiv stroj. KTM je, zhruba fefeno, Turingiiv siraj Af se dvéma
nebo vice paskami, kde prenf piska md stejnon roli jako u deterministického Turingova stroje,
ale drubd pdska obsahuje nihodnou posloupnest 0 a 1, tj. na kazdém politkn se 0 objevi s
pravdépodobnost % a 1 také s pravdépodobnosti %

Na zacathu prace:

e stroj M se nachdzi v poddteinim stavu go;

& prvni peiska obsalmje vstupnd slovo w, zbytek pdsky pak blanky B;

o druhi pdska obsahuje ndhodnon poslonpuost 0 a 1;

& piipadné dalii pasky obsahuji 3

& viechny hlavy jsoun nastaveny na prvnim polifkn dané paskoy.

Na zikladié stavu g, ve kterém se stro] W nachizl, a na zdklad® obsaln politek, kterd jednotlivé
hlavy ctou, piechodova funkee § urcuje, zda sc M zastavi nebo picjde do novcho stavu p, picpiie
obsah prvnd pasky (nikoli ale obsah druhé pasky) a hlavy posune doprava, doleva nebo ziistanon
stal [posuny hlav json nesdvisglé),

Formélné, je-li M ve stavu g, hlava na primi pasee &te aymbol X, na druhé pasee je &zlo o a

g, X,0) = (p,Y, D1, D), qpeQae {01}, X, Y €T, Dy, Da € {L,R S},
pak M se piesune do stavu p, na prvnd pasku napife ¥ oa std hlava se posune doprava pro [} = R,
doleva pro [} = L oebo zistane na misté pro D; = 5,
Jestlize 6(g, X, o) neni definovino, M se wastavi,
M se lispesnd sastavi prive tehdy, kdyE se pfesune do koncového (pijimactho) stava gg.

1.14.4 Trida RP. Jazyk L patii do tiidy RP praveé tehdy, kdyz existuje RTM M takovy, 2e:
1. Jestlize w ¢ L. stroj M se ve stavn gp zastavi s pravdépodobnosti 0.
2, Jestlize w e L, stroj M se ve stava gy zastavi s pravdépodobnosti, kterd je alespoi rovoa %

3. Existuje polynom p{n) takovy, de kaddd héh A (tj. pro jakykoli obsah dmbé pisky) trvi

maximilng p{n) kroki, kde n je délla vstupniho slova,

Miller-Rabinfiv test prvofiselnosti je piiklad algoritmu. kterd splivje vechny 8 podminky
(utvofime-li k nému odpovidajici RTM) a proto jazyvk L, ktery se sklada ze viech sloZenych Eisel,
patfi do tHdy RP.

1.14.5 Turingiv stroj typu Monte-Carlo. RTM splinjici podminky 1 a 2 z piedchos
definice 1.14.4, se nazyva RTM typu Monte-Carlo.
Uvédomte si, #= KTM typu Monte-Carlo obecné nemusi pracovat v polynomiilnim éase.

1.14.7T Trida ZPP. Jazyk L patii do tiidy ZPP privé tehdy, kdvi existuje RTM M takovy,
S
1. Jestlize w & L, stroj M se (spéiné zastavi (tj. zastavi se ve stavu gy ) s pravdépodobnosti (.
2. Jestlide w € L, stroj A se ispéSné zastavi (tj. zastavi se ve stavu gy) s pravdépodobnosti 1.
3. Stiedni hodnota poétu krokiit M v jednom béhu je pin). kde p(n) je polynom a n je délka
vstupniho slova.
To mnamend: M nendéla chybu, ale nezaruéonjeme vidy polynomidlni podet krokil pfi jednom
T, ponze stfedni hodnota poétu krokdi je polynomidlng,

1.14.8 Turingiv stroj typu Las-Vegas. HTA splinjici podminky = pfedchozi definice 1.14.7,

s nazyvi typu Las- Vegas,

1.14.9 Tvrzeni. Jestlize jazyk L pati do tidy 2PP, pak i jeho doplnék T patii do tiidy Z2PP.

Stejny RTA M typu Las-Vegas slon# &k piijeti* jak jazvim L, tak i jeho doplikn L. stafi
koncové (pijimajic) stavy RTM M problisit za nekoncové a ge viech pekonoovich stavii M
udélat koncové.

1.14.10 Poznamka. Pro jaeyky ze thdy RP se tvrzen obdobné 1,149 peumi dokazat. To
motivuje nasledujicd thidu jazykii.

1.14.11 Tiida co=-RP. Jazyk L patii do tiidy co-RP prave tehdy, kdyZ jeho doplaik T patii
do tiidy RP.

ZPP



1.14.12 Véta.
ZPP=RFPN co-RF.

MNastin dikazu. Ukiieme pejprve RPN co-RP C ZPP.

Predpoklidejme, Ze jazyk L lef v obou (Fiddch BP i co-R P, Existujl proto dva RTM M; a
Ms tvpu Monte Carlo pracujici v polynomiilnim case a takove, Ze

M, — pro jazvk L;
Mz — pro jazyk L.,

Oenadme p{n) ten vétdi z polynomil, kterd uréuji pofet krokit My a Mz, Setrojime RTM M typu
Las-Vegas pro jazyvk L takto: Pro dané vstupni slovo w

1. A necha pracovat Ay po dobu p(n) krokd, Jestlige M) dspisEnie skonid, M takeé skonéi dspisng,
2, M nechd pracovat AMs po dobu pin) krokil. Jestlite Ms dspéné skonti, M skondl ale
neispEEne.
3. Jestlize M neskonéf ani v kroku 1 ani v kroku 2, M pokracuje opét krokem 1.
Di se dokdzat, 3¢ RTM M je typu Las-Vegas,

Nyni ukdfeme, e ZPP C RPN co-RP.

Predpoklidejme, fe jazyk L leki ve tfidé ZPP, existuje tedy pro néj RTM Afy tvpu Las-Vegas.
Oenaéme p{n) polynom, kterd uddvd stfedni hodnotu poétu krokit RTM My pro vstupni slove
délky n. Vytvofime RTA M typu Monte Carlo pracujici polynomidlnim éase pro jazyvk L.

M nechi na vstupu w pracovat RTM M po dobu 2p(n). Jestlize M, dspiEné skonéi, M dspéing
skonéi; we viech ostatnich pHipadech KTM M skonéi netispéiné,

Di se dokazat, 2e M splinje véechny podminky pro RTM typu Monte Carlo. Protoze pracuje
v fase Zp(n), jednd se o polynomidlnd RTM tyvpu Monte Carlo. Proto je jazyk L ve tfidé RP.

ProtoZe tiida ZPP je uzaviena na dopliky, je ka2dy jazvk ze tFidy ZPP také ve tidd ec-RP,

1.14.13 Veéta. Plati
PCEZPP. RPCNP, coRPC co-NP.



12. Prednaska - R, RE, Kod TM

1.15.1 Rekursivnf jazyky. Rekmeme, 3¢ jazyk L je rebursiond, jestlize existuje Turingiiv stroj
M. ktery rozhoduje jazvk L.

Piipomeime, fe Turingiiv stroj M roghoduje jasvk L enamend, #e jej piijimd a na kagdém
vstupu se zastavi (bud ispéiné nebo neispéing).

Trida rekursivnich jazvki se éasto znadi K.
1.15.2 Rekursivn@ spofetné jazyky. Rekneme, fe jazyk L je rebursiond spofeing, jestlize
existuje Turingiiv stroj M, ktery tento jazvk pfijimi.

Jingind slovy, M s pro kakdé slove w. klerd patfi do L, uspiSne gastavi a pro slovo w, klerd
nepatii do L se bud zastavi neispéing nebo se nezastavi vithee,

Tiida rekursivné spodfetndch jasvki se casto masi 7S,
Kazdy relursivil jazyk je té rebursivoé spotetny. V daliim textu ukidgeme, e naopak to
neplati, 1j. existuji rekursivoe spofetné jasvky, které nejson rekursivoi,

1.15.4 Tvrzenl Jestlize jazvk L je rekursivid, pak je rekursival § jebo doplnék T,

1.15.5 Twvrzeni. Jestlife jazvk L i jeho doplnék T jsou oha rekursiveé spotetnd, pak L je
rekursivnd.

1.15.68 Twvrzeni. Pro jazvk L miide nastatl jedna = nasledujicich modnosti:
1. LiT jsou oba rekursivad.
2, Jeden x L a T je rekursivn® spobetng a deuly nenf rekursivid spoietngd.
i LiL nejson rekursivné spoéetne,

1.15.7 Kod Turingova stroje. Kaidy Turingliv stroj M lze zakddovat jako bindrnd siovo.
Mejime Turingliv stroj M s mnoZinon stavi @ = {q1, g2, ... Qe b, mnoEinon vetupnich symbalh
Em {ﬂ.”-. muoFinou paskovich symbolii ' = {XL..YQ ..... Xm}. kde Xy m(, Xogmla Xzy= B

Diile pocatefni stav je stav gy, koncovy stav je ga. Owmaime Ity pobyb hlavy doprava a I} pohyh
hlavy doleva. (T). Dy = R a Ds = L)

Joden prechod stroje M
g, X)) = (g, Xo D7)
zakddujeme slovem
w = 0'10710°1010".

které nazivime Kéd Turingova stroje M, gnakime jej (M), je

(M) = 111w, Muy 1., 11w, 111,

Kde wy,..., 1w jsou slova odpovidajiel viem prechodiun stroje M.
1.15.9 Diagonalni jazyk Ly Nejprve uwdélame nasledujicl ambova, Jestlize bindrd slove w

nemd tvar 2 1.15.7, povadgujeme ho za kid Toringova stroje M ktery nepfijimd #dné slovo (neudéla
nikdy #adng krok). Tj. L(M) =0

Jazyvk Ly se sklada ze viech bindrnich slov w takowveh, ze Turingliv stroj s kédem w nepiijima
alovo w. (Tedy Ly obsahnje § viechna slova w. kterd neodpovidaji kdidiim néjakého Touringova straje,
ovEem obsaluje | dalsi bindrnd slova,)



1.15.11 Univerzilni jazyk. Univerzdlng jazyk Lywy je mnodina slov tvaru (M) w, kde (M)} je
kdd Turingova stroje a w € {0, 1}* je bindrni slovo takové, fe w € L{M).

1.15.12 Univerzilni Turingiiv stroj. PopiSeme, velmi zhruba, Turingiiv stroj, kterd piijima
univerzilni jazyk Ly, Tomuto Toringovu stroji se také fkd umiverzdlnd Turingdy stroj a snadime
b 7,

Univerzilnd Turinglv stroj {7 ma 4 pasky. Prvni pdska obsahnje vstopni slovo (M) w, druba
ik simuluje pisku Turingova stroje M a thetl piska obsabuje kid stava, ve klerém ge Turingiv
stroj A nachdzi. Didle ma U jesté étvrton, pomocnou paskn.

Na zafdtkn prace Turingova stroje [7 je na prvni pasce vstupni slove (A} w, ostatni pasky
obsahuji pouze B, blanky. Piipomefime, #e kod Turingova stroje ziskime takto. Predpoklidejme,
e Turingiiv steoj M se gkldda = (Q, {0, 1}, {0, 1, B}, 8,41, {g=}), ke @ = g1, 402, . . . . @ }- Oznafme
0 jako X, 1 jako Xi, B jako X5, pohyb doprava 1 jake D), pohyb doleva L jako 5. Pak jodnotlivé
prechody &(gi. X;) = (g, X}, D) kddujeme

t =0 10R10M0™, kde 1<ik<nl<jl<3l<m=<2

Turingliv stroj M ma kdd
11t 114211, 10 ¢ 111,

Turingiiv stroj 7 nejprve skontroluje, Ze vstup je opravdu kddem Turingova stroje M
nisledovany bindrnim slovem. Jestlize nend, {7 se neispé&Eng zastavi.

V piipade, Ze vstupnd slovo je tvar kéd Turingova stroje M nasledovany bindrnim slovem w,
[ piepize slovo w na druhou pédsku a na tfeti paska napige (0. To je proto, fe Turingiiv stroj jo na
waciatkn price ve stavu gy kddovaném jako 0.

Nyni Turingiiv stroj {7 simuluje kroky Toringova stroje A s tim, fe kdykoli se stroj Af dostane
do stavm gz (koncovy | pFijimac® stav M), U7 se depdSng zastavi, Toto pozndme tak, Je na tfetd
pasce se objevi (0 piedehizené a nasledovans B, blanky.

Poznamenejme, e je tfeba jedte Fada daldich technickyeh detaill, Napk, pii pfepizsovini slova
w na drubou pisku to délame tak. Ze za 0 ve vstupnim slové w na pasku papiseme 10, za 1 ve
w na druhon pasku zapiSeme 100. Je-li na druhou pésku potfeba (vzhledem k prechodové funkei
Turingova stroje M) na druhou pdsku napsat B, nap@eme 1000, Ctvrtd paska slonEi k tom,
abychom na druhou pasku byli schopni vidy napsat stav pisky TM M.

1.15.13 Ddasledek. Univerzilng jazyk Loy je rekursivig spofetny.



13. Prednaska - Nerozhodnutelne, PCP

1.15.14 Twvrzeni. Univerzalni jazvk Loy nend reborsivoi.

Kdyby totid Lyy byl rekursivad, existoval by Turingfiv stroj M, ktery roshodne Ly, Tj. M se
vidy zastavi; na slovech z jazvka Ly se fispisne zastavi, na slovech nelegicich v Ly g se neiispiing
zastavi. Na zikladé tohoto Turingowa stroje Af bychom byli schopni rezhodnout diagondlni jazyk
Ly, o kierdm vime, %e neni ani rekursivnéd spofetny, viz 1.15.10.

1.15.15 Redukee. Pfipomeime definici redokee = 1.9.1.

Jaou dény dvé rozhodoaci dloly & a V. Rekneme, e iloha I se redubuje na tiloln ¥, jestliie
existuje algoritmus (program pro RAM, Turingiv stroj) A, ktery pro kazdou instanci § dlohy I
zkonstruuje instanci [ idlohy V a to tak, Ge

I je ANO instance I iff I' je AN(Q) instance V.
Fakt, 7e riloha I se redukuje na dlobu V' anadime
Wav

Jsou diny dva jazyky L; © £, Ly € I'™. Bekneme, Ze jazvk L) sc redubuje na jazyvk Ls,
jestlide existuje algoritinus (program pro RAM, Turinglv stroj) A, ktery pro kaZdé slove w € E°
zkoustruuje slove A(w) € T a to tak, 2e

we Ly iff -"{N‘} £ La.
Fakt, Ze jazyk L; se redukuje na jazyk Lz znafine

Ly <Ly

1.15.16 Twvrzeni. Jsou dany dvé dlohy I a V takove, 20 I <V . Pak plati:

1. Jestlize V je rozshodoutelnd, pak § I je rozhodnutelna,

2, JestliZe I je nerozhodnutelnd, pak i ¥ je nerozhodnutelnd.

3. Jestlize jazyk ilohy I nend rekursiveé spofetny. pak i jazyk ilohy V neni rekursivné spoéetny.
1.15.17 Twrzeni. .Jsou diny jazyvky

Lom {M|L(M) =@}, Ln={M|LM)sd}

Pak jazyk Ly je rekursivié spocetny, ale ne rekursivinl, Jakyvk L. neni ani rekursivog spodetny,

1.16.2 Postiv korespondenéni problém (PCP). Jsou dany dva sesnamy slov A, B nad
danou abecedou E,

A (wy,w,..uy), Bwlzy,zg,..., zg),
kde wy, z; € T*, i = 1,2, .., k. Hekneme, e dvojice A, B md fedend, jestlize existuje posloupnost
iy, ¥y . i indexid, t) 3 € {1,2,. .. k], takovd, Ze
Wy Wy oo WYy, = By Ty« . Ty

Otdizka: Existnje fefeni dané instance?

1.16.3 Priklady.

1. Jsou diny seznamy

Al o1t o101 1olo| 0
B 1101 | o) [ 01 [I71]

0




