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Semestralni prace
Kombinatorické optimalizace

Rozvrh vedoucich pracovnikyl pFi vystavbé
elektrarenského zarireni.

1. Zadani a kategorizace

Na vystavbé elektrarenského zatizeni se podileji tii typy zaméstnancl: vedouci smény,
vedouci pracovnik a bézny zaméstnanec. Celé staveniste je rozdélenou do dvou usekd. V
prvnim useku se pracuje na dvé smény (6:00 — 18:00 a 18:00 — 6:00), ve druhém je zaveden
tiisménny provoz (6:00 — 14:00, 14:00 — 22:00 a 22:00 — 6:00).

Aby prace na vystavbé mohla probihat, musi byt v kazdém useku a pti kazdé smeéné
pfitomen alesponl minimalni pocet vedoucich pracovnikii. Cilem této semestralni prace bude
optimalni rozvrh smén (rovnomérné zatizeni vSech vedoucich pracovniki, ohled na
spokojenost zaméstnancii — co nejveétsi bloky smén) pro N vedoucich pracovnikt na D dni
prace dopiedu.

Omezujici podminky kladené na rozvrhare:

Pokryti vSech smén na obou usecich minimalnim poctem vedoucich pracovnikt. [ HC ]
Vedouci muze pracovat maximalné 40 hodin tydné. [ HC |

Vedouci muze pracovat maximalné 12 hodin denné. [ HC]

Maximalné tfi nocni smény za tyden. [ HC ]

Minimalné dva volné vikendy v mésici. [ SC ]

Planovat co nejvétsi bloky smén. [ SC ]

A o

Ulohu lze formalizovat jako Employee Timetabling Problem (ETP), tedy problém
rozvrhovani.

HC - Hard Constraint
SC — Soft Constraint



2. Souvisejici prace

Uloha vytvateni rozvrhu smén je prakticky problém, ktery se fesi ve velkém
mnoZzstvi organizaci a vyrobnich podnikl. Algoritmické feSeni miiZze rozvrhaii mésicné
uspofit az desitky hodin naro¢né prace a to s lepSimi vysledky. V odborné literatuie se
problém rozvrhovani nachazi pod pojmy timetabling, rostering a nurse scheduling problem.

Reseni miizeme hledat pomoci Gplné metody nebo pomoci n&jakych heuristik. Uplné
metody prochézi cely stavovy prostor a vzdy vraci nejlepsi mozny vysledek. Algoritmus je
tedy optimalni, ale Casové naro¢ny. V ¢lanku [1] jsou porovnavany dve tplné metody
Integer Linear Programming (déale ILP ) a Constraint Programming (déle CP), ze kterého
vyplyva, ze metoda ILP je rychlej$i a pii pozastaveni po n¢jakém Case vracela lepsi
vysledky nez CP.

Dalsi zrychleni pfinasi pouziti Boolean Satisfiability Problem (dale SAT). V ¢lanku
[2] bylo provedeno srovnani komercniho generického ILP solveru CPLEX [4] a PBS[5]
solveru, ktery je postaven na zékladé¢ SAT. PBS pracuje s konjuktivni norméalni formou
(CNF) 1 s pseudo-boolean (PB) podminkami. Ze srovnani vyplyva, ze SAT lze pouzit na
vétsi instanci problému.

Druhy pfistup k feSeni problému je nasazeni néjakych heuristik, kde prohleddvame
pouze ¢ast stavového prostoru. Reseni tedy nemusi byt optimalni, ale ve vétsing piipadi je
uspokojivé. Reseni dostavame v mnohonasobné krat$im ase neZ pii pouziti iplnych metod.
Jednou z moznosti jsou genetické algoritmy [3], které patii mezi evolucni algoritmy, které
vyuzivaji evolu¢ni procesy kiiZeni, mutace a pfirozeny vybér. Vychdzime z né¢jaké pocatecni
populace a pomoci evolucnich procesu (n€jakych jejich kombinaci) ziskdvamé novou
populaci. Tento krok opakujeme dokud nedosdhneme urcité generace populace.

3. Popis reseni

Ulohu rozvrhu smén vedoucich pracovnikii budu resit pomoci iplné metody ILP. Pi
vytvareni modelu vychazim do zna¢né miry z €lanku [1]. Jako ILP solver jsem se rozhodl
pouzit CPLEX][4] od firmy IBM, ktery umoziuje tlohu pozastavit a vratit doposud nejlepsi
nalezené feSeni. CPLEX je komer¢ni produkt, proto v této tloze vyuziji jeho trial verzi,
ktera je omezena na 90 dni, 500 proménnych a 500 podminek, coz je pro ucel této ulohy

dostacujici.
3.1 Model
Model vychazi do zna¢né miry z ¢lanku [1], kde se fesi typoveé podobna tloha.
3.1.1 Proménné

Jako proménné ulohy definuji Xjj, pro kazdého vedouciho pracovnika (dale VP)
piidéluje urcitou sménu v ur€ity den. Kde 1 >i> N indexuje VP; 1> j> D indexuje den v
ramci intervalu planovani; 1> k> S vyjadiuje druh smény. S = 5 pro oba tseky stavenisté
dohromady.



Xiik je celo¢iselna proménna, kterd nabyva hodnot 0 nebo 1;

1 pokud VP i ma sluzbu & v den 7
Xg= | 0v jiném pripadé

Dalsi proménnou je pomocna proménna Yi, ktera fikd o kazdém VP i, zda musi v
sobotu nebo v nedéli v tydnu £ do prace nebo ma volno.

1 pokud VP 1 ma shizbu v sobotu nebo v nedéli v tidou /1.
-
Yis 0 v pném pipade

V nésledujici tabulce je uveden ptiklad pozadavkl na obsazenost smén Rj na obou tsecich
vystavby.

USEK SMENA | OZNACENi| PO-PA | SO-NE
6:00 — 18:00 S12D 3 2
: 18:00 — 6:00 S12N 3 2
6:00 — 14:00 SOSR 2 1
2 | 14:00 —22:00 S080 2 1
22:00 — 6:00 SOSN 2 1

Tab.1 — Obsazeni smén VP

Aby bylo mozné vytvoftit spravedlivy rozvrh, tedy kazdy VP je pfiblizn¢ stejné vytiZzen a maji
ptiblizné stejny pocet volnych vikendil v mésici, je nutné definovat penaliza¢ni funkci
pomoci, které 1ze ohodnotit naro¢nost jednotlivych smén na obou usecich pracoviste. Priklad
penalizacni funkce Py je uveden v tabulce Tab.2.

USEK SMENA | OZNACENi| PO-PA | SO-NE
6:00 — 18:00 S12D 2 3

18:00 — 6:00 S12N
6:00 — 14:00 SOSR
2 | 14:00 —22:00 S080
22:00 — 6:00 SOSN

—_— = =N
NN N W

Tab.2 — Penalizac¢ni funkce



3.1.2 Kriterialni funkce

Kriteridlni funkci pro rovnomérné zatizeni vsech VP lze formulovat jako
min Pmax - Pmin

, kde Py je horni hanice a Py, je spodni hranice celkové penalizace kazdého VP. Q; je
pomocnd proménnd urcujici penalizace za pracovni vikendy s vdhou 10 (viz podminka 5).

D S

Pmin_(z ZXijk'P,'k'F 10Q1)S0 VZ: 5 eeees N
j=lk=1 i
D S

Pmax_(z Z X[jk'ij'l- IOQ,)ZO Vlzl,,N
J=1k=1

Q€(-2,2)

3.1.3 Omezujici podminky

Podminku ¢islo 1, tedy pozadavek na pokryti v§ech smén na obou usecich
pozadovanym poctem vedoucich pracovnikt, Ize formulovat jako

N

> X,=R, Vk=1,...,S Vj=1,..,D
i=1

, kde Ry, je pocet poZzadovanych VP v den j na sméné¢ k.

Druhou podminku, Ze kazdy VP miiZe pracovat 40 hodin tydné formuluji jako

7Th S D
Y D X, M <40 Vi=1,...,N Vh=1,..., =
j=Th—6 k=1 7

, kde M je pocet hodin smény k.

Vedouci pracovnik miize pracovat maximaln€ 12 hodin dennég. Tuto podminku lze
formulovat takto:

S
D X <1 Vi=1,..,N Vj=1,.,D
k=1

Ctvrtd podminka tika, ze VP mize slouzit maximaln¢ tfi no¢ni smény za tyden. Formulace:
7h

Y Xt X =3 Vi=1,..,N  Vh=l,..,

j=7h—6

, kde h indexuje tyden, kdehje 1 < h< g .
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Patou podminkou je mé&kka podminka, ktera vyjadiuje preference VP. Rik4, ze kazdy
VP chce alesponi 2 volné vikendy v planovacim horizontu jednoho mésice. Podminku
formuluji jako

S
XXt LK s 107,50 Vil N Vb=l
=1 =1
S S D
Y20 X it 2o X Vizl...N  Vh=1,.., =
k=1 k=1
D
7
> Y,=2+0, Vi=1,...,N
h=1
0€(-2;2)

, kde pomocna proménnd Y, fiké o kazdém VP i, zda musi v sobotu nebo v nedéli v tydnu £
do prace Yin= 1 nebo mé volno Yi,=0. Q;je proménna urcujici penalizace za pracovni
vikendy. Pokud VP i pracuje pfesmé pres dva vikendy, tak soucet Yi, pies vSechny tydny 4 je
roven 2, takze penalizace Q; pro VP i je rovna 0; pokud pracuje méné vikendd, je Q; zdporné a
naopak pokud vice, tak je kladna.

3. Experimenty

Jako ILP solver pro experimenty jsem se rozhodl pouzit CPLEX[4] od firmy IBM, ktery
umoziuje tlohu pozastavit a vratit doposud nejlepsi nalezené feseni. CPLEX je komer¢ni

produkt, proto v této uloze vyuziji jeho trial verzi, kterd je omezena na 90 dni, 500 proménnych
a 500 podminek, coz je pro ucel této ulohy dostacujici. Pocet proménnych v tloze 1ze spocitat
takto

D

varcaunt:Pmux-'- Pmin+ NDS+ N7+ N

a pocet podminek takto

con. =2-N+S-D+ N-%+ N-D+ %N+ %N+ %N+ N,

count



Nasledujici tabulka uvadi pét experimentalnich instanci problému rozvrhovani, kde #VP
je pocet vedoucich pracovniki, #Dni je planovaci horizont, Ry je tabulka poZadavkil na
obsazeni jednotlivych smén (SO8R, S080, ..., SI2N), TiLim je ¢as v sekundach, kdy se
piipadné tloha pozastavi a vrati nejlepsi dosud nalezeny vysledek, Obj ptedstavuje hodnotu
kriterialni funkce, tedy Pmax— Pumin, Pmax j€ horni hranice a P, spodni hranice celkové penalizace
kazdého VP. CPUtime udava celkovy procesorovy ¢as béhu instance a kone¢né Mem udava
celkovou pamétovou naro¢nost behu dané experimentalni instance problému.

#VP | #Dni| P9 508R | 5080 | SOBN | S12D | S12N | TiLim | Obj | Prax | Prp | Jime| MEM
Rik [s1 | [m8]
PO-PA 2 | 2 1 2

13 | 7 X | 100 7 | 13| 6 | 100 17,8
SO-NE| 1 1 1 0
PO-PA| 2 | 2 1 2 2

13 7 100 Not Solved. _
SO-NE| 1 1 1 2 (Rozvrh nelze sestavit)
PO-PA 2 | 1 1

8 14 X X 0054 17|19 | 2 | 0,05 0,01
SO-NE| 1 1 0
PO-PA| 2 | 1 1

8 | 14 X | X 1 1 1110 1 0,01
SO-NE| 1 1 0
PO-PA 2 | 2 1

7 | 21 X | X |300| 0 |29|29 1,54 0,01
SO-NE| 1 1 1

Tab. 3 — Experimentalni instance problému

ILP je plna metoda, prochazi tedy cely stavovy prostor a vzdy vraci nejlepsi mozny
vysledek. Algoritmus je tedy optimalni, ale casové naro€ny. Na zékladé experimentt s
instancemi 3 resp. 4 (Tab.3 tadek 3 resp. 4) bylo zjisténo, ze dostatecné dobré vysledky lze
ziskat uz v relativné kratkém case b&hu vypoctu. Pii pozastaveni v Case jedné sekundy uz
ziskavame OBJ rovnu jedné. Zavislost kvality rozvrhu na dobé béhu vypoctu dané instance
ilustruje nasledujici graf.

16
12

8

OBJvalue [-]

4

0
0,01 0,1 1 10 100 1000

TimeLim [s]

Graf 1 - Zavislost kvality rozvrhu na dobé béhu vypoctu.
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Pro Uplnost jesté uvadim piiklad vystupu programu pro mensi instanci problému.
Ukazka rozvrhu pro Sest vedoucich pracovnikl s planovacim horizontem jeden tyden pro
tiisménny provoz na prvnim useku staveniste.

PO uT ST cT PA SO NE

VP1: SO8R SO8R -- -- S080 S8R S080
VP2: SO8N -- S080 SO8N SO8N -- S080
VP3: -- SO8N -- SO8R SO8N SO80 SO8R
VP4: S080 -- SO8N S©80 SO8R S080 --

VP5: SO8N SO80 SO8R -- -- SO8N SO8N
VP6: -- SO8N SO8N SO8N -- SO8R SO8R

Output 1 — Ukazka rozvrhu

4) Zaveér

V této praci jsem se zabyval optimalizaénim problémem rozvrhu lidskych zdrojt v tfi a
dvousménném provozu. V literatuie je tento problém znam jako Employee Timetabling
Problem nebo také Rostering. Problém jsem fesil pomoci metody ILP, kterd byla obsahem
tohoto kurzu. Po konzultaci bylo, pro velkou naro¢nost formulace v ILP, v matematickém
modelu i v samotné implementaci upusténo od Sesté podminky, tedy planovat co nejvétsi bloky
smen.

ILP je metoda uplnd, prochazi tedy cely stavovy prostor a vzdy vraci nejlepsi mozny
vysledek. Algoritmus je optimalni, ale casove naro¢ny. Na zékladé experimentl bylo zjisténo,
ze dostatecné dobré vysledky lze ziskat uz v relativné kratkém case béhu vypoctu. Volné
dostupny ILP solver glpk, ktery byl pouzivany v rdmci tohoto kurzu, neumoziuje pozastaveni
be&hu vypoctu po uplynuti stanoveného ¢asového limitu. Rozhodl jsem se tedy pouZzit
CPLEX]4] od firmy IBM.

CPLEX je komercni produkt, proto v této uloze vyuziji jeho trial verzi, ktera je omezena
na 90 dni, 500 proménnych a 500 podminek. Diky tomuto omezeni nebylo mozné ulohu
testovat na rozsahlych instancich, ale pro demostraci spravnosti feseni, jsou tato omezeni
dostacujici.
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