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1

Úvod

Dostaly se Vám do rukou zápisy ze cvi£ení z roku 2008/2009 Ing. Tomá²e Kroupy, PhD., který
nám ochotn¥ pomohl s jejich korekcí a kterému bychom cht¥li touto cestou pod¥kovat. I tak
mnohé p°íklady nejsou dotaºeny do konce a nevylu£ujeme ani výskyt chyb. Doufáme, ºe Vám
tento materiál pom·ºe v p°íprav¥ na zkou²ku. Dílo je moºné vylep²ovat a dále ²í°it bez souh-
lasu autor·, pokud k n¥mu budou p°iloºeny ve²keré zdrojové kódy *.tex soubor· a obrázky
(k3vin c© 2009).

kolektiv spoluautor· :)
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1 Cvi£ení 1

P°íklad 1.1 M¥jme komunika£ní kanál s abecedou S(n ≥ 2), p°es který jsou p°ená²eny zprávy
délky k. Jaká je pravd¥podobnost, ºe dojde k p°enosu zprávy, která neobsahuje s ∈ S?

• Ω = v²echny moºné elementární jevy

• Ω = {v²echny k-tice prvk· z S}, |Ω| = nk

• A = {A|A ⊆ Ω}

• P : A → 〈0, 1〉

• A - dojde k p°enosu zprávy, která neobsahuje s ∈ S

Pouºijeme klasický (Laplace·v) model:

P (A) =
|A|
|Ω|

=
(n− 1)k

nk

Toto v²ak nevyhovuje, kaºdé zpráv¥ bychom m¥li p°i°adit pravd¥podobnost, jelikoº r·zné sym-
boly nemusí mít stejnou pravd¥podobnost.

P°íklad 1.2 Problém rytí°e de Méré 1

Je pravd¥podobn¥j²í padnutí alespo¬ jedné 6 ve 4 hodech (A) nebo alespo¬ jedné dvojice (6, 6)
ve 24 hodech dvojicí kostek (B)?

1. |Ωa| = 64

|Ā
↑

ºádná 6

| = 54 ⇒

P (A) = 1− P
(
Ā
)

= 1−
(

5
6

)4

.
= 0, 518

2. |Ωb| =
(
62
)24

= 3624

|B̄| = 35

zakáºu jednu 6
↓
24 ⇒

P (B) = 1− P
(
B̄
)

= 1−
(

35
36

)24

.
= 0, 491

⇒ pravd¥podobn¥j²í je první moºnost.
1Vlámský renesan£ní gentleman Antoine Gombaud, chevalier de Méré, 17. století.
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P°íklad 1.3 M¥jme los o 10 polí£kách. Polí£ka obsahují:

• 2x písmeno V

• 2x písmeno P

• 6x nic

Cena za los je 60 K£. Potencionální výhra 300 K£ tehdy, pokud budou odkryta ob¥ písmena V
d°íve neº jakékoliv písmeno P. Koupil by si racionáln¥ uvaºující hrá£ tento los?

|Ω| = 4!
2!2!︸︷︷︸
↑

Musíme d¥lit, protoºe dané kombinace (V1V2P1P2 nebo V2V1P1P2 atd.) jsou obsaºeny v tom 4!

=

(
4
2

)
= 6 variace s opakováním

Prázdná polí£ka nehrají ºádnou roli ⇒ nepo£ítáme s nimi. Jediná správná bude:

P (V ) =
1
|Ω|

=
1
6

St°ední hodnota zisku = 240 · 1
6

+ (−60) · 5
6

= −10

St°ední hodnota zisku by nem¥la být záporná, los se tedy nevyplatí zakoupit.

P°íklad 1.4 Vybíráme m výrobk· z celkového po£tuM , kde je obsaºeno K vadných výrobk·.
Jaká je pravd¥podobnost, ºe ve výb¥ru bude K vadných?

|Ω| = po£et v²ech výb¥r· o velikosti m z M =

(
M

m

)
|Ak| =

(
K

k

)
·
(
M −K
m− k

)
P (Ak) =

(
K
k

)(
M−k
m−k

)(
M
m

)
Tomuto °íkáme hypergeometrické rozd¥lení 2.

P°íklad 1.5 Chceme jednozna£n¥ identi�kovat studenty. K dispozici máme £. 0 . . . 999. Jaká
je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ zvolená £ísla budou jednozna£n¥ identi�kovat 150 student·?

A . . . 150-tice obsahuje v²echna £ísla r·zná

2Hypergeometrické rozd¥lení je rozd¥lení náhodné veli£iny, kdy p°i opakování náhodného pokusu je výskyt
sledovaného jevu závislý na výsledcích p°edcházejících pokus·. Jde tedy o pokusy, které jsou na sob¥ závislé.
Typickým p°edstavitelem je výb¥r prvk· bez vracení.
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P (A) =
1000 · 999 . . . 851

1000150 =

149∏
k=0

(1000− k)

149∏
k=0

1000

=
149∏
k=0

(
1− k

1000

)

≈
149∏
k=0

(
e−

k
1000

)
= e−

k
1000 ·

P149
k=0 k = e−

1
1000 ·

150·149
2

.
= 1, 6 · 10−5

P°íklad 1.6 Máme 20 náhodn¥ promíchaných výrobk·, z nichº jsou práv¥ 3 vadné. Kontrolu
provádíme sekven£n¥. Jaká je pravd¥podobnost nalezení v²ech vadných, ºe:

a) A . . . nebudeme muset prohlédnout více jak 17?

b) B . . . budeme muset prohlédnout práv¥ 17?

a) |Ω| =
(

20
3

)
⇒ P (A) =

1 +
(17

3

)(20
3

) .
= 0, 597

b) |Ω| =
(

20
3

)
⇒ P (B) =

1 +
(16

2

)(20
3

) .
= 0, 106

P°íklad 1.7 Petrohradský paradox 3

Potenciálnímu hrá£i je nabídnuto sehrát partii hry, která spo£ívá v tom, ºe se hází mincí tak
dlouho, dokud nepadne líc. Objeví-li se líc poprvé v n-tém hodu, dostane £ástku 2n K£, a tím
hra kon£í. Poté je hrá£ vyzván, aby sám ur£il £ástku, kterou je ochoten vloºit za moºnost partii
hry sehrát.

• L = líc, R = rub

• Nem·ºu se op°ít o klasický model pravd¥podobnosti ⇒ L,R : |Ω| =∞

• An . . . padne (n− 1)-krát R a nakonec L

• n ∈ N, (R, . . . , R︸ ︷︷ ︸
(n−1)-krát

, L)

P (An) =
1
2n

∞∑
n=1

P (An) = 1

St°ední hodnota výhry =
∞∑
n=1

��2n ·
1

��2n

=∞
3Traduje se, ºe tato hra byla vymy²lena v jednom petrohradském kasinu. Název je vymy²lený Nicolausem

Bernoullim, aby ilustroval, jak je matematika n¥kdy bezmocná proti lidské psychologii.
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⇒ získáme °adu, která nekonverguje.

Z tohoto vyplývá, ºe £lov¥k neutrální k riziku by m¥l být ochoten zaplatit libovolnou £ástku,
protoºe op¥t m·ºeme získat cokoliv. P°esto je málokdo ochoten zaplatit více jak 50 K£. A hlavn¥,
na sv¥t¥ není neomezený kapitál ;-) Rigorozn¥j²í zd·vodn¥ní je zaloºeno na tzv. funkci uºitku a
její konkávnosti.
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2 Cvi£ení 2

P°íklad 2.1 Házíme n-krát kostkou (n > 4). Jaká je pravd¥podobnost, ºe padly 2 ²estky, 2
p¥tky a pak uº £ísla r·zná?

• A . . . padly 2 ²estky, 2 p¥tky, dále £ísla r·zná od 5 a 6

• Ω = {v²echny n-tice prvk· z {1, . . . , 6}}

• A = expΩ

|Ω| = 6n

|A| =
(
n

2

)
↑

umístím 2 p¥tky

·

umístím 2 ²estky
↓(

n− 2
2

)
· 4n−4

⇒ P (A) =
|A|
|Ω|

= . . . dopo£ítat

P°íklad 2.2 Pravd¥podobnost nastání alespo¬ jednoho jevu

�atná°ka náhodn¥ vydává n host·m kabáty p°i odchodu. Jaká je pravd¥podobnost, ºe alespo¬
1 host dostane sv·j kabát?

A(n) = A1 ∪ · · · ∪An, Ai . . . i-tý host dostane sv·j kabát (i = 1, . . . , n)

Odbo£ka: Vyuºijeme principu inkluze a exkluze 1:

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− [P (A ∩B) + P (B ∩ C) + P (A ∩ C)] + P (A ∩B ∩ C)

1Vyuºívá se tehdy, pokud se zajímáme o po£ty prvk· jistých kone£ných mnoºin; konkrétn¥ takových, které
jsou sjednocením k jiných mnoºin.
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|Ω| = n!

P (Ai) =
(n− 1)!
n!

=
1
n

P (Ai ∩Aj)
i 6=j

=
(n− 2)!
n!

=
1

n · (n− 1)

P (Ai ∩ · · · ∩An) =
1
n!

⇒ P
(
A(n)

)
= P (A1 ∪ · · · ∪An) = 1−

(
n
2

)
· 1
n·(n−1) +

(
n
3

)
· 1
n·(n−1)·(n−2) − · · ·+ (−1)

↑
st°ídá se dle sudosti/lichosti

n+1 · 1
n!

n 1 2 3 4 . . . 7

P
(
A(n)

)
1 0,5 0,666 0,625 . . . 0,6321

↑ ↓ ↑ ↓ ↑

osciluje blíºí se lim
n→∞

P
(
A(n)

)

P°íklad 2.3 Geometrická pravd¥podobnost 2 - úloha o setkání

Dva lidé se cht¥jí sejít kdykoliv mezi 12:00 - 13:00. Budou na sebe £ekat nejvý²e 10min., ale
max. do 13:00. Jaká je pravd¥podobnost jejich setkání?

• Ω = 〈0, 60〉 × 〈0, 60〉

• Nastane setkání s tolerancí 10min: A = {(x, y) ∈ Ω | |x− y| ≤ 10 }

2Geometrickou pravd¥podobnost m·ºeme povaºovat za zobecn¥ní klasické pravd¥podobnosti pro p°ípad, ºe
prostor elementárních jev· je nespo£etný.
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P (A) =
S(A)
S(Ω)

=
602 − 502

602 = 1−
(

5
6

)2

= 1− 25
36

=
11
36

P (B
↑

stejný £as p°íchozího

) = 0

⇒ není to ale jev nemoºný! Nulová pravd¥podobnost, ale m·ºe nastat (use£ka, jejíº plo²ná míra je 0).
Tomuto se °íká rovnom¥rné rozd¥lení:

A,B ∈ A S(A) = S(B)

⇓
P (A) = P (B)

P°íklad 2.4 Nezávislost jev·

Data z osobního po£íta£e zálohujeme na sí´ovém disku jednou týdn¥. Riziko, ºe b¥hem týdne
p°ijdeme o data, je pro osobní po£íta£ 0,3% a pro sí´ový disk 0,1%. Jaké je riziko, ºe p°ijdeme
o data i zálohu b¥hem jednoho týdne, resp. b¥hem 156 týdn· (p°ibliºn¥ 3 let)? (�e²t¥ za p°ed-
pokladu nezávislosti, ale zvaºte jeho adekvátnost.)

A . . . b¥hem týdne ztratíme data na PC, P (A) = 0, 003
B . . . b¥hem týdne ztratíme zálohu dat, P (B) = 0, 001

Pravd¥podobnost, ºe o data p°ijdeme b¥hem 1 týdne:
P (A ∩B) =

↑
p°edpoklad nezávislosti

P (A) · P (B) = 3 · 10−6

b) Pravd¥podobnost, ºe o data p°ijdeme b¥hem 156 týdn·:
P (C) = 1−

(
1− 3 · 10−6

)
↑

týden bez ztráty dat

156 .
= 4, 7 · 10−4

Nezávislost lze dob°e p°edpokládat pro poruchy disk· (krom¥ nap°. poºáru budovy, v níº jsou
oba disky), ale spole£ným rizikem m·ºe být nap°. po£íta£ový virus. Pro zohledn¥ní závislosti v
na²em odhadu rizika v²ak obvykle nemáme pot°ebná data.

P°íklad 2.5 Generujeme náhodné £íslo z intervalu (0, 1〉 pomocí hod· mincí (0/1).

• |Ω| = (0, 1〉

• ∀ω ∈ Ω

• ω =
a1

2
+
a2

22 +
a3

23 + · · ·+ an
2n

=
∞∑
n=1

an
2n

ai ∈ {0, 1}

Výb¥r náhodného £ísla z (0, 1〉 lze chápat jako výsledek nekone£né série hod· mincí.

• 1 .1111 . . .
∞∑
n=1

1
2n
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• 1
2

.0111 . . .
∞∑
n=2

1
2n

P°i nekone£né sérii hod· jsou na prvních n pozicích daná x1, . . . xn

(
xi ∈ {0, 1} ⇒

1
2n

)
A = {ω ∈ Ω | a1 = x1, . . . , an = xn}

n∑
i=1

ai
2i
< ω ≤

n∑
i=1

ai
2i

+
1
2n

⇒ A =

(
n∑
i=1

ai
2i
,

n∑
i=1

ai
2i

+
1
2n

〉
⇒ P (A) =

délka intervalu
↓

1
2n
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3 Cvi£ení 3

P°íklad 3.1 Podmín¥ná pravd¥podobnost 1

• 26 znak· anglické abecedy (obsahuje 5 samohlásek)

• S . . . 1. znak je samohláska

• A . . . 1. znak je a

• P (A|S) . . . podmín¥ná pravd¥podobnost A za podmínky S

• |Ω| = 26

P (A|S) =
P (A ∩ S)
P (S)

=
P (A)
P (S)

=
1
26
5
26

=
1
5

P (S) > 0

P°íklad 3.2 Vzorec úplné pravd¥podobnosti

2 zásilky =

{
1. zásilka obsahuje 150ks (z toho 5ks vadných)

2. zásilka obsahuje 250ks (z toho 5ks vadných)

a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný kus je vadný? (po smíchání obou zásilek)

b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný kus z náhodn¥ vybrané zásilky je vadný?
(2-stup¬ový výb¥r)

• Zi . . . i-tá zásilka byla vybrána (i ∈ 1, 2)⇒ P (Z1) = P (Z2) = 1
2

• A . . . daný výrobek je vadný (i ∈ 1, 2) P (A|Z1) = 1
30 , P (A|Z2) = 1

50

a) ⇒ P (A) = 5+5
250+150 = 10

400 = 0, 025

b) ⇒ P (A) = P (A|Z1) · P (Z1) + P (A|Z2) · P (Z2) = 1
2 ·
(

1
30 + 1

50

) .
= 0, 026̄

P°íklad 3.3 Dva studenti po£ítají p°íklady.

A . . . Alois po£ítal správn¥ P (A) = 1
8

B . . . Bartolom¥j po£ítal správn¥ P (B) = 1
12

N . . . výsledek obou je shodný, ale nesprávný P
(
S|Ā ∩ B̄

)
= 1

1001

1Náhodný jev ur£ujeme vºdy k ur£itým podmínkám. Nejsou-li na výskyt daného jevu A kladeny ºádné dal²í
podmínky, potom pravd¥podobnost P (A) jevu A ozna£ujeme jako nepodmín¥nou pravd¥podobnost.
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Jaká je pravd¥podobnost, ºe výsledek obou je shodný (S) a zárove¬ i správný (C,C = A∩B)?

P°edpokládáme nezávislost, a proto:

S = (A ∩B) ∪ (A ∩ Ā ∩ B̄)

P (S) = P (C) + P
(
S ∩ Ā ∩ B̄

)
= P (A) · P (B) + P

(
Ā
)
· P
(
B̄
)
· P
(
S|Ā ∩ B̄

)
P (C|S) =

P (C ∩ S)
P (S)

=
P (C)
P (S)

=
P (A ∩B)
P (S)

=
P (A) · P (B)

P (S)
=

1
8 ·

1
12

1
8 ·

1
12 + 7

8 ·
11
12 ·

1
1001

=
13
14

P°íklad 3.4 V¥ze¬ má poslední ²anci se zachránit p°ed smrtí, a to tak, ºe má (pro n¥j co
nejlépe) rozmístit 12 bílých (=ºivot) a 12 £erných (=smrt) kuli£ek do 2 uren. �alá°ník poté
vybere jednu urnu a z ní jednu kuli£ku.

• A . . . vytaºení bílé kuli£ky

• U1 . . . vybrání 1. urny (1 ≤ n ≤ 12)

• U2 . . . vybrání 2. urny (0 ≤ i ≤ 12)

P (U1) = P (U2) =
1
2

P (A|U1) =
i

n

P (A|U2) =
12− i
24− n

Pn,i = P (A) = P (A|U1) · P (U1) + P (A|U2) · P (U2)

=
1
2
·
(
i

n
+

12− i
24− n

)
⇒ maximalizovat vzhledem k i a n

=
1
2
·
(

1
1

+
11
23

)
.
= 74%
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4 Cvi£ení 4

P°íklad 4.1 Ve m¥st¥ se stala se dopravní nehoda a °idi£ od ní odjel. Sv¥dek tvrdí, ºe °idi£
byl v modrém taxíku. Ve m¥st¥ je 85% zelených a 15% modých taxík·. Ovlivní toto tvrzení
vy²et°ování?
Za t¥chto p°edpoklad· ne. Pokud ale víme, ºe pravd¥podobnost, zda mluvil pravdu je 80%
a pravd¥podobnost, ºe ²patn¥ identi�koval barvu (nap°. p°i sv¥telných podmínkách) je 20%,
vy²et°ování ovlivn¥no bude.

• M . . . taxi bylo modré

• Z . . . taxi bylo zelené

• S1 . . . sv¥dek °íká, ºe taxi bylo modré

P (M) = 0, 15

P (Z) = 0, 85

 apriorní pravd¥podobnosti (p°ed dodáním dal²ích informací)

P (S1|M) = P
(
S̄1|Z

)
= 0, 8

P (S1|Z) = P
(
S̄1|M

)
= 0, 2

A nyní pouºijeme Bayesovu v¥tu 1:

P (M |S1) =
P (S1|M) · P (M)

P (S1|M) · P (M) + P (S1|Z) · P (Z)︸ ︷︷ ︸
P (S1)

=
0, 8 · 0, 15

0, 8 · 0, 15 + 0, 2 · 0, 85
.
= 0, 4138

M¥jme jinou situaci. Dva sv¥dkové S1,2 tvrdí, ºe taxík byl modrý.

P (S1,2|M) = ?

P (S1,2|Z) = ?

Toto mohu op¥t vypo£ítat pouze za p°edpokladu, ºe oba sv¥dkové jsou nezávislí.

P (S1,2|M) = 0, 82 = 0, 64

P (S1,2|Z) = 0, 22 = 0, 04

Coº znaméná, ºe klesla pravd¥podobnost chyby. A jdeme na Bayese:

P (M |S1,2) =
P (S1,2|M) · P (M)

P (S1,2|M) · P (M) + P (S1,2|Z) · P (Z)
=

0, 64 · 0, 15
0, 64 · 0, 15 + 0, 04 · 0, 85

.
= 0, 7385

⇒ nyní i p°i malém po£tu modrých taxi je výpov¥¤ spolehlivá.

1Thomas Bayes, anglický duchovní, �geniální outsider� , 18. století. Bayesovské metody jsou ve statistice hojn¥
pouºívané. Ve stru£nosti lze bayesovský p°ístup charakterizovat tak, ºe p°i odhadovaní n¥jaké pravd¥podbnosti £i
p°i testování hypotéz vyzmeme v potaz nejen data získaná práv¥ provedeným pozorováním, ale i tzv. informace

apriorní, tj. informace známe jiº p°ed pokusem (a´ uº jde o informace získané n¥jakým d°ív¥j²ím pozorováním,
£i o pouhou domn¥nku, odhad).
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P°íklad 4.2 Spam �lter: Ur£ete pravd¥podobnost ozna£ení nevyºádené zprávy jako spam.

• pravd¥podobnost ºe nevyºádaný e-mail je ozna£en jako spam je 95%

• pravd¥podobnost ºe �normální� e-mail není ozna£en jako spam je 99%

• N . . . zpráva je nevyºádaná

• S . . . zpráva je ozna£ena jako spam

P°edpoklad: Podíl nevyºádaných e-mail· je 30%

P (N) = 0.3 apriorní pravd¥podobnost

P (S|N) = 0.95

P (S̄|N̄) = 0.99

P (N |S) = ?

P (N |S) =
P (N ∩ S)
P (S)

=
P (S|N)P (N)

P (S|N)P (N) + P (S|N̄)P (N̄)

=
0.95 · 0.3

0.95− 0.3 + 0.01 · 0.7︸ ︷︷ ︸
0.292 . . . pst. ºe v·bec n¥co bude ozna£eno

= 0.976

Podíl nevyºádaných zpráv Pravd¥podobnost správného ozna£ení

30% 97.6%

1% 49%

Tabulka 4.1: Ukázka úsp¥²nosti spam �ltru

P°íklad 4.3 Máme urnu a plníme ji náhodn¥ 10 bílými a 10 £ernými koulemi
(
s pravd¥podobností = 1

2

)
.

Vloºíme celkem 10 koulí. Poté n-krát taháme koule z urny a vracíme.

• Bn . . . v²ech n taºených koulí s vracením je bílých

• Bk . . . v urn¥ je k bílých koulí (k = 0, . . . , 10)

• P (B10|Bn) = ? . . . tedy pravd¥podobnost, ºe v²ech 10 koulí je bílých, pokud jich n bílých
vytáhneme
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Pravd¥podobnost, ºe urnu naplníme k bílými koulemi. Odpovídá to binomickému rozd¥l¥ní 2.

P (Bk
↑

k z koulí je bílých

) =

(
10
k

)
· 2−10

P (Bn|Bk) =

(
k

10

)n
P (B10|Bn) =

P (Bn|B10) · P (B10)
n∑
k=0

P (Bn|Bk) · P (Bk)

=
��
�2−10

n∑
k=0

(
k

10

)n
·
(

10
k

)
·���2−10

⇒

lim
n→∞

P (B10|Bn) = lim
n→∞

1(
1 + e

−n
10

) = 1

P
(
B10|B10) = 0, 07

P
(
B10|B20) = 0, 37

P
(
B10|B50) = 0, 95

Na tomto p°íkladu budeme pokra£ovat a ukáºeme si, co je to náhodná veli£ina X.

• X : Ω → R . . . nap°íklad X je po£et bílých koulí v urn¥. Zajímají nás tedy hodnoty, ne
samotná funkce.

P [X = π] = 0

P [X ∈ {1, 2, .., 10}] = 1

Pozn.: Pouºíváme hranaté závorky, protoºe se bavíme o pravd¥podobnosti vztaºené k n¥jakému
m¥°ení.

P [X = x] =

{ (10
x

)
· 2−10 x ∈ {1, 2, .., 10}

0 jinak

Pro zajímavost z toho ud¥láme graf distribu£ní funkce, respektive model náhodné veli£iny.

• FX(x) = P [X ≤
↑

zprava spojité

x] . . . pro x ∈ R

Distribu£ní funkce musí dále spl¬ovat tyto podmínky:

• je neklesající

• je zprava spojitá

• lim
x→−∞

FX(x) = 0

• lim
x→∞

FX(x) = 1

2Binomické rozd¥lení popisuje £etnost výskytu náhodného jevu v n nezávislých pokusech, v nichº má jev stále
stejnou pravd¥podobnost.
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Pak platí:

P [X > 3] = 1− P [X ≤ 3] = 1− FX(3)

P [X ∈ (2, 7)
↑

pst2+3+4+5+6+7

] = lim
x→7−

FX(x)− FX(2)

P [X ∈ OX ] = 1

OX = {x ∈ R | P [X = x] = 0} = {0, . . . , 10}

P°íklad 4.4 Na zajíce st°ílí nezávisle na sob¥:

• starosta . . . pravd¥podobnost, ºe se trefí je S = 0, 2

• myslivec . . . pravd¥podobnost, ºe se trefí je M = 0, 8

• pytlák . . . pravd¥podobnost, ºe se trefí je P = 0, 9

Chceme znát:

a) Pravd¥podobnost alespo¬ jednoho zásahu do zajíce (A)

b) Distribu£ní funkci po£tu zásah·

• X . . . po£et zásah· pro {0, . . . , 3} pro v²echna ostatní R £ísla bude pravd¥podobnost nulová

• Jinak °e£eno: P [X = x] = 0 x 6∈ {0, . . . , 3}

a) P (A) = 1− 0, 016 = 0, 984

b)

OX = {0, 1, 2, 3} → Diskrétní náhodná veli£ina

PX = [X ∈ OX ] = 1
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x P [X = x]

0 (1− S) · (1−M) · (1− P ) = 0, 016

1 S · (1−M) · (1− P ) + (1− S) ·M · (1− P ) + (1− S) · (1−M) · P = 0, 212

2 S ·M · (1− P ) + (1− S) ·M · P + S · (1−M) · P = 0, 628

3 S ·M · P · = 0, 144

Tabulka 4.2: Tabulka pravd¥podobností

FX(x) =



0 x < 0

0, 016 x ∈ 〈0, 1)

0, 228 x ∈ 〈1, 2)

0, 856 x ∈ 〈2, 3)

1 x ≥ 3

Pokud bychom to cht¥li spo£ítat nap°. pro:

• P [X ∈ (1, 3〉] = FX(3)− FX(1) = P [X = 2] + P [X = 3]

• P [X > 2] = 1− P [X ≤ 2] = 1− FX(2)

P°íklad 4.5 Cestující p°ijde na nástupi²t¥ v rozmezí mezi 12:00 aº 12:02 náhodn¥. Jaká je
distribu£ní funkce doby p°íchodu?

• X . . . £as p°íchodu

P [X ∈ 〈0, 2〉] = 1

P [X /∈ 〈0, 2〉] = 0

P [X = x] = 0
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Poslední p°ípad vyjad°uje situaci, kdybychom £as brali jako nekone£n¥ jemnou mnoºinu moºností,
nap°. 12.01:03,09243862467892349846. . . 3

FX(x) =


0 x < 0
1
2 · x x ∈ (0, 2)

1 x > 2

Hodnotu distrubu£ní funkce m·ºeme v n¥kterých p°ípadech po£ítat p°es hustotu f .

FX(x) =

x∫
−∞

fX(y)dy

OX = ∅
P [X ∈ OX ] = 0

fX(x) =

{
1
2 x ∈ 〈0, 2〉
0 jinak

Úlohu dále roz²í°íme o pravd¥podobnost toho, ºe je tam p°esn¥ ve 12:00. Získáme tak Diracovo
rozd¥l¥ní.

P [Y = 0] = 1

P [Y = y] = 0

3Toto je jedniný správný zápis £asu ur£ený £eskou gramatikou. �asto se u nás pouºívá £as s dvojte£kovou
notací (12:01:01,0924. . . ), ale to je anglický zp·sob (skoro v²echno elektronické zboºí je dováºeno a výrobc·m
se nevyplatí d¥lat speciální °adu pro £eskou normu)
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5 Cvi£ení 5

Cvi£ení dne 30.10.2008 se nekonalo, byl p°esun výuky (pond¥lní rozvrh).



KAPITOLA 6. CVI�ENÍ 6 19

6 Cvi£ení 6

Náhodné veli£iny a popis jejich rozd¥lení:

1. Diskrétní rozd¥l¥ní � pravd¥podobnostní funcke P [X = x]

2. Spojité rozd¥l¥ní � místo pravd¥podobnostní funkce máme hustotu f(x)

3. Smí²ené rozd¥l¥ní � rozklad distribu£ní funkce na spojitou a diskrétní £ást. Pro toto
rozd¥l¥ní neexistuje hustota ani pravd¥podobnostní funkce

P°íklad 6.1 Diskretní rozd¥lení

Máme hrací kostku a zajímá nás nejvy²²í hodnota, která padne p°i ²esti hodech.

• X . . . maximální hodnota, která padla p°i ²esti hodech kostkou

X je diskrétní veli£ina a nabývá hodnot 1, . . . , 6

P [X ∈ {1, .., 6}] = 1

P [X = 1] =
1
66

P [X = 2] =
26 − 1

66

P [X = x] =
x6 − (x− 1)6

66

P [X = x] = 0 ∀x /∈ {1, .., 6}
P [X = Ox] = 1

Ox = {x ∈ R | P [X = x] > 0} = {1, .., 6}

FX(x) =


0 x < 1
bxc∑
i=1

P [X = i] x ∈ 〈1, 6)

1 x ≥ 6
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P°íklad 6.2 Diskrétní rozd¥lení

Komunika£ním kanálem p°ená²íme zprávu, kterou tvo°í n = 2000 znak·. Kaºdý znak m·ºe být
zm¥nen s pravd¥podobností p = 10−3. Tyto chyby jsou nezávislé. Ur£ete rozd¥lení po£tu chyb
X.

• X . . . po£et chyb

Jedná se o binomické rozd¥l¥ní:

P [X ∈ {0, . . . , 2000}] = 1

P [X = x] =
(
10−3)x · (1− 10−3)2000−x︸ ︷︷ ︸

x chyb v n znacích

·

v²echny moºnosti
↓(

2000
x

)

P [X = 0] = 1 ·
(
1− 10−3)2000 · 1

Spo£ítáme p°es:

e−x ≈ 1− x
x ≈ 0

⇒

P [X = 0] = e−2000·10−3 =
1
e2

St°ední hodnota binomického rozd¥lení nám pak udává po£et o£ekávaných chyb ve zpráv¥
(st°ední hodnota):

EX =
2000∑
x=0

x · P [X = x] = n · p = 2000 · 10−3 = 2

A zajímá nás, jaká je pravd¥podobnost, ºe nastane EX:

P [X = 2] =

(
2000

2

)
· 10−6 ·

(
1− 10−3)1998

Pro spojitou by to bylo:

EX =

∞∫
−∞

x · fx(x)dx

P°íklad 6.3 Spojité rozd¥lení

Chyba m¥°ení fyzikální veli£iny je náhodná hodnota x, která má normální, neboli Gaussovo
rozd¥l¥ní (s parametry µ = 0, σ2 = 1).

ϕ(x) =
1√
2π
· e−

x2

2 ∀x ∈ R

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt ∀x ∈ R
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a) Pravd¥podobnost, ºe chyba X bude men²í neº −0, 2:

P [X ≤ −0, 2] = Φ(−0, 2)

Φ(−0, 2) =
1√
2π

−0,2∫
−∞

e−
t2

2 dt ∀x ∈ R

Pokud si ale uv¥domíme, ºe pro kladná Φ známe tabulkové hodnoty (na konci skript
[1][str. 229]), m·ºeme výpo£et zjednodu²it následujícím zp·sobem:

Φ(−0, 2) = 1− Φ(0, 2) = 1− 0, 5793 = 0, 4207

b) Pravd¥podobnost , ºe chyba X bude v rozmezí 〈0, 1; 0, 3〉:

P [X ∈ 〈0, 1; 0, 3〉] = Φ(0, 3)− Φ(0, 1) = 0, 0781

Ox = {x ∈ R | P [X = x] > 0} = 0

P [X ∈ Ox] = ∅

Ox je prázdná mnoºina, protoºe tam nepat°í ºádné veli£iny, jinak by to bylo diskrétní.
ϕ(x) není pravd¥podobnost! Vºdy se bavíme o pravd¥podobnosti v n¥jakém intervalu, ne v bod¥.

P°íklad 6.4 Spojité rozd¥lení

St°ílíme náhodn¥ na ter£ o polom¥ru r > 0. Výhra X je dána vzdáleností D od st°edu.

• X . . . výhra p°i st°elb¥. Velikost výhry je dána výrazem X = 10 · (r −D)
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P [X ∈ 〈0, 10r〉] = 1

FX(x) =

{
0 x < 0

1 x > 10r

FD(d) =

{
0 d < 0

1 d > r

Zajímá nás distribu£ní funkce pro ∀d ∈ 〈0, r〉 a pro ∀x ∈ 〈0, 10r〉.

FD(d) = P [D ≤ d] =
π · d2

π · r2 =
d2

r2

FX(x) = P [X ≤ x] = P [10r − 10D ≤ x] = P
[
D ≥ r − x

10

]
=

= 1− P
[
D ≤ r − x

10

]
= 1− FD

(
r − x

10

)
= 1−

(
r − x

10

)2
r2

D nám udává vnit°ní polom¥r mezikruºí.

Hustotu fX pak vypo£ítáme jako derivaci distribu£ní funkce FX .

fX(x) = FX(x) = −2 ·
r − x

10

r2 · −1
10

=
1

3 · r2 ·
(
r − x

10

)
x ∈ (0, 10r〉

fX(x) = 0 x ≤ 0, x > 10r
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P°íklad 6.5 Smí²ené rozd¥lení

Teplom¥r ukazuje od 0◦C do 20◦C. P°i niº²ích teplotách z·stává na nule, p°i vy²²ích na dvacítce.

• X . . . výsledek m¥°ení veli£iny nabývající reálných hodnot pomocí p°ístroje s rozsahem
〈0, 4〉

FX(x) =


0 x < 0
x+ 4

16
x ∈ 〈1, 4〉

1 x > 4

Ox = {x ∈ R | P [X = x] > 0} = {0, 4}

P [X ∈ Ox] = P [X = 0] + P [X = 4] =
3
4

Ze 75% tedy m¥°ime mimo rozsah teplom¥ru. Nyní provedeme rozklad FX na spojitou FV a
diskrétní FU £ást:

FX = α · FU + (1− α) · FV

α = P [X ∈ OX ] =
3
4

Výpo£et diskrétní sloºky FU :

P [U = 0] =
P [X = 0]

α
=

1
3

P [U = 4] =
P [X = 4]

α
=

2
3

FX(x) =


0 u < 0
1
3 x ∈ 〈0, 4〉
1 x > 4

Výpo£et spojité sloºky FV :

FV (v) =
FX(x)− α · FU (u)

1− α



24 KAPITOLA 6. CVI�ENÍ 6

FX(x) =


0 u < 0
v
16 + 1

4 −
3
4 ·

1
4

1
4

= v
4 x ∈ 〈0, 4)

1 x ≥ 4
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7 Cvi£ení 7

P°íklad 7.1 Hustota pravd¥podobnosti

fX(x) =

{
1
6 x ∈ 〈−3, 3〉
0 jinak

distribu£ní funkce:

FX(x) =


0 x < −3
1
6(x+ 3) x ∈ 〈−3, 0〉
1 x > 3

h(x) =


0 x < 0

x x ∈< 0, 1 >

1 jinak

Y = h(x)

qX(x) = 6x− 3 x ∈ (0, 1)

Kvantilová funkce

• �opa£ný pohled na distribu£ní funkci�

• jen na otev°eném jednotkovém intervalu [(0, 1)]

FY (y) = P [Y ≤ y] = P [h(X) ≤ y] =


P [X ≤ y] = 1

6(y + 3) y = (0, 1)

P [X < 0] = 1
2 y = 0

1 y ≥ 1

0 y < 0
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qY (x) = qh(x) = h (qX(x))


0 x < 1

2

6x− 3 x ∈
〈

1
2 ; 2

3

〉
1 x ≥ 2

3

E(X) =

∞∫
−∞

xfX(x)dx =
1
6

∞∫
−∞

xdx = 0 → x sou°adnice t¥ºi²t¥ grafu hustoty

=

1∫
0

qX(x)dx =

1∫
0

(6x− 3)dx =

[
6
x2

2
− 3x

]1

0
→ pro sym. rozd¥lení vºdy st°ed intervalu

E(Y ) = E (h(X)) =

∞∫
−∞

h(x)fX(x)dx

=

3∫
0

h(x)
1
6
dx =

1
6

 1∫
0

xdx+

3∫
1

1dx


=

1
6

[
x2

2

]1

0
+

1
6
· 2 =

1
12

+
1
3

=
5
12

E(Y ) =

1∫
0

qY (x)dx

=

2
3∫
1
2

(6x− 3)dx+
1
3

=
5
12
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rozklad Y na diskrétní a spojitou £ást

FU (u) =


0, u < 0
3
5 , u ∈ 〈0, 1)

1, u ≥ 1

FV (v) =
FY (v)− 5

6FU (v)
1
6

=


0, v < 0

v =
1
6 · (v + 3)− 5

6
3
5

·
1
6
, v ∈ 〈0, 1)

1, v ≥ 1

E(Y ) =
5
6
· E(U) +

1
6
· E(V ) =

5
12

jen pro smí²ené rozd¥lení

E(U) = 0 · P [U = 0] + 1 · P [U = 1]

u diskrétní pravd¥podobnosti

P°íklad 7.2 Házíme mincí:

• X . . . po£et padnutí R aº do prvního L

• p . . . pravd¥podobnost padnutí R p ∈ (0, 1)

• E(X) . . . st°ední hodnota po£tu pokus· neº padne líc

E(X) =
∞∑
x=0

xP [X = x]



28 KAPITOLA 7. CVI�ENÍ 7

geometrické rozd¥lení

• jednotlivé pokusy jsou nezávislé

• pravd¥podobnost nastání jevu je v kaºdém pokusu stejná

• po£et úsp¥ch· aº do 1. neúsp¥chu

P [X = x] = px(1− p)

E(X) =
∞∑
x=0

x px(1− p) = (1− p)
∞∑
x=1

xpx

= (1− p)p
∞∑
x=1

xpx−1

︸ ︷︷ ︸
1

(1−p)x

=
p

(1− p)

∞∑
x=0

px = 1 + p+ p2 + · · · = 1
1− p

D(X) =
p

(1− p)2

∞∑
x=0

px =
∞∑
x=0

x px−1

P°íklad 7.3 Házíme mincí:

• Y . . . po£et hod· kostkou aº do padnutí 6

P [Y = 5] =

(
5
6

)5 1
6

=
55

66 = 0, 06

E(Y ) =
5
6
1
6

= 5

D(Y ) =
5
6
1
30

= 30

σ(Y ) =
√

30
.
= 5, 5

P°íklad 7.4 Královna rodí tak dlouho d¥ti, dokud se nenarodí syn, ale maximáln¥ porodí 3
d¥ti.
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• X . . . po£et d¥tí v královské rodin¥

• pravd¥podobnost narození syna je 1
2

E(X) =?

P [X = 1] =
1
2

1 syn

P [X = 2] =
1
4

1 syn + 1 dcera

P [X = 3] =
1
8

+
1
8

=
1
4

3 dcery, nebo 2 dcery + 1 syn

E(X) =
∑

x∈{1,2,3}

xP [X = x]

= P [X = 1] + 2P [X = 2] + 3P [X = 3]

=
1
2

+
1
2

+
3
4

=
7
4

D(X) = E
(
X2)− (E(X))2

=
∑

x∈{1,2,3}

x2 P [X = x]− (E(X))2

=
1
2

+ 1 +
9
4
− 49

16
=

11
16

sm¥rodatná odchylka √
D(X) = σ(X)
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8 Cvi£ení 8

P°íklad 8.1 Stojíme na b°ehu °eky a volíme náhodn¥ sm¥r, kterým se vydáme (1km od
°eky). Neuvaºujeme variantu ºe bychom vstoupili do °eky, vybíráme tedy sm¥r z intervalu 〈0, π〉.
Stupn¥ v p·lkruhu (tedy sm¥ry, kterými se m·ºeme vydat) jsou rozloºeny pravideln¥, jedná se o
rovnom¥rný model rozloºení. Úhel je v na²em p°ípad¥ náhodná veli£ina (a zárove¬ i X, protoºe
závisí na Φ).

=======

fφ(ϕ) =

{
1
π ϕ ∈ 〈0, π〉
0 jinak

Distribu£ní funkce:

FΦ =


0 ϕ < 0
ϕ
π ϕ ∈ 〈0, π〉
1 ϕ > π

E(Φ) =

∞∫
−∞

ϕ · fΦ(ϕ)dϕ

=
1
π

π∫
0

ϕ2

2
dϕ

=
π

2

To by nám pak vy²la vzdálenost od °eky 1, coº je ale ²patn¥, protoºe jsme v·bec nevyuºili
st°ední hodnotu vzdálenosti E(X), proto:
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E(X) =

∞∫
−∞

x fX(x)︸ ︷︷ ︸
neznámá hustota

dx

=

∞∫
−∞

sinϕfΦ(ϕ)dϕ =

π∫
0

=
sinϕ
π

dϕ

=
1
π

[
− cosϕ

]π
0

=
2
π

Vyuºili jsme p°edpokladu, ºe známe hodnotu p·vodní funkce (sinΦ).

Pokud náhodn¥ zvolíme sm¥r, tak je to bod na jednotkové kruºnici.

P°íklad 8.2 Vypo£ítejte rozd¥lení po£tu chycených ryb za den, pokud víte, ºe celkový po£et
ryb v rybníce je 2tis. a kaºdá ryba má pravd¥podobnost 5% na chycení. Jedná se o binomické
rozd¥lení.

• X . . . po£et chycených ryb

• X ∼
↑

má rozd¥lení

Bi(n = 2000, p = 0, 05)

P [X = x] =

(
2000
x

)
0, 05x.0, 952000−x x = 0...2000

X má p°ibliºn¥ Poissonovo rozd¥lení 1

Pokud n→∞ (velký po£et) a p ≈ 0 (malá pravd¥podobnost), získáme limitu výrazu:

P [X = x] = e−λ · λ
x

x!
E(X) = λ = D(X) = n · p

P [X = 0] = e−λ =
1
e100

.
= 10−44

P [X > 0] = 1− P [X = 0] = 1− e−100 ≈ 1

vyuºití:
1Poissonovo rozd¥lení pravd¥podobnosti (také ozna£ovanáno jako rozd¥lení °ídkých jev·) má náhodná veli£ina,

která vyjad°uje po£et výskyt· málo pravd¥podobných, °ídkých jev· v ur£itém £asovém intervalu.
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• p°íchod osob na ur£ité místo v náhodnou dobu (model pro fronty)

• jako limitní p°ípad Bi(n, p)

• po£et meteorit·. které spadnou na ur£ité místo

P°íklad 8.3 Infocentrum nav²tíví v pr·m¥ru 20 osob za hodinu. Jaká je pravd¥podobnost, ºe
b¥hem 15-ti minut nikdo nep°ijde.

Pozn.: Takto to n¥ní dostate£né ⇒ musíme p°epokládat, ºe to má Poissonovo rozd¥lení.

X . . . po£et osob za 15min.

P [X = 0
↑

nikdo nep°ijde

] =e−λ =
1
e5 λ =

20
4

= 5

P°íklad 8.4 Máme pár bot, jeho ºivotnost se °ídí normálním rozd¥lním.

• X . . . ºivotnost páru bot

• X ∼ N(µ = 12, σ2 = 4)

Chceme znát pravd¥podobnost vým¥ny b¥hem 15 m¥síc·.

P [X ≤ 15]

fX(x) =
1√

2π · 2
· e−

(x−12)2
2·4

Musíme p°evést výpo£et na jiný model (jiné rozd¥lení)⇒ budeme normovat veli£inu (jednodu²e
°e£eno, p°esuneme 12 do 0 ), protoºe nemáme k dispozici výpo£etní za°ízení a také z d·vodu,
ºe u zkou²ky je moºné pouºívat pro výpo£ty pouze tabulky, v nichº jsou hodnoty jen 〈0, 1〉 :

Normovaná veli£ina: U =
X − E(X)√

D(X)

E(U) = 0

D(U) = 1
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⇒

P [X ≤ 15] = P

[
x− 12

2
≤ 15− 12

2

]
︸ ︷︷ ︸

∼N(0,1)

= P

[
U ≤ 3

2

]
= Φ(

3
2
↑

najdu v tabulkách

)

= 0, 9332

P°íklad 8.5 Víme, ºe body z testu mají následující normální rozd¥lení:

• X . . . body z testu

• X ∼ N(µ = 500, σ2 = 1002)

Bylo p°ijato 70% uchaze£·. Kolik sta£ilo bod· k p°ijetí?

Nevýhoda: není to nijak omezeno.

P [X ≥ x0,3] hledáme 30% kvantil normálního rozd¥lení N(500, 1002)

⇒ op¥t budeme normovat (transformujeme na jiný model):

uα =
xα − µ
σ

⇓
x0,3 = 100 · u0,3 + 500

u0,3 ale není v tabulkách, je tam v²ak hodnota pro 0,7 ⇒ u0,3 = −u0,7 ⇒

x0,3 = 500− u0,7︸︷︷︸
0,524

·100
.
= 448b (pot°ebný po£et bod·)

P°íklad 8.6 Máme 2 veli£iny X,Y , známe pouze st°ední hodnotu a rozptyl:

E(X) = E(Y ) = 2

D(X) = 5, D(Y ) = 1

Z = 2X − Y + 3
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Dokáºeme spo£ítat E(Z) a D(Z)?

E(Z) = E(2X − Y + 3) = 2E(X)− E(Y ) +

st°ední hodnota 3 je op¥t 3 ;-)
↓

E(3) = 5

D(Z) = D(2X − Y + 3) toto m·ºu ud¥lat pouze za p°edpokladu, ºe jsou nezávislé

= D(2X) +D(Y ) +D(3) = 4D(X) +D(Y ) +D(3)
↑
0

= 21

Nyní zam¥¬me Z za Z2 = XY , potom:

E(Z2) = E(XY ) = E(X) · E(Y ) = 4

P°íklad 8.7 Budeme generovat náhodná £ísla ze dvou interval· 〈0; 1〉 a 〈1; 2〉. M·ºeme i po
se£tení daných £ísel £íslo povaºovat za náhodné?

• X má rovnom¥rné rozd¥lení na 〈0; 1〉

• Y má rovnom¥rné rozd¥lení na 〈1; 2〉

• X a Y jsou nezávislé

• Z = X + Y , 〈1; 3〉

Musíme ur£it rozd¥lení Z a pokud bude rovnom¥rné, m·ºeme £íslo povaºovat za náhodné.

fX(x) =

{
1 x ∈ 〈0; 1〉
0 jinak

fY (y) =

{
1 x ∈ 〈1; 2〉
0 jinak

fZ je konvolucí fX a fY

fZ(z) =

∞∫
−∞

fX(x) · fY (z − x)dx

=

1∫
0

fY (z − x)dx funkce je nulová, vyjma intervalu 〈0; 1〉

= −
z−1∫
z

fY (v)dv

=

z∫
z−1

fY (v)dv
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⇒

fZ(z) =


0 z < 1

z − 1 x ∈ 〈1; 2〉
3− z x ∈ (2; 3〉
0 z > 3

E(Z) = E(X + Y ) =
1
2

+
3
2

= 2

E(X) = X0,5 50% kvantil

Máme tedy trojúhelníkové rozd¥lení a to není vhodné pro generování náhodných £ísel, protoºe
extrémní hodnoty mají men²í pravd¥podobnost vygenerování.
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9 Cvi£ení 9

P°íklad 9.1 M¥°íme a zji²´ujeme pravd¥podobnost výskytu výsledku v ur£itém intervalu.

• X . . . výsledek m¥°ení ∼ N
(
µ = 160, σ2 = 20, 42

)
1) P [X ∈ 〈120; 200〉] = (vytvo°íme normovaný normální modelN(0, 1))

= P

−40
20, 4

≤ x− 160
20, 4

≤ 40
20, 4
↑

=1,96


= Φ(1, 96)− Φ(−1, 96)

= 2Φ(1, 96)
↑

ze symetrie sta£í po£ítat polovinu intervalu

− 1
.
=

z tabulek
↓

0, 95

Y má normální rozd¥lení, zm¥°ím jednou, podruhé a vyd¥lím:

Y =
X1 +X2

2
X1, X2
↑

jsou nezávislé!

∼ N(160, 20, 42)

E(Y ) = E

(
X1 +X2

2

)
=

1
2

(
E(x1) + E(x2)

)
= 160

Vy²la nám st°ední hodnota toho p·vodního, tedy nic nového ;-)

Rozptyl:

D(Y ) = D

(
X1 +X2

2

)
=

1
4
↑

konstanta se vytýká s kvadrátem

(D(X1 +X2)) nezávislá veli£ina - rozptyl sou£t· je sou£et rozptyl·

=
D(X1) +D(X2)

4

=
σ2

2
=

(20, 4)2

2
= 14, 422
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coº je men²í neº σ2 ⇒ Y ∼ N
(

160,
σ2

2
=

20, 42

2

)
2) P [Y ∈ 〈120; 200〉]

P

[
−2, 77 ≤ Y − 160

14, 42
≤ 2, 77

]
.
= 0, 994

Zlomek Y−160
14,42 ∼ N(0, 1) má také normální rozd¥lení, ale jiné meze.

Uº jsme prakticky nemuseli dopo£ítávat, protoºe vidíme, ºe pravd¥podobnost je v¥t²í neº v
prvním p°ípad¥.

P°íklad 9.2 Náhodný vektor a jeho sdruºené rozd¥lení 1

Máme 3 mí£ky r·zných barev (RGB). Náhodn¥ je rozmístíme do t°í krabi£ek.

Jaké jsou pravd¥podobnosti rozd¥lení v²ech r·zných veli£in? Jsou veli£iny nezávislé?

• X1 . . . po£et mí£k· v první krabi£ce

• X2 . . . po£et obsazených krabi£ek (takových, kde je alespo¬ jeden mí£ek)

Pokud v první krabi£ce budou t°i mí£ky, pak nem·ºou být obsazené 2 krabi£ky ⇒ veli£iny
nejsou nezávislé!

P [X1 = x1, X2 = x2] sdruºené rozd¥lení

Této hodnoty nabudou polí£ka v tabulce, £árka znamená sou£asn¥.

33 = 27 . . . po£et v²ech moºných rozmíst¥ní t°í mí£k· do t°í krabi£ek

X1
@
@
@
@

X2 0 1 2 3 P [X2 = x2]

1
2
27

0 0
1
27

3
27

2
6
27

6
27

6
27

0
18
27

3 0
6
27

0 0
6
27

P [X1 = x1]
8
27

12
27

6
27

1
27

1

Vysv¥tlivky k polí£k·m v tabulce: pozice X1, X2

• [0, 2], [1, 2] . . . stejné, aº na prohození krabi£ek

• [1, 3] . . . v²echny permutace

1Cílem je mít jeden popis pro více náhodných veli£in
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• a sou£et musí být vºdy 1

P [X2 = x2] =
∑
x1

P [X1 = x1, X2 = x2]

V tabulce je zakódováno i to, ºe nejsou nezávislé, viz. nap°. [1, 1] = 0, ale násobkem (viz.
de�nice) 3

27 ·
12
27 6= 0⇒

X1, X2 jsou nezávislé diskrétní veli£iny ⇔ je sdruºené rozd¥lení rovno marginálnímu sou£inu.

P [X1 = x1, X2 = x2] = P [X1 = x1] · P [X2 = x2]

de�nováno pro ∀xi,∀xj
Také to m·ºeme ov¥°it z:

E(X1) = 1 · 12
27

+ 2 · 6
27

+ 3 · 1
27

= 1

E(X2) = 1 · 3
27

+ 2 · 18
27

+ 3 · 6
27

=
57
27

=
19
9

D(X1) = E
(
X1

2)− E2(X1) =
2
3

D(X2) =
26
81

kovariance 2:

cov (X1, X2) = E (X1X2)−

19
9
↓

E (X1) · E (X2)

=
∑
x1,x2

x1 · x2 · P [X1 = x1, X2 = x2]− 19
9

= 3 · 1
27

+ 2 · 6
27

+ 4 · 6
27

+ 3 · 6
27

=
19
9
− 19

9
= 0

� sou£iny x1 · x2 · P najdeme v tabulkách
⇒ cov(X1, X2) = 0. Sice to zna£í, ºe jsou nezávislé, ale takto usuzovat nem·ºeme. Kdyby
X1, X2 byly nezávislé ⇒ cov = 0, ale obrácen¥ to neplatí. Kdyby ale byla kovariance 6= 0, zna£í
to závislost.

P°íklad 9.3 Máme v osudí 3 £erné a 2 bílé mí£e. Náhodn¥ vybereme mí£, vrátíme ho zp¥t a
pak znovu náhodn¥ vybereme mí£.

2Kovariance je st°ední hodnota sou£inu odchylek obou náhodných veli£in X, Y od jejich st°edních hodnot.
Kovariance m·ºe nabývat hodnot z intervalu (−∞;∞). Kovariance poskytuje informaci o intenzit¥ vztahu mezi
dv¥ma veli£inami.



KAPITOLA 9. CVI�ENÍ 9 39

X =

{
1, 1. taºený mí£ je bílý

0, 1. taºený mí£ je £erný

Y =

{
1, 2. taºený mí£ je bílý

0, 2. taºený mí£ je £erný

Jedná se o veli£ny, které popisují stejný typ jevu ⇒ jsou nezávislé (protoºe vracíme zp¥t)
(P [X] = P [Y ])

Y@
@
@
@

X 0 1 P [X = x]

0
9
25

6
25

3
5

1
6
25

4
25

2
5

P [Y = y]
3
5

2
5

1

Z = x+ y ∼ Bi
(
n = 2, p =

2
5

)
Sou£et veli£in s rozd¥lením 0, 1⇒ binomické rozd¥lení

cov(X,Y ) = 0

E(XY )− E(X)E(Y ) = 0

Nezávislost tedy slouºí k usnadn¥ní výpo£tu. Kdyº bychom m¥li nap°. 20 veli£in (kaºdá 0/1),
tak pro sdruºené rozd¥lení pot°ebujeme 220 − 1 polí£ek.
Marginální distribu£ní funkce:

FX(x) =


0, x < 0
3
5 , ∈ 〈0, 1)

1, x ≥ 1

FX(x) = lim
y→∞

FXY (x, y)

FY (y) =


0, y < 0
3
5 , y ∈ 〈0, 1)

1, jinak
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Sdruºená distribu£ní funkce:

FXY (x, y) :R2 → 〈0, 1〉
FXY (x, y) = P [X ≤ x, Y ≤ y]

=
∑

x′≤x,y′≤y
P
[
X = x′, Y = y′

]

FXY (x, y) =


0, x < 0 nebo y < 0

1, x ≥ 1, y ≥ 1
9
25 , x, y ∈ 〈0, 1)
3
5 , x ≥ 1, y ∈ 〈0, 1) nebo x ∈ 〈0, 1), y ≥ 1

Alternativní de�nice pomocí distribu£ní a marginální funkce

FXY (x, y) = FX(x) · FY (y)

FXY (x, y) =

{
x+ y, x, y 〈0, 1〉
0, jinak

• marginální rozd¥lení

• (ne) závislost X a Y

fX(x) =

∞∫
−∞

fXY (x, y) dy =


0, x /∈ 〈0, 1〉
1∫
0
x+ y dy =

[
xy + y2

2

]1

0
= x+ 1

2 , x ∈ 〈0, 1〉

X a Y jsou nezávislé⇔ fXY (x, y) 6=
↑

nejsou nezávislé

fX(x)fY (y),∃x, y ∈ R
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kovariance:

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

E(XY ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xy fXY (x, y) dxdy =

1∫
0

1∫
0

xy(x+ y) dxdy

=

1∫
0

[
x3

3
y +

x2

2
y2
]1

0
dy =

1∫
0

y

3
+
y2

2
dy

=

[
y2

6
+
y3

6

]1

0
=

1
3

E(X)− E(Y ) =

1∫
0

x ·
(
x+

1
2

)
dx =

[
x3

3
+
x2

4

]1

0
=

7
12

D(X) = cov(X,X) = E
(
X2)E2(X) =

1∫
0

x2 ·
(
x+

1
2

)
dx−

(
7
12

)2

=

[
x4

4
+
x3

6

]1

0︸ ︷︷ ︸
10
24

− 49
144

=
11
144

korelace (znormujeme kovarianci):

ρ(X,Y ) ∈ 〈−1, 1〉

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√

D(X) ·
√
D(Y )

=

1
3
− 49

144
11
144

= − 1
11

= ρ(Y,X)

Vy²el nám koe�cient korelace. Korelace do ur£ité míry m¥°í lineární závislost⇒ mezi veli£inami
je velmi slabá lineární závislost.
Kovarian£ní matice:

∑
XY


= cov(X,X)

↓

D(X) cov(X,Y )

cov(Y,X) D(Y )
↑

= cov(Y,Y )


Korela£ní matice:

ρXY

 1 ρ(X,Y )

ρ(Y,X) 1


Diagonály jsou �1� - odpovídá korelaci veli£iny sama se sebou ρ(X,X) = 1.
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P°íklad 9.4 Máme náhodný vektor dvou spojitých náhodných veli£in popsaných tzv. sdruºe-
nou hustotou.

fXY (x, y) =

{
x+ y, x, y ∈ 〈0; 1〉
0, jinak

Aby toto platilo, obsah musí být �1� ⇒
∞∫
−∞

∞∫
−∞

fXY (x, y)dxdy = 1

FXY (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

fXY (u, v)dvdu

Musíme °íct, jaká je hodnota v kaºdém bod¥. Nemáme ale tabulky, pom·ºeme si tedy p°es
hustotu:

FXY (x, y) =


1, x, y ≥ 0

0, x ≤ 0 nebo y < 0 výsledek bude spojitá funkce
x2·y+x·y2

2 x, y ∈ 〈0; 1〉
protoºe:

x∫
0

y∫
0

(t+ u)du dt pouºijeme Fubiniho v¥tu ⇒ nejd°íve integrujeme vnit°ní a pak vn¥j²í

=

x∫
0

[
t · u+

u2

2

]y
0
dt

=

x∫
0

t · y +
y2

2
dt

=

[
y · t

2

2
+ t · y

2

2

]x
0

=
x2 · y + x · y2

2
Nyní spo£ítáme marginální hustotu (po°ád myslíme na analogii s tabulkou):

fX(x) =

∞∫
−∞

fXY (x, y)dy

=

1∫
0

(x+ y)dy

=
[
x · y +

y

2

]1

0

= x+
1
2

x ∈ 〈0; 1〉
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Po£ítali jsme pouze p°es 1 hodnotu, stejn¥ jako v tabulce.

fY (y) = y +
1
2

y ∈ 〈0; 1〉

protoºe jsou symetrické a kdyº:

x /∈ 〈0; 1〉 fX(x) = 0

⇒
y /∈ 〈0; 1〉 fY (y) = 0
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10 Cvi£ení 10

P°íklad 10.1 Máme trojúhelník a náhodn¥ v n¥m vybereme bod.

Ob¥ sou°adnice lze povaºovat za realizaci náhodného vektoru spojitého rozd¥lení.

Máme sdruºený model, sdruºenou hustotu:

fXY (x, y) =

{
2, (x, y) ∈ M . . . plocha trojúhelníku - plocha £tverce je 1, trojúhelník má 1

2 ⇒
1
1
2

= 2

0, jinak

M = {(x, y) ∈ R | x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

E(X) =

∞∫
−∞

xfX(x) dx

fX(x) =

∞∫
−∞

fXY (x, y) dy =


0, x /∈ 〈0, 1〉
1−x∫
0

2 dy = 2 · (1− x), x ∈ 〈0, 1〉

E(X) =

∞∫
−∞

xfX(x) dx =

x∫
0

x · 2 · (1− x) dx

= 2 ·
[
x2

2
− x3

3

]1

0
= 1− 2

3
=

1
3

Smí²ené rozd¥lení náhodného vektoru

1) DiskrétníX ∼ rovnom¥rné rozd¥lení na dvouprvkové mnoºin¥ {0, 1}

2) SpojitýY ∼ rovnom¥rné rozd¥lení na 〈0, 2)

1) P [X = 0] = P [x = 1] = 1
2 je to na kone£né mnoºin¥, proto Laplace·v model.
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2) Distribu£ní funkce rovnom¥rného rozd¥lení:

FY (y) =


0, y < 0
1
2 · y, y ∈ 〈0; 2〉
1, y ≥ 2

Distribu£ní funkce sdruºeného rozd¥lení (budeme p°edpokládat jejich nezávislost):

FXY (x, y) = FX(x)FY (y) =



0 x < 0 nebo y < 0
y
4 x ∈ 〈0, 1), y ∈ 〈0, 2〉
y
2 x ≥ 1, y ∈ 〈0, 2〉
1
2 x ∈ 〈0, 1), y > 2

1 jinak

P°íklad 10.2 Chceme spo£ítat pravd¥podobnost, ºe náhodný vektor spadne do obdélníku.
Jak to spo£ítáme z distribu£ní funkce?

plocha obdélníku:

x2∫
x1

y2∫
y1

fXY (x, y) dydx

P [(X,Y ) ∈ Obd] = FXY (x2, y2)− FXY (x2, y1)− FXY (x1, y2) + FXY (x1, y1)

Pravidlo 3σ
Ve vzdálenosti alespo¬ 3σ od st°ední hodnoty N(µ, σ2) se nachází asi 3 promile pozorování.
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P [ |X − µ| < 3σ] = P [−3σ < X − µ < 3σ]

= P

[
−3 <

X − µ
σ

< 3

]
= Φ(3)− Φ(−3) = 2Φ(3)︸ ︷︷ ︸

= 0,99865

−1 = 0, 9973 ∼ N(0, 1)

pokud neznáme rozd¥lení

P [ |X − E(X)| < 3σ]⇒ pouºijeme �eby²evovu nerovnost

Pro ∀NV , která má st°ední hodnotu E(X) a rozptyl D(X) platí:

∀ε > σ

P [|(X − E(X)| < ε] ≥ 1− D(X)
ε2

dolní mez � a´ je tolerance jakákoliv

ε = 3σ

P [ |X − E(X)| < 3σ] ≥ 1− σ2

9σ2 =
8
9
↑

odhad meze - uº nejde zjep²it

P [σ < X − E(X) < 3σ]

Interpretace je následující: Pravd¥podobnost, ºe realizace pokusu spadne do té výse£e omezená
3 parametry je alespo¬ 8

9 (dolní mez). Platí pro v²echno, ale je to zbyte£n¥ pesimistické.
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P°íklad 10.3 Házíme 106-krát symetrickou mincí. Jaká je pravd¥podobnost, ºe £etnost líc·
bude v intervalu

〈
3 · 105; 7 · 105

〉
?

• X . . . po£et L ∼ Bi
(
n = 106; ρ = 1

2

)

P [X = x] =

(
106

x

)
· 1

2106

P
[
X ∈

〈
3 · 105; 7 · 105〉] =

7·105∑
x=3·105

(
106

x

)
· 1

2106
⇐ ale moc velké

Pouºijeme proto hrubý odhad dle �eby²evovy nerovnosti :

E(X) = n · p = 5 · 106 ε = 2 · 105 + 1

D(X) = n · p · (1− p) =
106

4
= 2 · 5 · 105

Z �eby²evovy nerovnosti ⇒

P
[
|X − 5 · 105| < 2 · 105 − 1

]
≥ 1− 2 · 5 · 105

(2 · 105 + 1)2
.
= 0, 999994 dolní odhad
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11 Cvi£ení 11

P°íklad 11.1
Sn
n

je relativní £etnost líc· v n hodech mincí. Kolik musíme provést hod·,

abychom se v odhadu
1
2
padnutých líc· li²ili maximáln¥ o 0,05 s pravd¥podobností nejmén¥

0,95?

• X̄ . . . výb¥rový pr·m¥r = Sn
n

V¥ta Kolik musíme provést... °íká n¥co o pravd¥podobnosti, proto:

P

[∣∣∣∣Snn − 1
2

∣∣∣∣ < 0, 05

]
≥ 0, 95

Vyuºijeme �eby²evovu nerovnost:

ε = 0, 05

E

(
Sn
n

)
?
=

1
2

A protoºe výb¥rový pr·m¥r je nestranný odhad ⇒

E

(
Sn
n

)
=
E (Sn)
n

=
n
2

n
=

1
2

Sn ∼ Bi
↑

binomické rozd¥lení

(
n,

1
2

)

Nyní uº máme v²e p°ipravené pro �eby²evovou nerovnost, protoºe podle ní platí:

P

[∣∣∣∣Snn − 1
2

∣∣∣∣ < 0, 05

]
≥ 0, 95 = 1−

D
(
Sn
n

)
ε2

Chceme vyjád°it n:

D

(
Sn
n

)
=
D (Sn)
n2 =

n
4

n2 =
1

4n

Po dosazení máme výraz

P

[∣∣∣∣Snn − 1
2

∣∣∣∣ < 0, 05

]
≥ 0, 95 = 1− 1

4n · (0, 05)2

0, 05 =
1

0, 001 · n
n = 2000

Musíme provést alespo¬ 2000 hod·, abychom splnili 95% pravd¥podobnost, ºe po£et líc· se
bude li²it maximáln¥ o 0,05 od jedné poloviny hod·.
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Nicmén¥ �eby²evova nerovnost je pesimistická, a proto si nyní ukáºeme jiný zp·sob °e²ení, který
�srazí� po£et pokus· na niº²í hodnotu. �e²ení je zaloºeno na centrální limitní v¥t¥ (de Moivre-
Laplace 1), zjednodu²en¥ °e£eno: kdyº budeme mít posloupnost veli£in, které mají binomické
rozd¥lení, máme stále stejnou minci, ale provádíme s ní velký po£et pokus·:

Sn ∼ Bi(n, p) n→∞

⇒ lim
n→∞

P

[
Sn − n · p√
n · p · (1− p)

≤ x

]
= Φ(x)

Podle centrální limitní v¥ty bude graf pravd¥podobnosti (Distribu£ní funkce) dostate£n¥ aprox-
imativní.
Výraz P

[∣∣Sn
n −

1
2

∣∣ < 0, 05
]
chceme p°evést tak, abychom ho mohli dosadit do uvedené limity.

P

[∣∣∣∣Snn − 1
2

∣∣∣∣ < 0, 05

]
celou nerovnost vynásobím n

P
[∣∣∣Sn − n

2

∣∣∣ < 0, 05 · n
]

dále d¥lím sm¥rodatnou odchylkou
√
n

2

P

[∣∣∣∣∣Sn − n
2√

n
2

∣∣∣∣∣ < 0, 05 · n
√
n

2

]
= P

[∣∣∣∣∣Sn − n
2√

n
2

∣∣∣∣∣ < 0, 1 ·
√
n

]
Φ
(
0, 1 ·

√
n
)
− Φ

(
−0, 1 ·

√
n
)

aproximujeme dle CLV

2Φ
(
0, 1 ·

√
n
)
− 1 ≥ 0, 95

Φ
(
0, 1
√
n
)
≥ 0, 975

0, 1
√
n ≥ Φ−1 (0, 975) = u0,975

n ≥ 100
↑

(0,12)−1
· u0,975 = 385

Toto potvrzuje, jak je �eby²evova nerovnost pesimistická, nyní nám sta£í provést pouze 385
hod·, ale pro �eby²evovu nerovnost byla dolní mez pevn¥ daná, zatímco CLV pracuje s aprox-
imací (v nekone£nu).

P°íklad 11.2 Kolik respondent· je t°eba oslovit p°i pr·zkumu, abychom odhadli volební
výsledek s pravd¥podobností α a odchylkou men²í neº ε.

• n . . . po£et respondent· = ?
1Jedná se nejjednodu²²í vyjád°ení CLV. PodleMoivreovy-Laplaceovy v¥ty p°i velkém po£tu nezávislých pokus·

konverguje binomické rozd¥lení k rozd¥lení normálnímu.
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• p . . . neznámá pravd¥podobnost (preference 1 strany, jejíº výsledek nás zajímá)

• Sn . . . po£et respokdent· preferujících danou stranu

• Sn
n . . . ?

Zajímá nás
Sn
n
, coº je op¥t X̄ = výb¥rový pr·m¥r (ve statistické terminologii) ⇒ je to bodový

odhad parametru p:

P

[∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣ ≤ ε] ≥ α

Zajímá nás tedy interval spolehlivosti na hladin¥ α pro parametr p, takºe výraz P
[∣∣Sn

n − p
∣∣ < ε

]
chceme p°evést do tvaru centrální limitní v¥ty:

P

[∣∣∣∣∣ Sn − n · p√
n · p · (1− p)

∣∣∣∣∣ ≤ ε · n√
n · p · (1− p)

]
.
=

.
= 2Φ

(
ε ·
√
n√

p · (1− p)

)
− 1 ≥ α

Násobili jsme n a d¥lili sm¥rodatnou odchylkou (p°epokládáme, ºe je nenulová).
V reálném sv¥t¥ ε známe, ale nevíme p, které musíme odhadnout:

p · (1− p)→
√
p · (1− p) ≤ 1

2
← spodní mez

2Φ

(
ε ·
√
n

1
2

)
− 1 ≥ α

Φ
(
2 · ε ·

√
n
)
≥ α+ 1

2

2 · ε ·
√
n ≥ Φ−1

(
α+ 1

2

)
· uα+1

2

n ≥ 1
4ε2 · u

2
α+1
2

Tzn., ºe kvantil roste s α , která odpovídá poºadované p°esnosti. Pro ε = 0, 01 a α = 0, 90
vychází n ≥ 6764, tedy musíme oslovit 6764 respondent· (normální rozd¥lení).
Pro �eby²evovu nerovnost by byl výsledek vy²²í neº 25 000 respondent·.
Pro zp°esn¥ní výpo£tu mohu lépe analyzovat parametr p - nap°. z výsledku minulých voleb.
Budeme brát, ºe p ≤ 0, 3.

2Φ

(
ε ·
√
n√

0, 21

)
− 1 dopo£ítáme jako p°ed tím ⇒

n ≥ 0, 21 · 1
ε2 · n

2
α+1
2

n ≥ 5676

Dostáváme men²í dolní mez, o více neº 1000.
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P°íklad 11.3 Se£teme 300 £ísel zaokrouhlených na jedno desetinné místo. Jaká je pravd¥podob-
nost, ºe chyba p°i zaokrouhlení je men²í neº 1?

• X . . . chyba p°i zaokrouhlení (i = 1, . . . , 300)

P [|X1 + · · ·+X300| ≤ 1]

Nejd°íve musíme ur£it rozd¥lení na²eho Xi. P°edpokládáme rovnom¥rné rozd¥lení na intervalu
-0,05 aº 0,05 a p°edpokládáme, ºe chyby p°i rozd¥lení jsou nezávislé.

fXi =

{
1

0,01 = 10 x ∈ 〈−0, 05; 0, 05〉
0 jinak

T¥ch 0,1 je délka intervalu.
Mohli bychom 300 krát po£ítat konvoluci, ale pouºijeme CLV (tro²ku jinou neº v minulém
p°íklad¥, tahle je obecn¥j²í). X1, . . . , Xn je posloupnost i.i.d 2 veli£in se st°ední hodnotou µ =
E(Xi) a rozptylem D(Xi) = σ2:

lim
n→∞

P


n∑
i=1

Xi − n · µ
√
n · σ

 = Φ (x)

D

(
300∑
i=1

Xi

)
= n · σ2

E

(
300∑
i=1

Xi

)
=

300∑
i=1

E(Xi) = 0

D(Xi) = E
(
X2
i

)
=

0,05∫
−0,05

x2 · 10dx =
0, 01
12

=
1

1200
⇒

P



∣∣∣∣∣
300∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
√

300 ·
√

1
1200

≤ 1
√

300 ·
√

1
1200

 .
= Φ(2)− Φ(−2)

2 · Φ(2
↑
1√
300
1200

)− 1
.
= 0, 955

2V anglické literatu°e i.i.d. = Independent and Identically Distributed. Náhodné vzorky de�nujeme jako
sekvenci navzájem nezávislých náhodných veli£in se stejným rozd¥lením.
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12 Cvi£ení 12

P°íklad 12.1 Velikost plat· ve �rm¥

Máme náhodný výb¥r o rozsahu n = 9, výsledek:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tis. K£ 12 15 21 25 28 32 35 48 62

1. Jaké pravd¥podobnostní rozd¥lení odpovídá sledované situaci? Jaký je vhodný model pro
rozd¥lení mezd?

2. Jaká je st°ední hodnota platu, rozptyl atd.?

M¥jme n¥jaký základní soubor obsahující n¥jakou populaci. My ov²em máme k dispozici jen £ást
⇒ výb¥rový soubor 1.

Z tohoto výb¥rového souboru získáme n¥jaká data:

DATA(x1, . . . , xn) ∈ Rn je to n¥jaká n-tice, v na²em p°ípad¥ 9-tice

⇒ chceme postihnout v²echna data, proto máme náhodný výb¥r (X1, . . . , Xn) je i.i.d
⇒ statistika . . . funkce náhodného výb¥ru Θ̂(X1, . . . , Xn), £asto vyjád°eno £íslem ϑ, kterému
°íkáme realizace odhadu.
Proto m·ºu 2. °e²it n¥kolika zp·soby:
St°ední hodnota ϑ = E(X):

a) Pomocí výb¥rového pr·m¥ru (prostý aritmetický)

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi

=
1
9

9∑
i=1

xi

.
= 30 900,-

1Výb¥rový soubor = soubor jednotek (pro n¥º jsou k dispozici data nebo pro n¥º tato data získáváme), který
zastupuje základní soubor ve výzkumu. Výsledky pro n¥j zji²t¥né mají být zobecnitelné na základní soubor.
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b) Pomocí výb¥rového mediánu 2

q̂(0, 5) = 28 000,-

c) Pomocí �u°íznutého" pr·m¥ru� 3

x̄ = 29 140,-

Rozptyl:

a) Odhadujeme ho pomocí výb¥rového rozptylu

s2
x =

1
n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
1
8

9∑
i=1

(xi − 30, 9)2

= 253, 6

D¥líme ale jen 8-krát, protoºe se chci tre�t do skute£né le£ neznámé hodnoty.

b)

∑̂2

x
=
n− 1
n
· s2
x toto je men²í neº výb¥rový rozptyl

Výb¥rový rozptyl a výb¥rový pr·m¥r jsou nestranné odhady:

E(s2
x) = D(X)

E(X̄) = E(X)

1.

Platy p°edstavují lognormální rozd¥lení 4

Místo hodnot ale mohu vzít interval hodnot. Sem m·ºe padnout hodnota s touto pravd¥podob-
ností:

P [ϑ ∈ I] ≥ 1− α

⇒ na coº navazuje dal²í p°íklad.

2Výb¥rový medián je jiným odhadem st°ední hodnoty. P°i lichém po£tu pozorování je to prost°ední hodnota
v uspo°ádaném výb¥ru, máme-li sudý po£et pozorování, pouºijeme pr·m¥r dvou prost°edních hodnot.

3Trimmed Mean, u°íznutý, nebo také useknutý pr·m¥r = ur£itá £ást nejv¥t²ích a nejmen²ích hodnot se do
výpo£tu nezahrne. Nap°. desetiprocentní u°ezaný pr·m¥r znamená, ºe se vynechá 10% nejniº²ích výsledk· a
10% nejvy²²ích výsledk· a ze zbytku se po£ítá prostý pr·m¥r. Obvykle se volí 5%, 10% nebo 25%-ní useknutý
pr·m¥r. Jde o snahu nezahrnout do výpo£tu extrémní hodnoty. Odstra¬uje nedostatky prostého pr·m¥ru.

4Je to rozd¥lení, jeº není symetrické. Je z°ejmé, ºe siln¥ nesymetrické rozd¥lení nem·ºe mít ty vlastnosti,
kterými se vyzna£uje normální rozd¥lení. M·ºeme v²ak uvaºovat lognormální rozd¥lení.
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P°íklad 12.2 Pro dopravu ze Strahova na Karlovo nám¥stí byl pouºit n = 18-krát autobus a
tramvaj. Z toho bylo vypo£teno:

St°ední hodnota Sm¥rodatná odchylka

Autobus x̄a = 18, 83 sa = 2 706

Tramvaj x̄t = 20, 90 st = 1 348

Zdá se, ºe je lep²í jezdit autobusem - potvrdí se tento p°edpoklad?
Zajímá nás to spí²e z dlouhodobého hlediska, tedy interval (α = 0, 05). Jaká bude maximální
doba cestování, kterou nep°ekro£íme s pravd¥podobností 95%?

⇒ pouºijeme intervalový odhad st°ední hodnoty (µ) a zajímá nás horní mez (za p°edpokladu
normality doby cestování).

I =

(
−∞; x̄+

s√
n
· tn−1,1−α

)
kde:

• x̄ . . . je st°ední hodnota

• s . . . je sm¥rodatná odchylka

•
√
n . . . je odmocnina z po£tu pozorování

• tn−1,1−α . . . je kvantil Studentova rozd¥lení 5, najdeme v tabulkách

⇒ pro oba dopravní prost°edky platí:

Ibus =

(
−∞; 18, 83 +

2706√
18
· 1, 74

)
= (−∞; 19, 93)

Itram =

(
−∞; 20, 90 +

1348√
18
· 1, 74

)
= (−∞; 21, 45)

5Ozna£ováno téº jako t rozd¥lení. Název Studentovo rozd¥lení vznikl podle pána, který se nejmenoval Student,
jak by se dalo o£ekávat. Tento pán se jmenoval William Sealy Gosset a nebyl povoláním statistikem, jak by se
dalo o£ekávat. Byl povoláním chemik a za£átkem 20. století pracoval v anglickém pivovaru Guinness. A toto
rozd¥lení nevymyslel proto, ºe by se nudil, ale proto, ºe pot°eboval vyvozovat na základ¥ velmi malých vzork·
pouºitelné záv¥ry. A k t¥mto ú£el·m se toto rozd¥lení pouºívá dodnes.
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⇒ s pravd¥podobností 95% nikdy nebudeme cestovat busem více neº 19,93min ⇒ bus je i tak
výhodn¥j²í.
ale:

1. Ze Strahova nejezdí tramvaj ;-)

2. P°ipou²tíme i záporný £as

3. Moºné závislosti

• Cestujeme (m¥°íme data) ve stejnou dobu

• Na trase se m·ºe stát nehoda

P°íklad 12.3 Vý²ka 10-ti letých chlapc·

V roce 1961 bylo nam¥°eno n = 15 vý²ek:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

v 130 140 136 141 139 133 149 151 139 136 138 142 127 139 147

Z roku 1951 máme k dispozici tyto údaje:

• St°ední hodnota µ = 136, 1

• Sm¥rodatná odchylka σo = 6, 4

M·ºeme na základ¥ t¥chto dat usuzovat, ºe se pr·m¥rná vý²ka v t¥chto letech zm¥nila?

Jsou p°edpoklady, které je slu²né °íci p°ed tím, neº za£neme po£ítat:

• Vý²ka má normální rozd¥lení

• St°ední hodnota se zm¥nit m·ºe, ale rozptyl ne → variabilita se nem¥ní

Op¥t nap°. α − 0, 05 a interval spolehlivosti pro neznámou st°ední hodnotu µ p°i známém
rozptylu σ2:

P

[
µ ∈

〈
X̄ − σ√

n
· u1−α

n
; X̄ +

σ√
n
· u1−α

n

〉]
≥ 1− α = 0, 95
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I =

〈
139, 1− 6, 4√

15
· 1, 96; 139, 1 +

6, 4√
15
· 1, 96

〉
= 〈135, 9; 142, 4〉

⇒ st°ední hodnota se nezm¥nila, spadá do intervalu. Proto je lep²í pouºít intervalový odhad,
dává nám lep²í informaci, nespokojíme se jen s jednou hodnotou.
Pozn.: Jak volíme kvantil?

1. Studentovo = neznáme rozptyl

2. Normální = rozptyl známe
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13 Cvi£ení 13

Metody odhad· parametr·:

• Metoda moment·

• Metoda maximální v¥rohodnosti bývá £ast¥j²í

ϑ̄ = (ϑ1, . . . , ϑk) ∈ Π ⊆ Rk vektor k reálných £ísel
Na základ¥ realizace náhodného výb¥ru (x1, . . . , xn) ∈ Rn chceme odhadnout neznámé parame-
try ϑi

P°íklad 13.1 Náhodná veli£ina m·ºe nabývat hodnot 0, 1, 2. Její rozd¥lení, závislé na parame-
trech p,q a £etnost hodnot v realizaci uvádí tabulka:

hodnota 0 1 2

teoretická pravd¥podobnost p q q2

pozorovaná £etnost 2 12 6

Odhadn¥te parametry p,q.

Tedy:

• n = 20

• p, q ∈ 〈0; 1〉 a jsou to zárove¬ omezující podmínky

• x1 = 0, x2 = 0

• x3 = 1, x4 = 1, . . . , x14 = 1

• x15 = 2, . . . , x20 = 2

• p, q, q2 jsou ϑ

• empirické rozd¥lení, nap°. pro 0 je to 1
10

p = 1− q − q2 sou£et musí být 1 ⇒ sta£í odhadnout q

Π ∈ R3

Π =
{(
p, q, q2) ∈ R3 | 0 ≤ p, q ≤ 1, p+ q + q2 = 1

}
coº je parametrická mnoºina spl¬ující n¥jaká omezení.
⇒ vybereme bod z Π, který odpovídá jistému pravd¥podobnostnímu modelu.

1) Metoda moment·:

P°edpokládáme rovnost výraz·:

EX = q + 2 · q2 = mx =
0 · 2 + 1 · 12 + 2 · 6

20
=

6
5
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Dostáváme kvadratickou rovnici o 1 neznámé

q + 2 · q2 =
6
5

která má 2 °e²ení

q1 = − 1
20

√
265− 1

4
.
= −1, 0639 q2 =

1
20

√
265− 1

4
.
= 0, 56394

q1 nevyhovuje zadání (nepat°í do parametrické mnoºiny). q2 ale ano⇒ p = 1− q2− q2
2 .

=
0, 11803

2) Metoda maximální v¥rohodnosti:

l(q) = 2 ln p+ 12 ln q + 6ln q2 = 2 ln
(
1− q − q2)+ 24 ln q

∂

∂q
l(q) =

24
q

+ 2
−2q − 1

1− q − q2

Výraz poloºíme 0 a vyjde nám op¥t kvadratická rovnice s °e²eními q1 = −3
2 (nevyhovuje),

q2 = 4
7
.
= 0, 57143 (vyhovuje) a p = 1− q2 − q2

2 = 5
49

.
= 0, 10204.

Odhad je u obou metod odli²ný a £asto tomu tak bude.

P°íklad 13.2 Tabulka udává pravd¥podobnosti a pozorované £etnosti výsledk· hod· nepravidel-
nou kostkou; odhadn¥te neznámé parametry a,b.

výsledek i 1 2 3 4 5 6

pravd¥podobnost pi a− b a a a a a+ b

£etnost ni 2 5 4 3 6 10

Sou£et pravd¥podobností musí být 1 ⇒ a = 1
6 . Zbývá ur£it b ∈

〈
−1

6
;
1
6

〉
.

1) Metoda moment·:

Spo£ítáme st°ední hodnotu, co má teoreticky vyjít:

EX = 5b+
7
2

= x̄ =
1 · 2 + 2 · 5 + 3 · 4 + 4 · 3 + 5 · 6 + 6 · 10

30
=

21
5

⇒ b =
7
50

= 0, 14 coº vyhovuje podmínkám

2) Metoda maximální v¥rohodnosti:

L(b) = P [X1 = x1, . . . , X30 = x30 ; b]

=

(
1
6
− b
)2

·
(

1
6

)18

·
(

1
6

+ b

)10

l(b) = ln(L(b)) = 2 ln

(
1
6
− b
)

+ 18 ln
1
6

+ 10 ln (
1
6

+ b)

∂

∂b
l(b) = −2

1
1
6 − b

+ 10
1

1
6 + b

b = 1
9 , coº vyhovuje podmínkám.
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P°íklad 13.3 Odhad v rozd¥lení Bi(1,p)

Nap°. pravd¥podobnost p padnutí 6 v 1 hodu. Cílem je najít odhad parametru pomocí obou
metod.

Musíme op¥t p°edpokládat, ºe jsme provedli náhodný výb¥r a jeho realizace je vektor (x1, . . . , xn) , xi ∈
{0, 1}, tedy padla/nepadla 6.

1) Metoda moment·:

E(X) = p nyní tedy sta£í najít °e²ení pravé strany

⇒ X̄ =
1
n

n∑
i=1

xi

2) Metoda maximální v¥rohodnosti:

Spo£ítáme v¥rohodnostní funkci

L(p) = px · (1− p)n−x

x =
n∑
i=1

xi po£et jedni£ekl(p) = x ln p+ (n− x) ln (1− p)

∂

∂p
l(p) =

x

p
− n− x

1− p
= 0

x(1− p)− p(n− x) = 0

x− pn = 0

p =
x

n
=

1
n
·
n∑
i=1

xi

⇒ x̄ výb¥rový pr·m¥r je odhadem p pomocí metody moment· i maximální v¥rohodnosti.

P°íklad 13.4 Odhad v biexponenciálním rozd¥lení

f(x) = ce−a|x| , x ∈ R , a > 0 , c =?
n = 10⇒ x̄ = 2 s2

x = 4

Ur£íme c ∈ R z podmínky
∞∫
−∞

fX(x) dx = 1

∞∫
−∞

fX(x) dx = c

0∫
−∞

eax dx+ c

∞∫
0

e−ax dx

= 2c

∞∫
0

e−ax dx

= 2c

[
e−ax

−a

]∞
0

=
2c
a

= 1

⇒ c = a
2

Metoda moment·:
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E(X) =
∞∫
−∞

xfX(x) dx = 0
↑

funkce je sudá

6= 2 ⇒ pouºiji 2.obecný moment E(X2)

E
(
X2) =

∞∫
−∞

x2fX(x) dx

=
a

2

∞∫
−∞

x2e−a|x| dx

=
a

2

0∫
−∞

x2eax dx+
a

2

∞∫
0

x2e−ax dx

= a

∞∫
0

x2e−ax dx y = ax

= a

∞∫
0

y2

a2 e
−y 1

a dy

=
1
a2

∞∫
0

y2e−y dy

︸ ︷︷ ︸
2

=
2
a2
← levá strana rovnice

Výb¥rový 2. obecný moment:

1
n

n∑
i=1

x2
i = pr·m¥r z kvadrátu pozorování

=
n− 1
n

s2
x + x̄2

=
9
10
· 4 + 22 =

38
5

⇒ a
.
= 0, 51
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14 Cvi£ení 14

P°íklad 14.1 Vý²ka 10-ti letých chlapc·

Navazujeme na p°íklad z 12. cvi£ení.
n = 15
V roce 1951 µ0 = 136, 1 σ = 6, 4
V roce 1961 povaºujeme rozptyl za známý
Provedeme test o st°ední hodnot¥ normálního rozd¥lení se známým rozptylem na hladin¥ α =
0, 05

H0 : µ = 146, 1 (v roce 1961) nulová hypotéza
Testovací kritérium:

x̄− 136, 1
σ0

√
n

Máme kvantil u0,975 = 1, 96
Testovací kritérium < kvantil ⇒ H0 nezamítáme.

P°íklad 14.2 Test parametru p rozd¥lení Bi(1, p)
Máme n = 2000 pacient·, kte°í jsou po operaci bypassu. Z toho je 835 b¥loch·.
H0 : zda dochází k rasové diskriminaci. p = 0, 5
H1 : p .

= 0, 5

x̄ = 835
2000 = 0, 4175 je realizací odhadu parametru p

X̄ . . . výb¥rový pr·m¥r je nestranným odhadem p

E
(
X̄
)

=
1
n
E
(∑

xi

)
=

1
n

∑
E(xi)︸ ︷︷ ︸

p

=
1
n
np

= p

D
(
X̄
)

= D

(∑
xi
n

)
=

1
n2D

(∑
xi

)
=

1
n2

∑
D (xi)︸ ︷︷ ︸
p(1−p)

=
p(1− p)

n

X̄ má podle centrální limitní v¥ty rozd¥lení N
(
p,
p(1− p)

n

)
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Testovací kritérium:

U =
x̄−

0,5
↓
p0√

x̄(1−x̄)
n

= −7, 5 coº je velmi malá ²ance, aby to vy²lo

|U | > u0,975

P°íklad 14.3 χ2-test dobré shody

Testujeme shodu empirického rozd¥lení s rozd¥lením diskrétním
Máme k t°íd a n1 + . . . nk = n. V na²em p°ípad¥ n = 2000
Z online generátoru (hod kostkou) jsem získali následující £etnosti:

n1 = 331

n2 = 317

n3 = 344

n4 = 340

n5 = 324

n6 = 344

Teoretická pravd¥podobnost by pro i-tou t°ídu m¥la být pi = 1
6 , za p°edpokladu férové kostky.

H0 : empirické rozd¥lení je rovnom¥rné
Testovací statistika:

k∑
i=1

(ni − npi)2

npi
=

(331− 333, 3̄)2

333, 3̄
+ . . .

(344− 333, 3̄)2

333, 3̄

= 1, 897

Kvantil:

χ2
1−α(k − 1) (k − 1)-stup¬· volnosti

χ2
0,95(5) = 11, 07

1, 897 < 11, 07⇒ H0 nezamítáme.
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