Ceské vysoké uceni technické v Praze
Fakulta elektrotechnicka

X01IMVT

Matematika pro vypocetni techniku (poznamky ze cviceni)

Ing. Tomas Kroupa, PhD.

Posledni iprava: 18.1.2009

Zpracovali: k3vin, deric, kito

Studijni program: Elektrotechnika a informatika strukturovany navazujici magistersky
Obor: Vypocetni technika

leden 2009



Obsah

L

iv

10

12

18

19

25

30

36

44

48

52

57

61

63



Uvod

Dostaly se Vam do rukou zapisy ze cviceni z roku 2008/2009 Ing. Tomase Kroupy, PhD., ktery
nam ochotné pomohl s jejich korekci a kterému bychom chtéli touto cestou podékovat. I tak
mnohé pifklady nejsou dotazeny do konce a nevylucujeme ani vyskyt chyb. Doufame, ze Vam
tento materidl pomize v piipravé na zkousku. Dilo je mozné vylepsovat a déle ifit bez souh-
lasu autorti, pokud k nému budou piiloZeny veskeré zdrojové kody *.tex soubordl a obrazky
(k3vin (©) 2009).

kolektiv spoluautort :)



2 KAPITOLA 1. CVICENI 1

1 Cviceni 1

Priklad 1.1 Méjme komunika¢ni kanal s abecedou S(n > 2), pres ktery jsou pFenaseny zpravy
délky k. Jakd je pravdépodobnost, ze dojde k pfenosu zpravy, kterd neobsahuje s € S7

e () = vBechny mozné elementarni jevy

e Q = {viechny k-tice prvki z S}, || = n*

o A={A|ACQ}

e P: A—(0,1)

e A - dojde k pFenosu zpravy, kterd neobsahuje s € .S
Pouzijeme klasicky (Laplacetiv) model:

A — 1)k
P(A):uzi(n k)
€2 n
Toto vsak nevyhovuje, kazdé zpravé bychom méli pfifadit pravdépodobnost, jelikoz rtizné sym-
boly nemusi mit stejnou pravdépodobnost.

Piiklad 1.2 Problém rytife de Méré [l
Je pravdépodobné&jsi padnuti alespori jedné 6 ve 4 hodech (A) nebo alespoti jedné dvojice (6,6)
ve 24 hodech dvojici kostek (B)?

1. |Q,] = 6*
|A| = 5* =
Zad;aG
P(A) =1- P (A)
_ . (5
N 6
= 0,518

2. || = (62)*" = 362
zakazu jednu 6
1

|B| = 35% =

P(B)=1- P (B)

35 24
-+ (2)

= 0,491

= pravdépodobnéjsi je prvni{ moznost.

'VIamsky renesanéni gentleman Antoine Gombaud, chevalier de Méré, 17. stoleti.
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Piiklad 1.3 Megjme los o 10 polickach. Poli¢ka obsahuji:
e 2x pismeno V
e 2x pismeno P
e 6x nic

Cena za los je 60 K&. Potencionalni vyhra 300 K¢ tehdy, pokud budou odkryta obé pismena V
diive nez jakékoliv pismeno P. Koupil by si racionalné uvazujici hra¢ tento los?

4! 4
Q] = — = ( > =6 variace s opakovanim
212! 2
~

1
Musime délit, protoZe dané kombinace (V1 V2P P> nebo VaVi P1 Py atd.) jsou obsaZeny v tom 4!

Prazdna policka nehraji zadnou roli = nepocitdme s nimi. Jedina spravné bude:

1 1
P(V)= — =
w1 . 1 5
Stfedni hodnota zisku = 240 - g + (—60) - i —-10

St¥edni hodnota zisku by neméla byt zaporna, los se tedy nevyplati zakoupit.

Priklad 1.4 Vybirame m vyrobka z celkového poctu M, kde je obsazeno K vadnych vyrobkii.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ve vybéru bude K vadnych?

M
|Q2] = pocet viech vybéra o velikosti m z M = < >

= (5 (15 m
() (=
(M)

Tomuto Fikame hypergeometrické rozdélem’ﬂ

P(Ag) =

Piiklad 1.5 Chceme jednozna¢né identifikovat studenty. K dispozici mame ¢. 0 ...999. Jaka
je pravdépodobnost, Zze ndhodné zvolend ¢isla budou jednoznacéné identifikovat 150 studentt?

A ... 150-tice obsahuje vSechna ¢isla riizna

2Hypergeometrické rozdéleni je rozdéleni ndhodné veli¢iny, kdy p¥i opakovani nahodného pokusu je vyskyt
sledovaného jevu zavisly na vysledcich predchéazejicich pokusi. Jde tedy o pokusy, které jsou na sobé& zavislé.
Typickym pfedstavitelem je vybér prvki bez vraceni.
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149
1000 - 999 . .. 851 [Laoo0=m k
. . e k=0 N _
P(4) = 1000150 T 19 =11 (1 1000)

I 1000 k=0
k=0

k k 149 1 150.149 _
I~ | | (e_moo):e_looo'zkzok:e_moo' 2 :1,6.10 5

Piiklad 1.6 Mame 20 ndhodné promichanych vyrobkd, z nichz jsou pravé 3 vadné. Kontrolu
provadime sekvencéné. Jaka je pravdépodobnost nalezenf vSech vadnych, ze:

a) A ...nebudeme muset prohlédnout vice jak 177

b) B ...budeme muset prohlédnout prdavé 177

17
a) 0] = <230> . P(4) = 1j(L23§)3) = 0,507

16
b) |0 = <230> . P(B) = 14(;(%2) = 0,106
3

Piiklad 1.7 Petrohradsky paradox F’j

Potencidlnimu hraci je nabidnuto sehrét partii hry, kterd spociva v tom, ze se haz{ minci tak
dlouho, dokud nepadne lic. Objevi-li se lic poprvé v n-tém hodu, dostane ¢astku 2™ K¢, a tim
hra kon¢i. Poté je hrac¢ vyzvan, aby sdm urcil ¢astku, kterou je ochoten vlozit za moznost partii
hry sehrat.

L =1lic, R=rub

e Nemiizu se opfit o klasicky model pravdépodobnosti = L, R : || = oo

Ay, ...padne (n — 1)-krat R a nakonec L

neN(R,...,R,L)
———

(n—1)-krat

f: P(A,) =1
n=1

> 1
Stiedni hodnota vyhry = 22’* b
n=1
=00

3Traduje se, Ze tato hra byla vymyslena v jednom petrohradském kasinu. Nazev je vymysleny Nicolausem
Bernoullim, aby ilustroval, jak je matematika nékdy bezmocnéa proti lidské psychologii.
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= ziskdme fadu, ktera nekonverguje.

7 tohoto vyplyva, ze ¢lovék neutrdlni k riziku by mél byt ochoten zaplatit libovolnou ¢astku,
protoZe opét muzeme ziskat cokoliv. Pfesto je malokdo ochoten zaplatit vice jak 50 K¢&. A hlavné,
na svété neni neomezeny kapitél ;-) Rigoroznéjsi zdtivodnéni je zaloZeno na tzv. funkci uzitku a
jejl konkévnosti.
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2 Cviceni 2

Priklad 2.1 Hézime n-krat kostkou (n > 4). Jaka je pravdépodobnost, ze padly 2 Sestky, 2
pétky a pak uz Cisla razna?

o A... padly 2 Sestky, 2 pétky, dale Cisla riznd od 5 a 6
o () = {vSechny n-tice prvkia z {1,...,6}}

o A=cxp)

Q| = 6"

umistim 2 Sestky

=) (27 e

uml’stimTQ pétky
_ Al

éP(A)—‘Q’—

...dopocitat

Piiklad 2.2 Pravdépodobnost nastani alesponl jednoho jevu
Satnarka nahodné vydava n hostiim kabaty pii odchodu. Jaka je pravdépodobnost, Ze alespori
1 host dostane svij kabat?

A = AU - U A, A;...i-ty host dostane sviij kabat (i =1,...,n)

Odbocka: Vyuzijeme principu inkluze a exkluze Dz

A B

(AN

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—[P(ANB)+P(BNC)+ P(ANC)|+ P(ANBNCQC)

Vyuziva se tehdy, pokud se zajimame o poéty prvki jistych konednych mnoZin; konkrétng takovych, které
jsou sjednocenim k jinych mnozin.
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| =n!
(n—=1)! 1
P(A;) = =—
(4:) n! n
—2)! 1
oy n! n-(n—1)
n n n n+1
= P(AM) =P(A4 U UA) =1 (3) ooy + (3)  wy — DT
stfida se dle sudosti/lichosti
n 1] 2 3 4 7
P(AM) 105 | 0,666 | 0,625 | ... 0,6321
Tl T | T
osciluje blizi se lim P (A("))

n—oo

Priklad 2.3 Geometricka pravdépodobnost E] - iloha o setkani
Dva lidé se chtéji sejit kdykoliv mezi 12:00 - 13:00. Budou na sebe ¢ekat nejvyse 10min., ale
max. do 13:00. Jaka je pravdépodobnost jejich setkani?

y/
50 5‘0
> Pl %
Ko} |
: A
N 4Ry
e n N
@ AV I fijdou oba
© N ) — pry
S 10 A ve stejny &as
Iy
- L ‘ —
0 10 60

Gas pfichodu 1. osoby

o Q= (0,60) x (0,60)

e Nastane setkani s toleranci 10min: A = {(z,y) € Q| [x —y| <10 }

2Geometrickou pravdépodobnost miizeme povazovat za zobecnéni klasické pravdépodobnosti pro p¥ipad, ze
prostor elementarnich jevi je nespocetny.
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_S(A)  60%—502 5\> ., 25 11
PA= 50 = e ‘1_<>‘1
P(B) =0

stejny Cas piichoziho

= neni to ale jev nemozny! Nulovd pravdépodobnost, ale miize nastat (usecka, jejiz plosna mira je 0).
Tomuto se fika rovnomeérné rozdélent:

A Be A S(A)=S(B)

=

Priklad 2.4 Nezavislost jevil

Data z osobniho pocitace zalohujeme na sitovém disku jednou tydné. Riziko, Ze b&hem tydne
piijdeme o data, je pro osobni pocitad 0,3% a pro sitovy disk 0,1%. Jaké je riziko, Ze prijdeme
o data i zélohu bshem jednoho tydne, resp. béhem 156 tydnt (piiblizng 3 let)? (Rests za pred-
pokladu nezavislosti, ale zvazte jeho adekvétnost.)

A ...béhem tydne ztratime data na PC, P(A) = 0,003
B ...béhem tydne ztratime zalohu dat, P(B) = 0,001

Pravdépodobnost, ze o data piijdeme béhem 1 tydne:
P(ANB)=P(A)-P(B)=3-10"°¢

pfedpoklad nezéavislosti

b) Pravdépodobnost, ze o data piijdeme béhem 156 tydni:
P(C)=1-(1-3-1076)"" =4,7.10*

T
tyden bez ztraty dat

Nezavislost lze dobfe pFedpokladat pro poruchy diskii (kromé napf. pozaru budovy, v niz jsou
oba disky), ale spole¢nym rizikem miZe byt napf. poc¢itacovy virus. Pro zohlednéni zavislosti v
nasSem odhadu rizika v8ak obvykle nemame potifebna data.

Piiklad 2.5 Generujeme ndhodné ¢islo z intervalu (0,1) pomoci hodt minci (0/1).

9= (0,1)
o Yw e ()

a a a a OOCL

1 2 3 n n
.w:?+272+§++27: 27 (17;6{071}
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1 1
° 5 0111... on
n=2
]
0 1 1
2
\ \ \ \ \
0 1 1 3 1
4 2 4
:000,001,010,011,100,101 110,111,
\ \ \ \ \ | | \
0 1 1 3 1 5 3 7 1
8 4 8 2 8 4 8
[ - , e o = P s - 1
Pti nekone¢né sérii hodd jsou na prvnich n pozicich dana z1,...z, <:1UZ € {0,1} = 2n>
délka intervalu
A={weQ|ar=21,...,ap =2p} "o "o 1 i
(] (2
SN~ 1 :>A:<Zgw 2i+2n>:>P(A):2n
Z§<w_ 2i+2n i=1 i=1

i=1 i=1
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3 Cviceni 3

Ptriklad 3.1 Podminéna pravdépodobnost E]

26 znaku anglické abecedy (obsahuje 5 samohlések)
e S... 1. znak je samohléska

e A... 1.znak je a

P(A]S) ... podminéné pravdépodobnost A za podminky S

| = 26

_P(ANS)  P(A) 5
PA}$) = P(S) — P(S) % 5

Priklad 3.2 Vzorec uplné pravdépodobnosti

1. zésilka obsahuje 150ks (z toho 5ks vadnych)

2 zasilky = ) i
2. zésilka obsahuje 250ks (z toho bks vadnych)
a) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany kus je vadny? (po smichani obou zasilek)

b) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany kus z ndhodné vybrané zasilky je vadny?
(2-stuphovy vybér)

e 7;...i-ta zasilka byla vybrana (i €1,2) = P(Z1) = P(Zs) = 5
e A... dany vyrobek je vadny (1 €1,2) P(A|Zy) = %,P(A|ZQ) = %
a) = P(A) = 552505 = 45 = 0,025

b) = P(A) = P(A|Z1) - P(Z1) + P(A|Zs) - P(Z2) = 1 - (55 + &) = 0,026

Piiklad 3.3 Dva studenti pocitaji priklady.

A ... Alois pocital spravné P(A) = %
B... Bartolomgj podital spravné P(B) = 1—12

N ... vysledek obou je shodny, ale nespravny P (S|A N B) = ﬁ

!'Nahodny jev uréujeme vzdy k uréitym podminkam. Nejsou-li na vyskyt daného jevu A kladeny zadné dalii
podminky, potom pravdépodobnost P(A) jevu A oznacujeme jako nepodminénou pravdépodobnost.
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Jaka je pravdépodobnost, ze vysledek obou je shodny (S) a zaroven i spravny (C,C = AN B)?

Predpokladame nezavislost, a proto:

S=(ANB)U(ANANDB)
P(S)=P(C)+P(SNANB)=P(A)-P(B)+ P (A)-P(B)-P(S|AnB)

_P(CNS) _P(C) P(ANB)
POISI= =5 =)~ PG)

_P(A)-P(B) £ 1 13

TTP® T hey B o

P#iklad 3.4 Vézeh ma posledni Sanci se zachranit pfed smrti, a to tak, Ze ma (pro néj co
nejlépe) rozmistit 12 bilych (=Zivot) a 12 €ernych (=smrt) kuli¢ek do 2 uren. Zalainik poté
vybere jednu urnu a z ni jednu kulic¢ku.

e A... vytaZeni bilé kulicky
e U;... vybréani 1. urny (1<n<12)

e Us... vybrani 2. urny (0<i<12)

P (A|U) = —
12—
PAI) = 5
Ppi=P(A) =P (A|Uy) - P (Ur) + P (A|Uz) - P (U2)
= 1 (L 121 = maximalizovat vzhledem k 7 a n
2 n 24—n
1 1 11
——.(Z4+=)=m
2 (1 + 23> 4%
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4 Cvifeni 4

Piiklad 4.1 Ve mésté se stala se dopravni nehoda a fidi¢ od ni odjel. Svédek tvrdi, ze Fidic¢
byl v modrém taxiku. Ve mésté je 85% zelenych a 15% modych taxiki. Ovlivni toto tvrzeni
vySetfovani?

Za t&chto pFedpokladt ne. Pokud ale vime, Ze pravdépodobnost, zda mluvil pravdu je 80%
a pravdépodobnost, Ze $patné identifikoval barvu (napf. pfi svételnych podminkéch) je 20%,
vySetfovani ovlivnéno bude.

e M ... taxi bylo modré
e 7 ... taxi bylo zelené

e S7... svédek Fik4, Ze taxi bylo modré

P(M)=0,15
apriorni pravdépodobnosti (pFed dodanim dalsich informaci)

P(Z) =0,85

P(S1|M) =P (5|Z) =0,8
P($1|2) = P (5|M) =0,2

A nyni pouzijeme Bayesovu vétu B

P(S1|M) - P(M) 0,8-0,15 .
P(M|S;) = = =0,4138
(M]51) P(S1|M) - P(M) + P($4]|Z)- P(Z) ~ 0,8-0,15+0,2-0,85
P(S1)
M¢jme jinou situaci. Dva svédkové 579 tvrdi, Ze taxik byl modry.
P(S12|M) =7
P(S12|2) =7
Toto mohu opét vypocitat pouze za predpokladu, Ze oba svédkové jsou nezdvisli.
P(S12|M) =0,8=0,64
P(S12]Z) =0,22 = 0,04
Coz znaména, ze klesla pravdépodobnost chyby. A jdeme na Bayese:
P M) -P(M 4-0,1
(51,2|M) - P(M) 0,64 -0,15 - 0,7385

P(M|Sy5) = =
(M1512) = Brg S0y - P(M) + P(S1a]Z) - P(Z) ~ 0,64-0,15 + 0,04 -0,85

= nyni i pfi malém po¢tu modrych taxi je vypoveéd spolehliva.

! Thomas Bayes, anglicky duchovni, ,genialni outsider“, 18. stoleti. Bayesovské metody jsou ve statistice hojn&
pouzivané. Ve stru¢nosti lze bayesovsky pfistup charakterizovat tak, Ze pfi odhadovani néjaké pravdépodbnosti ¢i
pfi testovani hypotéz vyzmeme v potaz nejen data ziskand pravé provedenym pozorovanim, ale i tzv. informace

. . sy s . ) i P
apriorni, tj. informace zname jiz pfed pokusem (at uz jde o informace ziskané n&jakym d¥iv&jsim pozorovanim,
¢ o pouhou domnénku, odhad).
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Piiklad 4.2 Spam filter: Uréete pravdépodobnost oznaceni nevyzadené zpravy jako spam.
e pravdépodobnost Ze nevyzadany e-mail je oznaen jako spam je 95%
e pravddpodobnost ze ,normalni“ e-mail neni oznacen jako spam je 99%
e N ...zprava je nevyziddana
e S...zprava je oznalena jako spam

Predpoklad: Podil nevyzddanych e-maila je 30%

P(N)=0.3 apriorni pravdépodobnost
P(S|N) = 0.95
P(S|N) = 0.99
P(N|S) =7
P(NNS P(S|N)P(N
PNIS) = (P(S) - P(S]N)P((N|) +)P((S|)N)P(J\7)
0.95-0.3

= =0.976
0.95-0.3+4+0.01-0.7

0.292...pst. Ze viibec néco bude oznaceno

Podil nevyzadanych zprav | Pravdépodobnost spravného oznac¢eni

30% 97.6%

1% 49%

Tabulka 4.1: Ukazka tispésnosti spam filtru

Piiklad 4.3 Mame urnu a plnfme ji ndhodn€ 10 bilymi a 10 ernymi koulemi (s pravdépodobnosti = %)
Vlozime celkem 10 kouli. Poté n-krat tahame koule z urny a vracime.

e B™ ... vSech n tazenych kouli s vracenim je bilych
e By ...v urné je k bilych kouli (k =0,...,10)

e P(Byo|B™) =17 ...tedy pravdépodobnost, Ze vech 10 kouli je bilych, pokud jich n bilych
vytdhneme
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Pravdépodobnost, Ze urnu naplnime £ bilymi koulemi. Odpovida to binomickému rozdéléni E]

10\ _
P(By) =, 2710

k z kouli je bilych

Pt = (1)

P(B"|B1) - P(Bio) 270

P(BulB") = 5 T k" /10 -
> P(B"|By) - P(By) Z(m) (k) 2710
k=0 k=0
1
lim P(By|B") = lim ———— =1

n— 00 (1 —1—6%)
P (Bio|B'%) = 0,07
P (Biyo|B*®) = 0,37
P (Bio|B) = 0,95

Na tomto piikladu budeme pokracovat a ukaZeme si, co je to ndhodnd veli¢ina X.

e X : Q) — R ...napfiklad X je pocet bilych kouli v urné. Zajimaji nas tedy hodnoty, ne
samotnd funkce.

P[X =7] =0
P[X €{1,2,.,10}] =1

Pozn.: Pouzivame hranaté zavorky, protoze se bavime o pravdépodobnosti vztazené k néjakému
meéteni.

(102710 ze{1,2,.,10}
0 jinak

PX =z] = {
Pro zajimavost z toho udélame graf distribu¢ni funkce, respektive model ndhodné veli¢iny.

o Fx(x)=P[X <z|...proxeR
zpravaTspojité
Distribuéni funkce musi dale spliiovat tyto podminky:
e je neklesajict
e je zprava spojita

e lim Fx(l‘) =0

T——00

e lim Fx(z)=1

T—00

?Binomické rozd&leni popisuje Eetnost vyskytu ndhodného jevu v n nezavislych pokusech, v nichz ma jev stéle
stejnou pravdépodobnost.
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PIX=x] | I Fx(x)
Fx(x) = ZPX=x] X ={0,..%}

Diskrétnl' na’hodna' Veliéina X I R R .

10.2-10+2-10 T
2-10- —‘7 —O
—‘7 — O |

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10

X
Ma 11 skokd, tedy tolik, kolik je nenulovych hodnot
Pak plati:
P[X>3]|=1-P[X <3]=1-Fx(3)
P[X €(2,7)] = lin7r1 Fx(z) — Fx(2)
T—T7—
PSt2+3+A154+647
P[X € Ox]=1
Ox ={xeR | P[X =z] =0} ={0,...,10}
Piiklad 4.4 Na zajice st¥ili nezdvisle na sobé:
e starosta ...pravdépodobnost, Ze se trefi je S = 0,2
e myslivec ... pravdépodobnost, Ze se trefi je M = 0,8
e pytlik ... pravdépodobnost, Ze se trefi je P =0,9
Chceme znét:
a) Pravdépodobnost alesponi jednoho zasahu do zajice (A)
b) Distribu¢ni funkci poctu zasaht
e X ...pocet zasaht pro {0,...,3} pro viechna ostatni R ¢isla bude pravdépodobnost nulova

e Jinak feceno: P[X =z] =0 z ¢{0,...,3}

a) P(A)=1-0,016 = 0,984
b)

Ox ={0,1,2,3} — Diskrétni ndhodné veli¢ina
Py=[X€Ox]=1
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0] (1-S5)-(1-M)-(1-P)=0,016

18- (1-M)-1-P)+(1—=5)-M-1—-P)+(1—-5)-(1—M)-P=0,212

2|8 M-(1-P)+(1-8)-M-P+S-(1—M)-P=0,628

3/8-M-P-=0,144

Tabulka 4.2: Tabulka pravdépodobnosti

0 xz <0
0,016 x € (0,1)
Fx(z)=14¢ 0,228 x € (1,2)
0, 856 x € (2,3)
1 >3

0’856, ........... ._o

0,228 |- Q—O

0,016:—{3

O

0 1 2

Pokud bychom to chtéli spoéitat napf. pro:
e P[X e (1,3)]=Fx(3)—Fx(1)=P[X =2]+P[X =3]

¢« PIX>2=1-P[X <2 =1- Fy(2)

Piiklad 4.5 Cestujici pfijde na nastupisté v rozmezi mezi 12:00 az 12:02 nadhodné. Jaka je
distribu¢ni funkce doby pfichodu?

e X ...Cas prichodu
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Posledni pfipad vyjadiuje situaci, kdybychom ¢as brali jako nekone¢né jemnou mnozinu moznosti,
nap¥. 12.01:03,09243862467892349846. . F’j

0 z <0
Fx(x)=4¢ 3.z 2€(0,2)
1 T > 2
,““‘/\‘\ FX
11
| =
0 2

Ox =10
P[XEOX]:
1
Jx(@) {0 jinak
R
0 2

Ulohu dale roziifime o pravdépodobnost toho, 7e je tam piesné ve 12:00. Ziskame tak Diracovo
rozdélend.

v
=
Il
S
Il

3
~
I
I
(=l

3Toto je jedniny spravny zapis ¢asu urceny ¢eskou gramatikou. Casto se u nas pouziva ¢as s dvojteckovou
notaci (12:01:01,0924. .. ), ale to je anglicky zpisob (skoro v8echno elektronické zboZi je dovaZeno a vyrobcim
se nevyplati délat specialni fadu pro ¢eskou normu)



18 KAPITOLA 5. CVICENI 5

5 Cvic¢eni 5

Cviceni dne 30.10.2008 se nekonalo, byl pfesun vyuky (pondélni rozvrh).
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6 Cviceni 6
Néhodné veli¢iny a popis jejich rozdéleni:
1. Diskrétni rozdéléni — pravdépodobnostni funcke P[X = x|
2. Spojité rozdéléni — misto pravdépodobnostni funkce méame hustotu f(x)

3. SmiSené rozdéléni — rozklad distribu¢ni funkce na spojitou a diskrétn{ ¢ast. Pro toto
rozdéléni neexistuje hustota ani pravdépodobnostni funkce

Piiklad 6.1 Diskretni rozdéleni
Méme hraci kostku a zajim4a nas nejvyssi hodnota, kterd padne pfi Sesti hodech.

e X ... maximélni hodnota, kterd padla pii Sesti hodech kostkou

X je diskrétni veli¢ina a nabyva hodnot 1,...,6

PIX €{1,..,6}] =1

1
PIX =1]= 5
26 1
PIX =2]= "
25— (z — 1)
PIX =] = %61)
P[X =2] =0 Vo ¢ {1,..,6}
P[X =0,] =1
O, ={z €R|P[X =2] >0} ={1,..,6}

i=1
1 r>6
1T——— === == L SE—
—
H

P[X=1]+P[X=2] J ----9—0
PIX=1] - - —0

- 00— -
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Piiklad 6.2 Diskrétni rozdéleni

Komunika¢nim kanalem pfenasime zpravu, kterou tvotri n = 2000 znakl. Kazdy znak miize byt
zménen s pravdépodobnosti p = 1073, Tyto chyby jsou nezavislé. Uréete rozdéleni po¢tu chyb
X.

e X ... pocet chyb

Jedné se o binomické rozdélént:

P[X €{0,...,2000}] =1
v8echny moznosti
!
— 2000
PIX = 2] = (107%)" . (1—1073)2%7° < >
T

z chyb v n znacich

PX =0/ =1-(1—10"%)*".1
Spocitame pres:
e fx1l—u
z=~0
=
_92000-10-3 _ 1
PlX = (] = ¢~2000:107% _ >

Stfedni hodnota binomického rozdéleni ndm pak udava pocet ocekdvanych chyb ve zpraveé
(stfedni hodnota):

2000
EX=) 2-P[X=a]=n-p=2000-10"°=2
z=0

A zajima nas, jaké je pravdépodobnost, Ze nastane EX:

PIX —2] = <2O2OO> 1076 (1— 10_3)1998

Pro spojitou by to bylo:

EX = /xfx(x)dx

Priklad 6.3 Spojité rozdéleni
Chyba méfeni fyzikaln{ veli¢iny je ndhodna hodnota z, kterd ma normdini, neboli Gaussovo
rozdéléni (s parametry p = 0,0% = 1).

o) =—-e 2z Ve e R

b(x) = — / e 2dt Ve e R
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a) Pravdépodobnost, ze chyba X bude mensi nez —0, 2:

P[X < —0,2] = ®(—0,2)
0,2
B(—0,2) = —— / gt vz € R
-0, — e 2 x
V2T

—00

Pokud si ale uvédomime, ze pro kladna ® zname tabulkové hodnoty (na konci skript
[I][str. 229]), muZzeme vypocet zjednodusit nasledujicim zptsobem:

$(—0,2) =1—&(0,2) =1 —0,5793 = 0,4207

b) Pravdépodobnost , Ze chyba X bude v rozmezi (0,1;0, 3):

P[X € (0,1;0,3)] = ®(0,3) — ®(0,1) = 0,0781
O,={zeR|PX=2]>0}=0
PX €0,]=0

O, je prézdni mnozina, protoze tam nepatii zadné veli¢iny, jinak by to bylo diskrétni.
() neni pravdépodobnost! Vzdy se bavime o pravdépodobnosti v néjakém intervalu, ne v bodé.

Piiklad 6.4 Spojité rozdéleni
Stfilime nahodné na terc¢ o poloméru r > 0. Vyhra X je déna vzdélenosti D od stiedu.

e X ... vyhra pii stielbé. Velikost vyhry je dana vyrazem X = 10- (r — D)
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P[X € (0,10r)] = 1

0 x <0
1 x > 10r

0 d<0
FD(d):{l d>r

Zajima nas distribu¢ni funkce pro Vd € (0,r) a pro Vz € (0, 10r).

T-d®>  d?
Fpd)=PD<d="%=-%
D(d) [ —d] P 2
FX(a:):P[ng]:P[lor—lngm]:P[DZT—%}:
—1-Plp<r— 2] =1-F ) Q| (r= %)’
T [ —T_TO}_ B D<r_ﬁ>_ 2

D ném udava vnitini polomér mezikruzi.

Hustotu fx pak vypocitame jako derivaci distribuéni funkce F'x.

T
T—ﬁ —1

fx(@)=Fx(z) = -2 —3 T

_ 3‘1712 . (“1%) z € (0,107)

fx(z)=0 x <0,z > 10r

Fx

fx - husLtota
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Piiklad 6.5 SmiSené rozdéleni
Teplomér ukazuje od 0°C do 20°C. P#i nizsich teplotach zistava na nule, pfi vys§Sich na dvacitce.

e X ... vysledek méfeni veli¢iny nabyvajici redlnych hodnot pomoci pfistroje s rozsahem
(0,4)
0 xz <0
4
Fx(x)={ "2 Lea
16
1 >4

O, ={z €R| P[X = 2] >0} = {0,4}

PIX €0 = PIX =0+ PIX =4 =

Ao N

P[X=0]

o-

Ze 75% tedy méFime mimo rozsah teploméru. Nyni provedeme rozklad Fx na spojitou Fy a
diskrétni Fyy Cast:

FX:a-FU—i—(l—a)-FV
3
OZZP[XEOX] :Z
Vypocet diskrétni slozky Fy:
PX=0] 1
P = = = —
U = 0] - 3
PX =4 2
PlU =4| = ==
[ ] " 3
0 u <0
Fx(x>: % $€<074>
1 z >4

Vypocet spojité slozky Fy :
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0 u <0
v + 131
Fx(r)={ =" =% 2€(0,4)
4
1 T >4
1 .u
7!
/7 |
ro Fo=—=---
/ |
/ | Fy —
/
7 |
)/ 1 Viastné jakoby
,/ : nasobime a a tim se to
|
|
|

%I_,_ol naklapi - <-> /
/
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7 Cvifeni 7

Priklad 7.1 Hustota pravdépodobnosti

1
. 6 T € <—3,3>
) =
Ix(@) { 0  jinak
distribuéni funkce:
0 T < —3
Fx(z)=14 g(x+3) x€(=3,0)
1 x> 3
1T— = =———
s
-7 |
L’ | - = = = Fx(X)
R | fx(X)
/, ‘
-7 1/6 !
————— ;, 1
-3 0 3
z<0
h(z)=% 2 xe€<0,1>
1 jinak
Y = h(x)

ax(z) = 6x—-3 x€(0,1)
Kvantilova funkce

e _opalny pohled na distribu¢ni funkci“

e jen na otevieném jednotkovém intervalu [(0, 1)]

(y+3) y=(01)
y =

1 y>1

0 y<0

D= o=
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OO
0 T < %
gy (z) = qn(zx) = h(gx(x))§ 62-3 w€(3;2)
2
o 1 o0
E(X) = / rfx(x)dx = 8 / xdx =0 — x soufadnice t&7i5té grafu hustoty
—0o0 —00

2 1
(6 — 3)dx = [69:2 — 34 — pro sym. rozdéleni vidy stied intervalu
0

|
—
S
>
s
W
8
Il
o"\H
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rozklad Y na diskrétn{ a spojitou c¢ast

0, u<0
Fy(u)=4 2, uwe(0,1)
1, u>1

Fu

|

/ A
|
|

B(Y)= 2 BU)+ ¢ B(V) = 15

jen pro smiSené rozdéleni
EU)=0-PU=0]+1-P[U=1]

u diskrétni pravdépodobnosti

Priiklad 7.2 Hézime minci:
e X ...pofet padnuti R az do prvniho L
e p ...pravdépodobnost padnuti R p e (0,1)

e F(X) ...stFedni hodnota po¢tu pokust nez padne lic

E(X)=> xP[X =1
=0

27



28 KAPITOLA 7. CVICENI 7

geometrické rozdéleni
e jednotlivé pokusy jsou nezavislé
e pravdépodobnost nastan{ jevu je v kazdém pokusu stejna

e pocet tspéchl az do 1. netispéchu

E(X)=) ap*(l-p)=(1-p) ) ap"
=0 =1
= p
=1-pp)y ap* =
; (1-p)
~——
1
a-n*
> 1
x=0 1_]7
P
D(X) =
& (1—p)?

[e's) [e%S)
me — Z xp:p—l
x=0 x=0

Priklad 7.3 Hézime minci:

e Y ... pocet hodi kostkou az do padnuti 6

5 5
1
PlY =5] = (2) 6—2—6 0,06
5
EY)=1=5
6
5
DY) =4 =30
30

Piiklad 7.4 Krélovna rodi tak dlouho déti, dokud se nenarodi syn, ale maximalné porodi 3
déti.
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e X ...pocet déti v kralovské rodiné

e pravdépodobnost narozeni syna je %

E(X) ="
1
1
PIX =2]= Z 1 syn + 1 dcera
1 1 1
P[X =3| = 3 + 3= 1 3 dcery, nebo 2 dcery + 1 syn

E(X)= > aP[X=a]

z€{1,2,3}

=P[X =1]+2P[X =2 +3P[X = 3]
1.1 3

“2727:

7

~i

z€{1,2,3}
1 9 49 11
2 4 16 16

smérodatna odchylka
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8 Cviceni 8

Priklad 8.1 Stojime na bfehu ¥eky a volime nédhodné smér, kterym se vydédme (lkm od
feky). Neuvazujeme variantu Ze bychom vstoupili do feky, vybirdme tedy smér z intervalu (0, 7).
Stupné v ptlkruhu (tedy sméry, kterymi se miizeme vydat) jsou rozlozeny pravidelng, jedna se o
rovhomérny model rozlozeni. Uhel je v nagem piipadé nahodna veli¢ina (a zarovei i X, protoze
zavisi na ®).

X=sin(®P)

Distribu¢ni funkce:

0 <0
Fo=4 £ e € (0, )
1 p>T

E(@®) = / o folo)de
1 [y
—W/zd@
=3

To by ndm pak vysla vzdalenost od tfeky 1, coz je ale $patné, protoze jsme vibec nevyuzili
stfedni hodnotu vzdélenosti E(X), proto:
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E(X)= /:c fx(z) dx

—00  neznamé hustota
0o T

. sin
= /smwf@(so)dw:/: fdgo
—00 0
1 { ]” 2
=—| —cosp| =—
T 0 ™

Vyuzili jsme predpokladu, ze zndme hodnotu ptvodni funkce (sind®).

Pokud nahodné zvolime smér, tak je to bod na jednotkové kruznici.

Piiklad 8.2 Vypoditejte rozdéleni poctu chycenych ryb za den, pokud vite, Ze celkovy pocet
ryb v rybnice je 2tis. a kazd& ryba méa pravdépodobnost 5% na chyceni. Jedna se o binomickeé
rozdéleni.

e X ... pocet chycenych ryb
e X ~ B;(n =2000,p = 0,05)
T

mé rozdéleni

2000
T

PX =z] = ( >o,o5z.o,95200“ z = 0...2000

X ma piiblizné Poissonovo rozdélent[[]
Pokud n — oo (velky pocet) a p ~ 0 (mala pravdépodobnost), ziskdme limitu vyrazu:

P[X =z :6_>‘-)\—'
x!

vyuziti:

! Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti (také oznacovanano jako rozdélend iidkijch jevii) ma nahodna velidina,
ktera vyjadfuje pocet vyskyti malo pravdépodobnych, fidkych jevi v urcitém ¢asovém intervalu.
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e prichod osob na ur¢ité misto v ndhodnou dobu (model pro fronty)
e jako limitni p¥ipad Bi(n,p)

e pocet meteoriti. které spadnou na urcité misto

Priklad 8.3 Infocentrum navstivi v priméru 20 osob za hodinu. Jaka je pravdépodobnost, ze
béhem 15-ti minut nikdo nepfijde.

Pozn.: Takto to néni dostate¢né = musime pfepokladat, ze to m& Poissonovo rozdélend.

X ...pocet osob za 15min.

1
PIX =0 == = A= " =—5
[ T] c ed 4
nikdo nepfijde

Priklad 8.4 Mame par bot, jeho zivotnost se #idi normalnim rozdélnim.
e X ... Zivotnost paru bot
e X ~ N(u=12,0%=4)

Chceme znat pravdépodobnost vymeény béhem 15 mésica.

P[X < 15]
1 _ (z—12)2

:\/%26 2-4
/

fx(x)

P[X<15]

E(X)=p=12

Musime pfevést vypocet na jiny model (jiné rozdéleni) = budeme normovat veli¢inu (jednoduse
feceno, presuneme 12 do 0), protoze nemame k dispozici vypocetni zafizeni a také z divodu,
ze u zkousky je moZné pouzivat pro vypolty pouze tabulky, v nichZ jsou hodnoty jen (0,1) :

Normované veli¢ina: U = X - B(X)
D(X)
EU)=0
DU)=1
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[z —12 15 —12
<
2~ 2

~N(0,1)
3

:P-ng]:@)(

3
3)
T
najdu v tabulkach

=0,9332

Priklad 8.5 Vime, 7e body z testu maji nasledujic{ normalni rozdéleni:
e X ... body z testu
e X ~ N(u= 500,02 =100%)

Bylo pfijato 70% uchazect. Kolik stacilo bodu k piijeti?

Nevyhoda: neni to nijak omezeno.

0,7=P[X2X0_3]

X 500

P[X > z03] hledame 30% kvantil normélniho rozdéleni N (500, 1002)

= opét budeme normovat (transformujeme na jiny model):

Lo — [
g

U =

03 = 100 - ug 3 + 500

up,3 ale neni v tabulkach, je tam v8ak hodnota pro 0,7 = w3 = —ug7 =

x0,3 = 500 — up7 -100 = 4480 (potiebny pocet bodh)
0,524

Piiklad 8.6 Mame 2 veli¢iny X, Y, zndme pouze stiedni hodnotu a rozptyl:

E(X)=E(Y)=2
D(X)=5D() =1
Z=2X-Y+3
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Dokéazeme spocitat E(Z) a D(Z)?

stfedni hodnota 3 je opét 3 ;-)
1

E(Z)=E@X —Y +3) =2B(X) - BE(Y) + E(3) =5
D(Z)=D(2X —-Y +3) toto mizu udélat pouze za predpokladu, Ze jsou nezavislé
D2X)+ DY)+ D(3)=4D(X)+ D(Y)+ D(3) =21

N
0

Nyni zaménme Z za Zy = XY, potom:

E(Zy) = E(XY)=E(X)-E(Y) =4

Piiklad 8.7 Budeme generovat ndhodné ¢isla ze dvou intervalid (0;1) a (1;2). Mazeme i po
seCteni danych Cisel ¢islo povazovat za ndhodné?

e X ma rovnomérné rozdéleni na (0;1)
e Y mé rovnomérné rozdéleni na (1;2)
e X a Y jsou nezavislé

e Z7=X+Y, (1;3)

Musime uréit rozdéleni Z a pokud bude rovnomeérné, mizeme ¢&islo povazovat za ndhodné.

frl) = { (1) ;cinilio; 1)

0 jinak

{ 1 e (L;2)

fz je konvoluci fx a fy

fz(z) = / fx (@) fy(z —x)dx

1
= /fY(Z —x)dx funkce je nulova, vyjma intervalu (0;1)
0

=— 71fy(v)dv

:Z_/l fy(v)dv
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0 z <1
z—1 xe(1;2)

2 =95, z € (2;3)
0 z>3
E(Z):E(X+Y)=%+g:2

E(X)=Xo5 50% kvantil

Méme tedy trojuhelnikové rozdélenf a to neni vhodné pro generovan{ ndhodnych &isel, protoze
extrémni hodnoty maji mensi pravdépodobnost vygenerovani.
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9 Cviceni 9

Priklad 9.1 Mé&fime a zjistujeme pravdépodobnost vyskytu vysledku v uréitém intervalu.

o X ... vysledek méfeni ~ N (pu = 160,02 = 20,4?)

1) P[X € (120;200)] = (vytvofime normovany normalni model N(0,1))

(AN

120 160 200

—40 x —160 40
< <
20,4 — 20,4 — 20,4

A
=1,96

=P

= ®(1,96) — (—1,96)
Z takl)ulek
=2%(1,96) —1=10,95

A
ze symetrie stac¢i poc¢itat polovinu intervalu

Y ma normaélni rozdéleni, zmérim jednou, podruhé a vydélim:

X1+ X
Y = % X1, Xy ~ N(160, 20,42)
T
jsou nezévisle!
X1+ X 1
E(Y)=E (1;2> =3 <E(a:1) + E(:L‘g)) = 160
Vysla nam st¥edni hodnota toho ptvodniho, tedy nic nového ;-)
Rozptyl:
D(Y)=D <X1 ‘;X?)

—

—(D(X1 + X2)) nezavisla velic¢ina - rozptyl souct je soucet rozptyla

W

:
konstanta se vytyka s kvadratem
D(X1) + D(X?)
4
o2  (20,4)?
2

= 14,422

2
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coz je mensi nez 02 =Y ~ N (

2) P[Y € (120;200)]

Zlomek ¥=160  N(0,1) ma také normalni rozdéleni, ale jiné meze.

14,42

0.2

160, — =
72

P {—2, 77 <

20,42
2

Y — 160

14,42

)

< 2,77] =0,994

37

Uz jsme prakticky nemuseli dopoditavat, protoze vidime, Ze pravdépodobnost je vétsi nez v

prvnim piipadé.

Piiklad 9.2 Nahodny vektor a jeho sdruZené rozdéleni E]
Méame 3 micky riznych barev (RGB). Ndhodné je rozmistime do t¥{ krabicek.

Jaké jsou pravdépodobnosti rozdéleni vSech riznych veli¢in? Jsou veli¢iny nezavislé?

e X; ... pocet mickd v prvni krabicce

e X ... pocet obsazenych krabicek (takovych, kde je alespon jeden micek)

Pokud v prvni krabi¢ce budou t¥i micky, pak nemizou byt obsazené 2 krabicky = veli¢iny

nejsou nezavislé!

Této hodnoty nabudou policka v tabulce, ddrka znamend soucasné.

33 =927...

P[X) =x1, X9 = 9]

sdruzené rozdéleni

pocet v8ech moznych rozmistén{ t¥f mickt do t¥ krabicek

Vysvétlivky k poli¢kam v tabulce:

o [0,2],[1,2]...

e [1,3]...

stejné, az na prohozeni krabicek

vSechny permutace

!Cilem je mit jeden popis pro vice ndhodnych veli¢in

X1
X 0 1 2 3 P[XQ ZBQ]
2 1 3
1 = — | =
27 0 0 27 || 27
6 6 6 18
2 | = | = -
27 | 27 | 27 0 27
6 6
3 0| =10 0 —
27 27
8 |12 | 6 1
PlX, = — = | =]|=11
K=ol 7% | o | %
pozice X1, Xo
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e a3 soucet musi byt vzdy 1

P[Xy=m] =) PI[X; =1, Xy =19

1
V tabulce je zakddovdno i to, Ze nejsou nezavisle, viz. napf. [1,1] = 0, ale nasobkem (viz.
definice) 2 - 32 # 0 =

X1, X3 jsou nezavislé diskrétni veli¢iny < je sdruZené rozdéleni rovno margindlnimu sou¢inu.

P[Xlle,ngl‘z] :P[Xl :l‘l]'P[X2:$2]

definovano pro Vg, Vz;
Také to muZzeme ovérit z:

12 6 1
E(X])=1 - —-42- —4+3.—=1
(X3) o7 T2 57 T3 57

3 18 6 57 19
(X2) 7 T2t T T
2
D(X1) = E (X1?) — B*(Xy) = 3
26
D(X5) = —
(X2) a1
kovarmncem
19
9
1

Cov (Xl,Xg) =F (XlXQ) —F (Xl) - E (XQ)

= Z$1'$2'P[X1=$17X2=362]—*

Z1,T2

1 6 6 6
=3 . —4+92. — 4+4. — i
J 27+ 27+ 27+3 27

19 19
) 9
=0

— souliny x1 - x2 - P najdeme v tabulkich

= cov(X1,X2) = 0. Sice to znali, Ze jsou nezavislé, ale takto usuzovat nemuzeme. Kdyby
X1, X5 byly nezavislé = cov = 0, ale obracené to neplati. Kdyby ale byla kovariance # 0, znaci
to zéavislost.

Priklad 9.3 Mame v osudi 3 ¢erné a 2 bilé mice. Nahodné vybereme mié¢, vratime ho zpét a
pak znovu nahodné vybereme mic.

2Kovariance je stfedni hodnota sou¢inu odchylek obou nahodnych veli¢in X,Y od jejich stfednich hodnot.
Kovariance miize nabyvat hodnot z intervalu (—oo; 00). Kovariance poskytuje informaci o intenzit8 vztahu mezi
dvéma veli¢inami.
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X — , 1. tazeny mic je bily
0, 1. taZeny miC je Cerny

v — 1, 2. tazeny mi¢ je bily
0, 2. taZeny mic je Cerny

Jedna se o velitny, které popisuji stejny typ jevu = jsou nezavislé (protoze vracime zpét)
(PIX] = P[Y])

Y
X 0| 1| P[X=a1]
9 | 6| 3
0 A B |
25 125 || 5
1 6142
25 125 | 5
31 2
Py = 21201
Y =y s | s

2
Z=x4vy NBi(n:2,p:>

Soucet veli¢in s rozdélenim 0,1 = binomické rozdéleni

cov(X,Y)=0
E(XY) - E(X)E(Y) =0
Nezavislost tedy slouzi k usnadnéni vypoctu. Kdyz bychom méli napt. 20 veli¢in (kazda 0/1),

tak pro sdruzené rozdéleni potiebujeme 220 — 1 policek.
Marginalni distribuéni funkce:

0, =<0
Fx(z)=4 2, €/(0,1)
1, =>1

Fx(x) = yljcf)lo Fxy(z,y)

0, y<O0
Fy(y)=q 3. y€(0,1)
1, jinak
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SdruZena distribué¢ni funkce:

FXY(ﬂf,y) :RQ - <Oa 1>
Fxy(z,y) = P[X <z,Y <]

= ) PX=2Y=y]

"E/Sx7y/§y

0, z<0Oneboy<0
I, z>1Ly=>1

FXY($7y) =
>, x,y€(0,1)
%, x>1,y€(0,1)nebox € (0,1),y > 1
Y\
3
5 1
o 1+ .
9 3
25 5
| ~—~
| —
0 1 X
0 0

Alternativni definice pomoci distribuéni a marginalni funkce

Fxy(z,y) = Fx () - Fy (y)

z+y, z,y(0,1
FXY(xay) = { 0 jinak < >

e marginalni rozdélen{

e (ne) zavislost X a Y

o

0, z¢(0,1)
—00 0

X aY jsou nezavislé & fxy(z,y) # fx(z)fy(y), Iz, y € R
1

nejsou nezavislé
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kovariance:

cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y)

11
E(XY) //xyfxy:cy ) dzdy ://xya:—l—y dxdy
0 0

—00 —O0

1 3 1
(]2 4P v v,
_/[3y+ y] /3 2

0

1
1 2
D(X) = cov(X, X) = B (X*) E*(X) = /5'72 (“ 2> dx — (12)
0
I A R It
4 6], 144 144
10
2
korelace (znormujeme kovarianci):
p(X,Y) e (-1,1)
1 49
cov(X,Y 27 71 1
p(X,Y) = (XY) _3 INTTRE
VD(X) - /DY 1 11
144

Vysel nam koeficient korelace. Korelace do urcité miry méri linearni zavislost = mezi veli¢inami
je velmi slab4 linearni zavislost.
Kovarianéni matice:

[ = cov(X,X)

D(lX) cov(X,Y)

xy | cou(Y,X) D(Y)

!
i =cov(YY) |
Korela¢ni matice:
1 p(X)Y)
PXY
p(Y,X) 1

Diagonaly jsou ,,1“ - odpovida korelaci veli¢iny sama se sebou p(X, X) = 1.
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Piiklad 9.4 Mame nadhodny vektor dvou spojitych ndhodnych veli¢in popsanych tzv. sdruze-
nou hustotou.

r+y, x,y€(0;1)
fXY(xay) = ..
0, jinak

Aby toto platilo, obsah musi byt ,, 1% =

oo o0

| [ txv@asdy =1

—00 —O0

z oy
Fxy(xz,y) = / /ny(u,v)dvdu

—00 —00
Musime fFict, jakd je hodnota v kazdém bodé. Nemame ale tabulky, pomtZzeme si tedy pies
hustotu:

1, z,y >0
Fxy(z,y) =4 0, x < 0neboy <0 vysledek bude spojita funkce
Cutel gy e (031)

protoze:

z oy
//(t + u)dudt pouzijeme Fubiniho vétu = nejd¥ive integrujeme vnitini a pak vnéjsi
0 0

0
y 2
Yy
= [t =—dt
/1”2
0
t2 y2:|x
sy,
_xz-y—l—x y2
2

Nyni spoc¢itame marginalni hustotu (pofad myslime na analogii s tabulkou):

fx(z) = /fxy(x,y)dy

1

Z/(x+y)dy

0

_ . yr
—[a: y+20

1
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Pocitali jsme pouze pies 1 hodnotu, stejné jako v tabulce.

1
ry)=y+5 ye0l)
protoze jsou symetrické a kdyz:

z g (0;1)  fx(x)=0

=

y¢(0;1)  fr(y)=0
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10 Cvicéeni 10

Piiklad 10.1 Mame trojuhelnik a ndhodné v ném vybereme bod.

Obé& soutadnice lze povaZzovat za realizaci ndhodného vektoru spojitého rozdéleni.

1_
(x,y)

Méame sdruzeny model, sdruzenou hustotu:

o=
Il
[\S)

2, (x,y) € M...plocha trojahelniku - plocha ¢tverce je 1, trojihelnik ma % =

fXY(xvy) = { ..
0, jinak

M={(z,y) eRlz+y<1lz>0y>0}

EX)= [ zfx(z)dx= [ z-2-(1—2)dx
_Zo 0/
1
2 3, 33

SmiSené rozdéleni nadhodného vektoru

1) DiskrétniX ~ rovnomérné rozdéleni na dvouprvkové mnoziné {0,1}

2) SpojityY ~ rovnomérné rozdéleni na (0, 2)

1) PIX =0] = Plxr=1] =1 je to na konecné mnoziné, proto Laplaceiv model.
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2) Distribuéni funkce rovnomeérného rozdéleni:

0, y<o0
Fr(y)=19 3y, ye(0;2)
L, y>2

Distribu¢ni funkce sdruzeného rozdéleni (budeme piedpokladat jejich nezavislost):

x < 0neboy <0
z €(0,1),y € (0,2)
z>1, ye(0,2)
z€(0,1), y>2
jinak

Fxy(,y) = Fx(z) Fy (y) =

o R e O

Piiklad 10.2 Chceme spocitat pravdépodobnost, Ze ndhodny vektor spadne do obdélniku.
Jak to spocitdme z distribuéni funkce?

yz- -

Obd

yi- -

X1 X2

plocha obdélniku:

xr2 Y2

Ixv(z,y) dydx

1 Y1

P[(X,Y) € Obd] = Fxy(x2,y2) — Fxy(z2,y1) — Fxy(z1,92) + Fxy(z1,91)

- T~ .
o ® — zbgwme se toh('>,
| co mame 2x a navic

/
/

@

1 toto jsem odecetl 2x

Pravidlo 3o

Ve vzdélenosti alespoit 30 od stfedni hodnoty N (u,c?) se nachézi asi 3 promile pozorovani.
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u-30 J u+30
L -
Zajimaji nas tyto
"zbytkové" pravdépodobnosti

P[|X —p| <30]=P[-30 < X — < 30]
X—p
o

=P |-3< <3

= ®(3) — ®(—3) = 28(3) —1=0,9973 ~ N(0,1)
——
=0,99865

Vysledek odpovida
obsahu této plochy

u-30 V] u+3o

pokud nezname rozdéleni
P[|X — E(X)| < 30] = pouzijeme Cebysevovu nerovnost

Pro VNV, kterd ma stiedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X) plati:

Ve > o
D(X
Pl(X —EX)|<e]>1- 22 )
dolni mez — at je tolerance jakikoliv
e=30

2

o 8

P[|X - FE(X >1— — =—
[1X - B0 <30] 21— o0y =
;

odhad meze - uz nejde zjep§it

Plo <X - E(X) < 30]

Interpretace je nasledujici: Pravdépodobnost, Ze realizace pokusu spadne do té vysece omezend

3 parametry je alespon % (dolni mez). Plati pro v8echno, ale je to zbytetné pesimistickeé.



KAPITOLA 10. CVICENI 10

47

Piiklad 10.3 Hazime 105-krat symetrickou minci. Jakd je pravdépodobnost, Ze Getnost lici

bude v intervalu <3 1057 - 105>?

e X ... poéethBi(nleG;p:%)

109 1

7-105 106 1
P[X €(3-10%7-10°)] = > ( . ) ‘oigs ¢« ale moc velke
x=3-10°

Pouzijeme proto hruby odhad dle éeby§evovy nerovnosti:

EX)=n-p=5-106 £=2.10°+1
106 5
D(X):n-p'(l—p):T:2-5'10

7 C’eby§evovy nerovnosti =

2.5-10°
5 = 0,999994 dolni odhad

P[X-5-10°<2-10°-1] >1—- ————
(2105 4+1)
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11 Cviceni 11

S,
Piiklad 11.1 —= je relativni éetnost lict v n hodech minci. Kolik musime provést hodd,
n

abychom se v odhadu 3 padnutych lict ligili maximalné o 0,05 s pravdépodobnosti nejméné
0,957

e X ... vybérovy primér = =

Véta Kolik musime provést... ¥ikd néco o pravdépodobnosti, proto:

d

Vyuzijeme CebySevovu nerovnost:

1
Sn—‘ <0,05} >0,95
n 2

1
SnNBl n7§

binomické rozdéleni

Nyni uz méame vse pfipravené pro Cebysevovou nerovnost, protoze podle ni plati:

W 1 D (5
P Sn _1 < 0,05 20,95:1—M
n 2 g2
Chceme vyjadfit n:
D & :D(S"):i:i
n n? n?  4n
Po dosazeni mame vyraz
Sp 1 1
PH—’ <0705] >0,9%5=1-———3
n 2 4n - (0,05)
0,05 = 1
0,001
n = 2000

Musime provést alespon 2000 hodi, abychom splnili 95% pravdépodobnost, Ze pocet lict se
bude lisit maximalné o 0,05 od jedné poloviny hodt.
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Nicméné éeby§evova nerovnost je pesimisticka, a proto si nynf ukédzeme jiny zptisob feseni, ktery
nsrazi“ polet pokusi na nizsi hodnotu. Regeni je zalozeno na centrdalni limitni vété (de Moivre-
Laplace E[), zjednodusené feceno: kdyz budeme mit posloupnost veli¢in, které majf binomické
rozdéleni, méame stéle stejnou minci, ale providime s ni velky pocet pokusii:

Sh NBz‘(n,p) n — oo
Sn—n-p

= lim P|—2r— " P
n-p-(1-p)

n—oo

<z| =o(z)

Podle centralni limitni véty bude graf pravdépodobnosti (Distribu¢ni funkce) dostatetné aprox-

imativni.
Vyraz P [ % — %’ <0, 05] chceme pfevést tak, abychom ho mohli dosadit do uvedené limity.
Sn | Ny
P||l— - 3 < 0,05 celou nerovnost vynasobim n
n
P [ S, — g‘ <0,05-n|  déle délim smérodatnou odchylkou\éﬁ
Su—2|] 0,050 .
P 2 ) = P 2 1-

®(0,1-vn) —®(-0,1-/n) aproximujeme dle CLV
20 (0,1-y/n) —1>0,95
® (0,1y/n) > 0,975
0,1v/n > &1 (0,975) = ug 975
n > 100 - ugo75 = 385

(012)™

-0,1n 0,1n

Toto potvrzuje, jak je éeby§evova nerovnost pesimistickd, nyni nam staéi provést pouze 385
hodi, ale pro Cebysevovu nerovnost byla dolni mez pevné dand, zatimco CLV pracuje s aprox-
imaci (v nekone¢nu).

Priklad 11.2 Kolik respondenti je tieba oslovit pfi prizkumu, abychom odhadli volebni
vysledek s pravdépodobnosti o a odchylkou mengi nez .

e n... poCet respondentti = 7

! Jedna se nejjednodussi vyjadieni CLV. Podle Moivreovy-Laplaceovy véty pii velkém poétu nezavislych pokusi
konverguje binomické rozdéleni k rozdéleni normalnimu.
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. neznama pravdépodobnost (preference 1 strany, jejiz vysledek nas zajima)

e D.
e S, ... polet respokdenti preferujicich danou stranu

o Sn 7
n

Zajima nas —, coz je opét X = vybérovy priimér (ve statistické terminologii) = je to bodovy

g

Zajima néas tedy interval spolehlivosti na hladiné « pro parametr p, takze vyraz P H % — p} < E]
chceme prevést do tvaru centralni limitni véty:

odhad parametru p:

vl
— —p| el z2a
n

Sp—n-p

Vn-p-(1-p) = \/n~p'(1—p)]
= 2 (‘g\/ﬁ> —1>a

p-(1-p)

P

Nasobili jsme n a délili smérodatnou odchylkou (pfepokladame, ze je nenulova).
V redlném svété € zname, ale nevime p, které musime odhadnout:

1
p-(1=p) = Vp-(1-p) <5« spodni mez

2@(5'\%)—120[

1
2

a+1
®(2-¢e-vn)> 5

1
2~8~\/ﬁZ¢’_1 (Q;— )-ua+1

2

n > 4—62 . U%Tl
Tzn., ze kvantil roste s o , kterd odpovida pozadované piesnosti. Pro ¢ = 0,01 a « = 0,90
vychazi n > 6764, tedy musime oslovit 6764 respondentti (normdlni rozdélent).

Pro éebys%vovu nerovnost by byl vysledek vyssi nez 25 000 respondent.

Pro zpfesnéni vypoctu mohu lépe analyzovat parametr p - napf. z vysledku minulych voleb.
Budeme brat, ze p <0, 3.

20 <f/0,7\/251> -1 dopocitame jako pfed tim =

1 2
n=>0,21-— nan
13 2

n > 5676

Dostavame mengi dolni mez, o vice nez 1000.
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Piiklad 11.3 Secteme 300 ¢isel zaokrouhlenych na jedno desetinné misto. Jaka je pravdépodob-
nost, ze chyba pfi zaokrouhleni je mensi nez 17

e X ... chyba pfi zaokrouhleni (i = 1,...,300)

PlX1+ 4 X30] <1]

Nejdfive musime uréit rozdéleni naseho X;. Pfedpokladame rovnomérné rozdéleni na intervalu
-0,05 az 0,05 a predpokladéame, Ze chyby pii rozdéleni jsou nezavislé.

(e}

£ — { o1 =10z € (~0,05;0,05)

’ jinak
Téch 0,1 je délka intervalu.
Mohli bychom 300 krat pocitat konvoluci, ale pouzijeme CLV (trogku jinou nez v minulém
prikladé, tahle je obecnéjsi). Xq,..., X, je posloupnost i.i.d E] veli¢in se stfedni hodnotou pu =
E(X;) a rozptylem D(X;) = o

n
ZXi—n-u

lim P —izlﬁ'g =@ ()
300
D( XZ»> =n-o?
=1
300 300
E ( XZ> => B(X;)=0
=1 =1
0,05
0,01 1
D(X;) = E (X?) = 2.10dy = — = ——
(X3) (X5) /x Ode = =19~ = 1200
—0,05
300 7]
> Xi
P =1 < = $(2) — B(-2)

1
1 1
\/300'\/W \/3004/%

2.$(2) —1=0,955

——

2V anglické literatufe i.i.d. = Independent and Identically Distributed. Nahodné vzorky definujeme jako
sekvenci navzajem nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim.
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12 CvicCeni 12

Priklad 12.1 Velikost platd ve firmé
Mame ndhodny vybér o rozsahu n = 9, vysledek:

i 112 13 (4 |5 |6 |7 |8 |9

tis. K& | 12 | 15|21 | 25 | 28 | 32 | 35 | 48 | 62

1. Jaké pravdépodobnostni rozdéleni odpovidé sledované situaci? Jaky je vhodny model pro

rozdéleni mezd?

2. Jaka je stfedni hodnota platu, rozptyl atd.?

Méjme néjaky zdkladni soubor obsahujici néjakou populaci. My ovSsem mame k dispozici jen ¢ast
= vybérovy soubor D

Zakladni soubor

__ Négjaka
populace

Vybérovy
~ soubor

7 tohoto vgberového souboru ziskdme néjaka data:

DATA(z1,...,z,) € R" je to n&jaka n-tice, v nafem p¥ipadé 9-tice

= chceme postihnout vSechna data, proto mame nahodny vybér (Xy,...,X,) je 1id

= statistika ... funkce ndhodného vybéru @(Xl, ..., Xy), Casto vyjadieno ¢islem 9, kterému
fikame realizace odhadu.

Proto miizu 2. fesit nékolika zptlisoby:

Stiedni hodnota ¥ = E(X):

a) Pomoci vybérového priméru (prosty aritmeticky)

et

I
\
8

L Vgberovy soubor = soubor jednotek (pro né jsou k dispozici data nebo pro néz tato data ziskdvame), ktery
zastupuje zdkladni soubor ve vyzkumu. Vysledky pro néj zjiSténé maji byt zobecnitelné na zakladni soubor.
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b) Pomoci vybérového medianu [

4(0,5) = 28 000,-

¢) Pomoci ,ufiznutého" priméru® E]

Kl

= 29 140.-

Rozptyl:

a) Odhadujeme ho pomoci vybérového rozptylu

n

1
Sizn_l (z; — )
=1
1< )
:§§:@m—3qm

=1
= 253,6

Délime ale jen 8-krét, protoze se chci trefit do skutecné le¢ neznamé hodnoty.

b)

n—1 4 . VR
g = -8 toto je mensi nez vybérovy rozptyl
xX

xT

E(s?)=D(X
E(X) = BE(X)

1.

Platy predstavuji lognormdini rozdélem’ﬁ

Misto hodnot ale mohu vzit interval hodnot. Sem miiZe padnout hodnota s touto pravdépodob-
nosti:

PWell>1—a

= na coz navazuje dalsi piiklad.

2 Vybérovyj medidn je jinym odhadem st¥edni hodnoty. P¥i lichém po&tu pozorovani je to prost¥edni hodnota
v uspofddaném vybéru, mame-li sudy pocet pozorovani, pouzijeme primeér dvou prostiednich hodnot.

3 Trimmed Mean, uiiznuty, nebo také useknuty primér = urditad ¢ast nejvétsich a nejmensich hodnot se do
vypodtu nezahrne. Napi. desetiprocentni ufezany primér znamené, ze se vynecha 10% nejnizgich vysledki a
10% nejvyssich vysledkil a ze zbytku se po&ita prosty prumeér. Obvykle se voli 5%, 10% nebo 25%-ni useknuty
prumér. Jde o snahu nezahrnout do vypoc¢tu extrémni hodnoty. Odstrafiuje nedostatky prostého primeéru.

*Je to rozdéleni, jez neni symetrické. Je ziejmeé, e silné nesymetrické rozdéleni nemiize mit ty vlastnosti,
kterymi se vyznacuje normalni rozdé€leni. MiZeme vSak uvaZovat lognormdini rozdélent.
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Priklad 12.2 Pro dopravu ze Strahova na Karlovo namésti byl pouzit n = 18-krat autobus a
tramvaj. Z toho bylo vypodéteno:

Stifedni hodnota | Smérodatna odchylka

Autobus | z, = 18,83 Sq = 2 706

Tramvaj | z; = 20,90 s =1 348

7Zda se, ze je lepsi jezdit autobusem - potvrdi se tento predpoklad?
Zajimé nas to spise z dlouhodobého hlediska, tedy interval (a = 0,05). Jakd bude maximalni
doba cestovani, kterou nepfekro¢ime s pravdépodobnosti 95%7

= pouzijeme intervalovy odhad stfedni hodnoty (u) a zajima nas horni mez (za predpokladu
normality doby cestovéni).

I = (—oo;a; + = tn_l,l_a>
Vn
kde:
e ¥ ... je stifedni hodnota
e s... je smérodatné odchylka
e /n... je odmocnina z po¢tu pozorovani
® ly_11-a--- je kvantil Studentova rozdélem’ﬂ najdeme v tabulkach

= pro oba dopravni prostifedky plati:

2706
V18

1348
Itram = <_OO§ 20, 90 + ﬁ . 1, 74) = (—OO; 21,45)

5Oznadovano téz jako t rozdéleni. Nazev Studentovo rozdéleni vznikl podle pana, ktery se nejmenoval Student,
jak by se dalo oCekavat. Tento pan se jmenoval William Sealy Gosset a nebyl povolanim statistikem, jak by se
dalo oc¢ekavat. Byl povolanim chemik a zatatkem 20. stoleti pracoval v anglickém pivovaru Guinness. A toto
rozdéleni nevymyslel proto, Zze by se nudil, ale proto, Ze potfeboval vyvozovat na zidkladé velmi malych vzorki
pouzitelné zavéry. A k témto tcelim se toto rozdéleni pouziva dodnes.

Tyys = <_OO§ 18,83 + -1, 74) = (—OO; 19, 93)
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= s pravdépodobnosti 95% nikdy nebudeme cestovat busem vice nez 19,93min = bus je i tak
vyhodnéjsi.
ale:

1. Ze Strahova nejezdi tramvaj ;-)

2. Pfipoustime i zaporny cas

3. Mozné zavislosti

e Cestujeme (mé&fime data) ve stejnou dobu

e Na trase se muZze stat nehoda

Priklad 12.3 Vyg8ka 10-ti letych chlapci
V roce 1961 bylo naméfeno n = 15 vysek:

i1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 12 |13 |14 |15

v | 130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151 | 139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

7 roku 1951 mame k dispozici tyto adaje:
e Stfedni hodnota u = 136, 1
e Smérodatné odchylka o, = 6,4

MiuizZeme na zakladé téchto dat usuzovat, ze se pramérna vyska v téchto letech zménila?

136,1

Jsou pfedpoklady, které je slusné fici pied tim, nez zatneme pocitat:
e Vyska ma normalni rozdélent
e Stiedni hodnota se zménit miZe, ale rozptyl ne — variabilita se neméni

Opét napt. a — 0,05 a interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu p pfi zndmém
rozptylu o?:

P[ME<X—U-ul_a;X’+
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4 4
I <139,1— 6, -1,96;139,1 + 5, -1,96>

V15 V15
= (135,9;142,4)

= stfedni hodnota se nezmeénila, spada do intervalu. Proto je lepsi pouzit intervalovy odhad,
dava nam lep&i informaci, nespokojime se jen s jednou hodnotou.
Pozn.: Jak volime kvantil?

1. Studentovo = nezname rozptyl

2. Normalni = rozptyl zndme
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13

Cviceni 13

Metody odhadd parametri:

Metoda momenti

.-

Metoda maximalni vérohodnosti byjvd castéjsi

9= (01,...,0,) € I CR* vektor k realnych Cisel

Na zakladé realizace nahodného vybéru (z1,...,x,) € R"” chceme odhadnout neznamé parame-
try

Priklad 13.1 Nahodna veli¢ina mtize nabyvat hodnot 0, 1, 2. Jeji rozdélen{, zavislé na parame-

trech

p,q a ¢etnost hodnot v realizaci uvadi tabulka:

hodnota 0] 1 2

teoretickd pravdépodobnost | p | q | ¢

pozorované cetnost 2112] 6

Odhadnéte parametry p,q.

Tedy:

p=1

n =20

p,q € (0;1) a jsou to zaroven omezugici podminky

z1=0,20 =0
rz3=1,z4=1,...,214=1
Ti5=2,...,&90 = 2

P, q,q* jsou ¥

empirické rozdéleni, napt. pro 0 je to %0

—q—¢®> souéet musi byt 1 = sta¢i odhadnout ¢

IeR3
I=1{(p,q,¢*) eR*|0<pg<l,p+q+qg =1}

coz je parametrickd mnozina spliiujici néjaka omezeni.
= vybereme bod z II, ktery odpovidé jistému pravdépodobnostnimu modelu.

1)

Metoda momentii:
Predpokladame rovnost vyrazi:
0-2+1-12+2-6 6

EX =q+2-¢=m, = 20 5
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Dostavame kvadratickou rovnici o 1 nezniamé

9 6
q+2-¢°= 5
kterd ma 2 FeSeni
1 1. 1 1.
¢ = —5 V265 — 3 =-1,0639 ¢ = 2—0%— 7 = 0,56394
q1 nevyhovuje zad4ni (nepat¥i do parametrické mnoziny). gz ale ano = p = 1 —qg — q2? =

0,11803

2) Metoda maximalni vérohodnosti:

() =2Inp+12Ing+6ing®=2In (1—qg—q¢*)+241Ingq

0 24 —2¢—1
—l(q) =—+2———
dq @ g 1-g-—¢?
Vyraz poloZime 0 a vyjde ndm opét kvadraticka rovnice s feSenimi q; = —% (nevyhovuje),

g = % =0,57143 (vyhovuje) ap=1—qo — 2> = % = 0,10204.

Odhad je u obou metod odlisny a ¢asto tomu tak bude.

Priklad 13.2 Tabulka udava pravdépodobnosti a pozorované ¢etnosti vysledkt hodd nepravidel-
nou kostkou; odhadnéte neznamé parametry a,b.

vysledek ¢ 1 213|145 6

pravdépodobnost p; |a—b | a |a|a|a|a+b

¢etnost n; 2 5141(13]|6 10

11
Soucet pravdépodobnosti musi byt 1 = a = %. Zbyva urcit b € <—6; 6>'

1) Metoda momenti:
Spoéitame stfedni hodnotu, co mé teoreticky vyjit:

7 1-2+2-54+3-44+4-3+5-6+6-10 21
EX =5b+_-=2= -
T3 30 5
7
=b= =0 =0,14 coz vyhovuje podminkdm

2) Metoda maximalni vérohodnosti:

L(b)ZP[Xlle,...7X30=x30; b]

-G 6 G
1(b) = In(L(b)) = 2 In (é —b> +18 In é+ 10 In (é +b)

) 1
() = -2

1
6

b= é, coz vyhovuje podminkam.
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Pi#iklad 13.3 Odhad v rozdéleni Bi(1,p)
Napt. pravdépodobnost p padnuti 6 v 1 hodu. Cilem je najit odhad parametru pomoci obou

metod.

Musime opét predpokladat, Ze jsme provedli nahodny vybér a jeho realizace je vektor (z1,...,2,),2; €
{0, 1}, tedy padla/nepadla 6.

1) Metoda momentii:

2) Metoda maximalni vérohodnosti:
Spocitame vérohodnostni funkci

Lp)=p"-(1—-p)""

x = ZZL’l pocet jednicekl(p) =z In p+ (n —x) In (1 — p)
i=1

0

n—x

X
8p(p) 1
z(l1—p)—pn—x)=0
z—pn=20
12
n :

= T vybérovy primér je odhadem p pomoci metody momentt i maximdalni vérohodnosti.

Piiklad 13.4 Odhad v biexponenciialnim rozdéleni
f@)=ce ¥  zeR, a>0, c=?
n=10=z=2 s2=4
oo
Uréime ¢ € R z podminky [ fx(z) dz =1

—00
o0

/oofx(w) c/exdx—l—c/ T dx
=

0
a
00
—az g
a

REEE

=c=3
Metoda momentii:
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KAPITOLA 13.

E(X)= [ xfx(x)dr =0# 2 = pouziji 2.0obecny moment F(X?)
1

- funkce je sudé4

o0

E(X?) = / 22 fx(z) dx

Vybérovy 2. obecny moment:

—00

[e.o]

:g / p2e~ll gy

—00

a

2

0 0o

/ 269 g + — /x26_‘m dz

2
= a/%e_yi dy
a

0

100
2/ 2e7Y dy
0

2

2 )
= — « leva strana rovnice

n
-3 at=
_ xi =
n

i=1

= a=0,51

a2
prumér z kvadratu pozorovani
-1
= 82 + 72
9 38
= 4+22=
10 +

CVICENI 13
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14 Cviceni 14

Priklad 14.1 Vys8ka 10-ti letych chlapci

Navazujeme na pifklad z 12. cviceni.

n =15

V roce 1951 pp =136,1 o =26,4

V roce 1961 povazujeme rozptyl za znamy

Provedeme test o stfedni hodnoté normalnftho rozdéleni se znamym rozptylem na hladiné o =
0,05

Hy : pp=146,1 (v roce 1961) nulova hypotéza
Testovaci kritérium:

Tz —136,1
00

vn

Mame kvantil up 975 = 1,96
Testovaci kritérium < kvantil = Hy nezamitame.

Piiklad 14.2 Test parametru p rozdéleni Bi(1l,p)

Mame n = 2000 pacienti, ktefi jsou po operaci bypassu. Z toho je 835 bélochii.
Hj : zda dochéaz{ k rasové diskriminaci. p = 0,5

Hy:p=0,5

% =0,4175 je realizaci odhadu parametru p

j p—
X ... vybérovy primér je nestrannym odhadem p

~5 ()

1
p(1-p)
_p(1—p)
n

P<1—P>>

X ma podle centrdlng limitni véty rozdéleni N (p,
n



62 KAPITOLA 14. CVICENI 14

Testovaci kritérium:

0,5
_ 1
T — Po
z(1—Z)
n

U=

=-7,5 coz je velmi mald Sance, aby to vyslo

|U| > uo,975

Priklad 14.3 y2?-test dobré shody

Testujeme shodu empirického rozdéleni s rozdélenim diskrétnim
Méame k t¥id a ny + ...n; = n. V nasem piipadé n = 2000

Z online generatoru (hod kostkou) jsem ziskali néasledujici ¢etnosti:

ny = 331
ng = 317
nsg = 344
ng = 340
ns = 324
ng = 344

Teoretickd pravdépodobnost by pro i-tou t¥idu méla byt p; = %, za predpokladu férové kostky.
Hy : empirické rozdéleni je rovnomérné
Testovaci statistika:

Zk: (ni —np:)? (331 —333,3)? (344 — 333,3)2
np; N 333,3 333,3

=1,897

i=1

Kvantil:

2 (k—1) (k — 1)-stupiii volnosti
X,95(5) = 11,07

1,897 < 11,07 = Hy nezamitame.
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