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Predmluva

Tento text je uréen pro studenty technickych vvsokych gkol, zejména elektrotechnickych fakult,
jako nvod do teorie pravdépodobnosti a metod matematické statistiky. Zvlastni diraz je kladen
na otazky pouZitelnosti jednotlivych metod a interpretaci jejich vysledki, spiSe neZ na podrobné
odvozeni, které lze najit v literatufe.

Pokud je na zagatku kapitoly citovana pouZita literatura, oznacuje pramen, z jehoZ pfistupu
jsem nejvic cerpal a ktery doporucuji pro dalsi studium (neni-li fe¢eno jinak).

Skriptum je psano tak, aby umoznilo rizné prichody podle vybéru latky pfednasejicim. Lze
pravdépodobnostni model, konstrukce pravdépodobuost{, entropii, charakteristickou funkci na-
hodné veli¢iny a mnohé statistické metody. Presto jsou uvedeny pro ty, kdo by chtéli 1épe pochopit
souvislosti nebo nastudovat piisludné téma bez nutnosti pfechodu na jinou terminologii a znacent
z jinych ucebnic. Vyjimkami jsou sinés nahodunych veli¢in a kvantilova funkce, kterd se prolina
celym textem, nebot je pouZita i ke znaceni kvantilu.

U prikladu cituji pouzité pramemny jen nékdy, ¢asto se jedné o vieobecné pouZivané ulohy.
Hvézdickami * jsou oznaceny pfiklady a cvifeni, které latku nejen procvicuji, ale i doplhuji
o témata. kterd by nemeéla byt pfi studiu prehlédnuta a mohou na né byt odkazy v daldim textu.

Pii ¢etbé prament jsem ve v&tSiné z nich nasel chyby veetné chybné feSenych prikladid. Statis-
tika mé nut{ ocekévat, Ze ani toto skriptum nebude vyjimkou. K tomu ucelu bude podporovano
na strance http://math.feld.cvut.cz/skripta/pms.htnl, kde ¢tenafi najdou errata, pfipadné
dodatky i kontakt na autora ¢i spravce stranky. Timto prosim o hlaSeni nalezenych chyb.

Skriptum bylo vytvofeno v prost¥edi Scientific Workplace (s vypoletni podporou MuPAD) a
vysazeno v systému ETEX s vyuZitim Sablony nakladatelstvi Springer. JelikoZ se jedna o mezi-
narodn{ prostiedi, prosim ¢tenai'e o shovivavost pfi zjisténych nedostatcich Ceské sazby (nicméné
o nahl4Seni zéavad). Statistické tabulky byly vygenerovény tabulkovym procesorem MS Exzcel.
Na tvorbé obrazki pomoci programit zfig, Maple® a Scientific Workplace/MuPAD se velmi
ochotné podileli Prof. Ing. Vaclav Hlava¢, CSc. a Ing. Milan Petrik. Nékteré vypocty (zejména
s vysokymi mocninami a kombina¢nimi ¢isly) byly provadény v systému Maple® diky podpore
projektu MSMT 1N04075 »Realizace interaktivné informa&niho portalu pro v&decko-technické
aplikace”. Podminky pro praci na skriptu a inspiraci poskytl vyzkumny zamér MSM 6840770013
~Rozhodovani a Fizen{ pro pramyslovou vyrobu III".

K podstatnému vylepSeni textu pfispélo riznymi zpisoby mnoho lidi, zejména Prof. RNDr.
J. Stépéan, DrSc., Doc. Vladimir Rogalewicz, CSc., Prof. Ing. Vaclav Hlavag, CSc., Doc. RNDr.
Eduard Krajnik, CSs., RNDr. Petr Olgak, RNDr. Petr Savicky, CSc., Doc. RNDr. Jaroslav Tiser,
CSc.. Doc. RNDr. Josef Tkadlec, CSc., Doc. RNDr. Peter Volauf, CSc., Ing. Tom4s Kroupa,
Ph.D., Ing. Vit Zyka, Ph.D., Ing. Milan Petrik, Ing. Vaclav Gerla. Lukas Pfivoznik, Jakub Blach
a dalsi. Jejich pomoci st vaZim a timto za ni dékuji.

Praha, 13. srpna 2007 Mirko Navara
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10 Piehled znacent

Prehled znadeni

Odchylky od &eského standardu

V néasledujicich pripadech je pouZit anglicky standard misto Ceského; podobny trend v3ak lze
pozorovat i v jinych soudasnych Ceskych ucebnicich, napf. [Nagy 2002, Novovicova 2002).

znacka priklad pouziti vyznam
- ACBHB podmnozina (misto C, pokud pfipous-
time rovnost)
{0.1,0.9) desetinné tecka misto carky

Obecné matematické symboly

N N={1,2,...}

7 z el

R zeR

C reC

i elwlt = coswi+1sinwt

= T=3.14

N 10|

nu, ANB=AUB
P[X>0,X<1]

\ A\B=AnNB

exp expf2={A|AC N}

I X 1o,

* (fx * fy) (u)

", ",
1,0 P(1)=P(Q) =1
0,0 P(0) = P() =0
P() P(4)

P[] P[X < 0]

P(.}) P(A|B)

mnozina v8ech pfirozenych isel
mnoZina viech celych Cisel

mnoZina véech realnych ¢isel
mnozina vSech komplexnich &fsel
imaginarni jednotka

priblizné rovnost

polet prvki (=kardinalita) mnoZiny
mnozinové operace (prinik, sjedno-
ceni, dopln&k}, ale i vyrokové aperace
s jevy (konjunkce, disjunkce, negace)
konjunkce vyroka (pouze v kontextu
pravdépodobnosti hodnot nahodnych
veli¢in)

rozdil mnoZin

potenni mnoZina (=mnoZina vSech
podmnoZin) mnoziny

zazeni funkce na podmnoZinu jejtho
definiéniho oboru

konvoluce

mnoZina vSech elementarnich jevi
jev jisty

jev nemoZny

pravdépodobnost jevu

pravdépodobnost jevu (pouze v kon-
textu pravdépodobnosti hodnot na-
hodnych veli¢in)
podminénd pravdépodobnost jevu A
za podminky B



Popis ndhoednych veli¢in

P Py

E Fx

o S = I\,

Mix Mis, (X, V)

Mix Mix(yy oy (X1, X))
P PX

f Ix

© © = N1

q ax

q.(.) gx (@)

q.(1/2) gax (1/2)

o1 &7 = gnon)

o) Ox ={ueR|PX=u#0}

Charakteristiky nadhodnych veli¢in

E. EX

D. DX

g. X

norm . norm X

'4 x

cov(.,.) cov( X, V)=E(XY)-EX EY
o(...) o(X.Y) = cov(norm X, normY')
X Xx

0. ex
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mnoZina vech pravdépodobnosti na
o-algebfe

pravdépodobnostni mira popisujici
rozdéleni ndhodné veliiny
distribu¢n{ funkce nihodné veli¢iny
nebo rozdéleni (zprava spojitd)

distribuéni funkce normovaného nor-
mdiniho rozdéleni

smés dvou nahodnych veli¢in

smés vice ndhodnych veliéin
pravdépodobnostni funkce diskrétni
nahodné velidiny

hustota spojité ndhodné veli¢iny nebo
rozdélen{

hustota normovaného normdiniho roz-
déleni

kvantilovd funkce néhodné velidiny
nebo rozdéleni

kvantil ndhodné veli¢iny nebo rozdé-
ten{
median ndhodné veli¢iny nebo rozdé-
len{

kvantilovd funkce mnormovaného nor-
mdintho rozdéleni

obor hodnot, které nahodné velicina
nabyva s nenulovou pravdépodobnosti

stiedni hodnota nahodné veli¢iny
rozptyl (=disperze) nahodné velidiny
smérodatna odchylka

normované nadhodné veli¢ina
charakteristickd funkce nadhodné veli-
¢iny

kovariance nahodnych veli¢in
korelace ndhodnych veli¢in

kovarian¢ni matice nahodného vek-
toru

koreladni matice ndhodného vektoru



12 Prehled znadceni

Typy rozdéleni

Bi Bi(m, p)
Po Po(w)
R R{a,b)
N N(p, 0?)
N(0,1) N(0,1)
LN LN (g, %)
Ex Ex(w)
N N, &)
X X*(m)

t t(n)

F F(&.n)

Linearni prostor ndhodnych veli¢in

L Xel

Ly Lo C L

° XeY =E(XY)
I8l | X[l =vXeX

d dX,Y) =X - Y|
R R

AN N

Vybérové statistiky

X, Xn
- Z,Tn
§2, 52 Sg{,SQ
s?. 52 52,52
52 Eg{
5? 52
S,S Sx,S
5,8 Sz, S

binomické

Poissonovo

spojité rovnomérné

normélni (=Gaussovo)

normované normaln{
logaritmicko-normaln{
exponencialnf

vicerozmérné normalni (=Gaussovo)
x? (=,chf kvadrat®)

t (=Studentovo)

F (=Fisherovo-Snedecorovo)

mnozina vSech ndhodnych velidin na
pravdépodobnostnim prostoru

mnoZina v8ech nahodnych veliéin na
pravdépodobnostnim prostoru, které
majl rozptyl

skalarni sou¢in nadhodnych veli¢in
norma nahodné veli¢iny

metrika na prostoru nahodnych veli-
¢in Lo

prostor viech konstantnich ndhodnych
veliin

prostor v8ech ndhodnych velié¢in s nu-
lovou stfedn{ hodnotou

vybérovy primér

realizace vybérového primeéru
vybérovy rozptyl

realizace vybérového rozptylu
vybérovy 2. centralni moment (alter-
nativni odhad rozptylu)

realizace vybérového 2. centralnfho
momentu (alternativniho odhadu roz-
ptylu)

vybérova smérodatna odchylka

realizace vybérové smérodatné od-
chylky



M

A_[ Xk

mmk

Exy

oy

Ty
Tu = o

Emp(x)

9Emp(x) (1/2>

Pojmy z teorie odhadu

Pojmy z testovani

Hy
m
K

alk). a

G(k), 0
1-0

i
B

1M

S e D%
é\ﬂ mmmm?wj
5 oy e s 7§
S A AL

<

hypotéz

Hy: EX <¢
Hi:EX >¢
k=071 (1—-a)
alk),a
a=5%
8(k), 0

1-0
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vybérovy k-ty obecny moment
realizace vybérového k-tého obecného
momentu

vybérovy koeficient korelace

realizace vybérového koeficientu kore-
lace

Cetnost vysledku

relativni éetnost vysledku

empirické rozdéleni dané realizaci na-
hodného vybéru

vybérovy medidn (=median empiric-
kého rozdéleni)

parametricky prostor

skuteény parametr

odhad parametru

realizace odhadu parametru

vektor skuteénych parametri

odhad vektoru parametra

realizace odhadu vektoru parametrii
pravdépodobnostni funkce zavisla na
vektoru parametru

hustota zavisla na vektoru parametrii

distribuéni funkce zéavisla na vektoru
parametri

vérohodnost diskrétniho rozdéleni

logaritmus vérohodnosti diskrétnfho
rozdélent

vérohodnost spojitého rozdélen{

logaritmus vérohodnosti spojitého roz-
délent

nulova hypotéza

alternativni hypotéza

kritickda hodnota testu
pravdépodobnost chyby 1. druhu
hladina vyznamnosti
pravdépodobnost chyby 2. druhu

sila testu




1. Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

1.1 Kdy potfebujeme pravdépodobnostni popis?

Rekneme, Ze systém je ndhodny, jestlize jeho budouci chovani nedovedeme s jistotou predpove-
dét. Je to obvykle tim, e p¥iciny néjakych jevii nezname, nebo jsou tak sloZité, Ze je nedovedeme
vyhodnotit (napf. pro nedostateénou znalost po¢ateénich podminek). Ucelné chovan{ v nahodném
systému vyzaduje pfipravit se na ty udalosti, které nejspiSe nastanou. Napf. na letni dovolené
v Cechéach budeme asi spiSe potfebovat sluneéni bryle nez teplé rukavice, a podle toho se na ni
vybavime.

Pro pravdépodobnostni (=stochastickou) neurcitost je typické, Ze je Casové omezend. Prav-
dépodobnostni popis nahrazuje nedostatek naich znalosti pred provedenim nahodného pokusu.-
A7 pokus probéhne, bude jasné, ktery z moznych vysledkl nastal a ktery ne, neurcitost zmizi.
Teorie pravdépodobnosti se zabyva jen takovymi jevy.

Omezujeme se na takové ndhodné pokusy, které lze opakovat za stejnych, nebo aspofi velmi
podobnych podminek. (To je jesté vice potfeba ve statistice.) Jen zkuSenost z opakovani pokusu
nam miZe byt uZitefna pro rozhodovani o budoucich akeich. Ridke jevy takto studovat nelze a
je velini obtiZzné (byt Zadouci) rozsifit pouzitelnost pravdépodobnostnich a statistickych metod
na nahodné pokusy, jejichz opakovatelnost je omezena.

Poznamka 1.1.1: Casto se pravdépodobnost demonstruje na pitkladech z hazardnich her. Pro
teoril pravdépodobnosti je typické studium jevi, o nichZ lze uzavirat sdzky. Mame totiZ splnény
dva pFedpoklady: Pfed pokusem nenf vysledek znam, po pokusu je v8ak nezpochybnitelny.

MuZeme napiiklad studovat ndhodné jevy, jako je ¢as nadeho prichodu na zastavku autobusu,
Cas pfijezdu autobusu a zda autobus stihneme. MUZeme studovat otazku, zda bude zitra dalnice
D1 prujezdna, nikoli vsak, zda bude ,prijezdna bez obtizi“, protoZe to nenf vyrok (nelze ho za
vSech vysledku pokusu jednozna¢né vyhodnotit v terminech ,pravdivy-nepravdivy®).

Poznamka 1.1.2: Setkdvame se i s jinymi typy neurcitosti, které nedovoluji obvykly pravdépo-
dobnostn{ popis, a¢ se o to mnoz{ pokou8eji. Pravdépodobnostni popis dovoluje napf. usuzovat
o vysledku sportovniho zapasu, ale nikoli o tom, zda nase druzstvo hralo dob¥e nebo zda podalo
lepsi vykon nez minule. Tato informace je vdgns, nemame na ni jednoznacnou odpovéd ani poté,
co jsme pokus provedli. Takovy vysledek muze byt splnén vice ¢i méné, aniz bychom mohli Fici,
jak je pravdépodobné, Ze na§ tym hral dobfe. K tomu bychom totiz potfebovali ndhodny pokus,
ktery na tuto otazku dava nahodnou, ale jednoznatnou odpovéd. Presto i takové informace nam
néco rikaji a mohou byt uzitené pii dalsim rozhodovani. Jejich popis si vyzaduje vice nez dvé
pravdépodobnostni hodnoty. Timto zobecnénim se zabyva fuzzy logika. Vzhledem k odlignému
plvodu a vlastnostem popisované neurditosti nedovoluje nahradu pravdépodobnostnim popisem.

Poznamka 1.1.3: V kvantovych systémech se projevuje kvantovd neurditost. Ta je zobecnénim
pravdépodobnostni neurditosti a sdili s ni zakladni vlastnosti: popisuje systém pred pokusem,
zatimeco po pokusu mame jednoznadné odpovédi na nékteré otazky, které jsme testovali. Rozdil
oproti klasické teorii pravdépodobnosti je v tom, Ze na nékteré otazky neméame odpovéd, nebot
testovanim jsme zménili systém a p¥isli o moznost jinych testdl, které v ptivodnim stavu bylo
mozZno provést.

Vymerzill jsme aspoil ramecové oblast zkoumaéani, abychom mohli pFikro¢it k matematickému
popisu.
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Motivacéni ptiklady

Priklad 1.1.4 (cena losu): Za nlast ve statistickém prizkumu dostala Alice los. Jeden los
z 1000 vyhrava 1000 €, ostatni nic. Bob jejf los ztratil jeSté pred losovanim. Jakou ji méa zaplatit
adekvatni nahradu? Hodnota losu po losovdni je 0 nebo 1000€ v zavislosti na tom, zda Slo
o vyhravajici los. My v8ak nevime. zda na ztraceny los pfipadla vyhra.

Adekvatni hodnota losu pred losovanim je Tﬁlﬁ 1000 = 1€, coZ je pramérnéd hodnota po
losovani. Obvykla prodejni cena takového losu byva 2 €, presto se losy kupuji. Vysvétleni jsou
spide psychologickd. Vnimani penéz nenf linedrni, malou ztrdtu nepocitime, velkou vyhru ano.
Lidé jsou také optimisticti; mnohy si mysli. Ze pravé on bude tim jednim z tisice. (Malokdy na
to pomysli, kdyZ useda za volant auta a muze byt jednim z tisice, ktery havaruje.)

Poznamka 1.1.5: Hodnota losu pfed losovanim nemusi byt dileZita jen pro jeho prodej, ale i pro
obezfetnost pii skladovani a manipulaci. Napf. v roce 2006 zistala na Slovensku nevyzvednuté
vyhra témér 1 000 000 €. O pri¢inég lze jen spekulovat. Je mozné, Ze majitel doklad ztratil nebo na
néj zapomneél, Kdyby védél. Ze jde o poukazku na velkou vyhru, zfejmé by s nf nakladal mnohem
peclivéil, aviak pred losovanim pro to nebyl duvod.

Prumérna cena rozhoduje i o u¢asti v anketach apod.. které jsou odméfiovany tak, Ze vyloso-
vany Gcastnik dostane velkou vvhru, ostatni nic.

Piiklad 1.1.6 (rozlozeni podnikatelského rizika): Otevieme-lisi v 1été stanek se sluneénimi
brylemi, riskujeme velkou ztratu v pfipadé $patného pocasi. Opatrnéjdi bude prodavat navic napft.
destniky, v tom piipade jisté nejaké trzby budou, ale vzdavame se 1 nadéje na velky relativni zisk
v pfipadé dobrého pocasi. Stejné uvahy se délaji i pfi velkych investicich, a to nejen pfi tvorbé
portfolia.

Priklad 1.1.7 (riziko pojisténi): Cena pojisténi se stanovuje v zavislosti na pravdépodobnosti
pojistné udélosti a na odhadu vygky vyplacené &astky.

Priklad 1.1.8 (doba trvani cesty): Kazdy den si klademe otazku, kdy musime vyrazit do
gkoly. aby riziko pozdniho prichodu bylo mensi neZ jistd .prijatelnd” mez. Zde nam postadi hruby
odhad. ale pokud jde o planovani navaznosti operaci napf. u stavby mrakodrapu, pak je podrobna

Poznamka 1.1.9 (minumum historie): Za pocatky teorie pravdépodobnosti jsou povaZo-
vany prace B. Pascala (1623-1662), P. de Fermata (1601-1655) a Ch. Huygense (1629-1695),
ktell studovali pocitani s pravdépodobnostmi a zavedli pojem stfedn{ hodnoty. Klicovy byl p¥i-
spévek J. Bernoulliho {1634-1703). ktery mj. dokizal zakon velkych &isel, a A. de Moivrea
(1667-17534). ktery za omezujicich predpokladu dokézal centralni limitni vétu (a to dfive, nez
se narodil ICF. Gauss (1777-1835), podle néjZ je limitn! rozdéleni pojmenovano!). Diky nim
se studium pravdépodobnosti stalo soudast! matematiky. P.S. Laplace (1749-1827) zformuloval
v r. 1812 matematicky model pravd&podobnosti, ktery pres své nedostatky poslouZil p¥i odvozeni
fady dodnes pouZivanych metod. K vyvoji vyznamné piispéli zejména 3.D. Poisson (1781-1840),
K F. Gauss (1777-1835) a P.L. Cebygev (1821-1894). A.A. Markov (1856-1922) polozil zaklady
teorie ndhodnych procesu jako posloupnosti ndhodnych pokust. Pfesto byl matematicky aparat
shleddvan nedostateénym a jeho oprava byla jednim z hlavnich Gkold matematiky, které pro 20.
stolet! vyty¢il D. Hilbert (1862-1943). Teprve r, 1933 A.N. Kolmogorov (1903-1987), v navaznosti
na prace E. Borela (1871-1956) z teorie mniry. podal uspokojivou axiomatizaci pravdépodobnosti.
Jeho pristup je dnes standardni.

1.2 Laplacetiv model pravdépodobnosti

Intuitivni chapan{ pravdépodobnosti zformuloval P.S. Laplace v r. 1812. T kdyZ je dnes preZité,
splnilo svou roli ve vyvoji a lze na ném snadno demonstrovat nékteré zakladni pojmy, které
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pozdéji upresnime. (N&kdy se hovoii o klasické definici pravdépodobnosti, ale tento pojem
se dnes vyskytuje i v jinych vyznamech.) -

Méjme nahodny pokus, ktery ma n € N riznych, vzijemné se vyludujicich vysledkd, které
jsou stejné moiné. Pak pravdépodobnost jevu, ktery nastavd pravé pfi k z t&chto vysledkd, je
k/n.

Ziejmé je problém definovat, co znamens, Ze vysledky jsou ,stejné mozné“. Radi bychom
fekli ,stejné pravddpodobné“ (coZ podle této definice jsou), jenze pak bychom dostali definici
kruhem, nebot pravdépedobnost je to, co chceme definovat. Takova konstrukee je v matematice
nepfijatelna. Trvalo viak vice nez jedno stoleti, nez se ji podafilo korektné nahradit.

V Laplaceové pojeti ndhodného pokusu viech n ,stejnd moznych* vysledki nazyvame elemen-
tarnf jevy (angl. elementary event, simple event). MnoZinu v8ech elementarnich jevii oznalme (2.
Kazdy jev (angl: event) pozorovatelny v tomto pokusu je popsdn podmnoZinou A C {2 téch ele-
mentarnich jevl, pfi nichZ prisluSny jev nastava.

Umluva. Naddle budeme jevy ztotozriovat s pidsludngmi mnoZinami elementdrnich jevi a pou-
Zivat pro né mnoZinové operace (misto vyrokouvych).

Specialné jev jisty (angl. the certain event, sure event), ktery vidy nastane, je reprezentovan
mnoZinou {2, znalime jej téZ 1; jev nemoZny (angl. the impossible event), ktery nikdy nenastane,
je reprezentovan prazdnou mnoZinou @, znadime jej téz 0. Pro jevy A, B C 2 je jejich konjunkce
(,and“) reprezentovana prunikem A N B a disjunkce (or“) sjednocenim A U B. Jev opaény
k A (neboli negace jevu A, tj. jev, ktery nastavd, pravé kdyZz A nenastdvd), je reprezentovan
mnozinovym doplitkem 4 = 2\ A. Jev sloZeny z jevi Aj,..., A je jakykoli jev, ktery lze
vyjadfit pomoci jevii Ay, ..., Ax aspojek vyrokoveé logiky (konjunkee, disjunkce a negace, pficem?z
napf. disjunkci nepotfebujeme), specialné i jev jisty A; U A1, a jev nemozny A; N A;. Pokud jev
B nastava vidy, kdyZz nastane A, tj. plati-li implikace A == B, pak v mnoZinové reprezentaci
tomu odpovid4 inkluze A C B. JestliZe jev A nastavd pifi k elementarnich jevech, pak jeho
pravdépodobnost je P(A) = k/n. Vechny jevy pozorovatelné v ndhodném pokusu tvoii jevové
pole; zde je jim mnoZina exp {2 v8ech podmnoZin mnoZiny 2.

Néhodna veli¢ina (angl. random varicble) je libovolna funkce X: 2 — R. Jeji stfedni
hodnota (angl. mean, expected value, expectation) je

1
EX =— X (w), 11

m ZQ () (11)
kde n = |£2| je poCet prvki mnoZiny (2. Lze ji interpretovat nasledovné: Je-li hodnota ndhodné
veli¢iny hodnotou vyhry ve hie, pak stfedni hodnota je spravedliva cena za Géast ve hfe. (Pojmy
nahodné velidiny a stfedni hodnoty pozdé&ji jest& zobecnime.)

Neékdy mtZzeme na stejnou pravdépodobnost elementarnich jevl usuzovat na zakladé symetrie

— nenf divod, pro¢ by néktery z nich mél mit jinou pravdépodobnost neZ ostatni.

Priklad 1.2.1: Pro jeden hod kostkou tvofi mnoZinu vSech elemnentérnich jevi v8ech 6 moznych
vysledku, 2 = {1,...,6} (oznalujeme je odpovidajicimi ¢isly). Kazdy elementarni jev ma stejnou
pravdépodobnost 1/6 a kazdy jev A C {2 mé pravdépodobnost | A| /6, zavislou jen na pod&tu prvka
mnoziny A {tj. na poltu elementarnich jevi, pfi nich? nastava jev A).

Priklad 1.2.2: Hodime dvéma kostkami a za vysledek pokusu povazujeme soucet &isel na obou
kostkach. To je ndhodné veli¢ina Y, kter4d muze nabyvat 11 hodnot 2,3,...,12. Tyto vysledky
vBak nejsou stejné pravdépodobné a jejich pravdépodobnost neni 1/11. Spravné bude rozligovat
obg kostky a poradi &isel na nich. Pak dostaneme 62 = 36 elementarnich jevii, kterymi jsou
uspofadané dvojice &isel 1, ..., 6. Nap¥. vysledku 9 odpovida &tyfprvkova mnoZzina elementarnich
jevi {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)}, vysledku 4 mnozina {(1,3),(2,2),(3,1)}, vysledku 12 mnozina
{(6,6)}. Pravdépodobnosti vysledki uvadi tabulka:

vysledek 21314151617 819110;11]12

polet elementarnich jeva || 1 | 2 | 3 {415 1615 [4{ 3|21
% L |1 | 115 13571 i

pravdépodobnost s iunlnlsl=slil3lsltliln
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St¥ednf hodnota je

1 1 1 1 5 1 5) 1 1 1 1
= — — —4 — _— —7 - - — —1 ey =7-
EY 362+183+12 +95+366+6 +368+99+1210+18 1+3612 )

coZ neprekvapi, nebot je to dvojndsobek stfedni hodnoty vysledku hodu jednou kostkou,

7
(1+2+3+4+5+6)=7.

N =

Na problém narazime, pokud neni zfejmé, jak najit stejné pravdépodobné elementéarni jevy.
Jen nékdy je mozné vystadit s upravenym Laplaceovym modelem, jako v néasledujicim piikladu.

Priklad 1.2.3: Priklad 1.2.1 lze pozménit tak, Ze kostka je nepravidelné, napf. Sestka pada
s pravdépodobnost{ 1/2, ostatni ¢isla se stejnymi pravdépodobnostmi 1/10. MiZeme si predstavit
nasledujici ndhodny pokus, ktery dava stejny vysledek: hraci kostka ma 10 stén, viechny stejné

pravdépodobné, na 3 z nich je Sestka, na zbyvajicich éisla 1,...,5. Pravdépodobnost se zmén{ na
1A
= pro 6 ¢ A,
P*(A) = ,f]H (1.2)
S5~ pro6e€A.

Predchozi postup zjevné selhavd, pokud by napf. pravdépodobnost Sestky méla byt déna
iraciondlnim ¢&islem.

Poznamka 1.2.4: Puvodn{ hraci kostky byly zvifec{ zdprstn{ ktstky a jednotlivé vysledky ne-
byly zdaleka stejné pravdépodobné; odhad skutecné pravdépodobnosti se promital do pravidel
ler.

Priklad 1.2.5: Navrhnéte, jak pro dané n € N, n > 3, uspofadat ndhodny pokus, ktery ma n
stejné pravdépodobnych vysledki.

Resent: Misto kostky bychom mohli hazet pravidelnym n-bokym hranolem, dostatecng dlouhym,
aby nezistal lezet na podstavé. (MiZeme kvili tomu konce zaoblit.) Tato myslenka nalezne
uplatnéni i v pocéitadovych generdtorech ndhodnych &isel. Pron = 2k, k € N, bychom také mohli
pouzit dva pravidelné k-boké jehlany spojené podstavami. O

Jesté vaznéjsi namitkou proti Laplaceové definici pravdépodobnosti je existence tloh, které
maji nekonefné mnoho moznych vysledka.

Priklad 1.2.6: Kdybychom misto kostkou ¢i hranolem hézeli dlouhym valcem, bylo by teore-
ticky nekoneé¢né mnoho poloh, v nichZ se miZe zastavit.

Priklad 1.2.7: Ve hie ké&men-nizky-papir” se méa vybrat jeden ze dvou hracd tak, aby méli oba
stejnou Sanci. To se obvykle d&l4 tak, Ze oba souasné zvoli svou strategii, a ta se v jednom kole
vyhodnoti podle tabulky (V=vyhra hrace. ktery volil fadek, P=prohra, R=remiza). V pripadg¢
remizy se liraje dalsi kolo podle stejuych pravidel, dokud se nerozhodne.

' ” kamen t nuzky ‘ papir I

kédmen R \Y P
nuzky P R \Y
papir \Y P R

Takovy postup je sice spravedlivy, ale mizZe trvat libovolné dlouho; neexistuje koneény pocet
kol, ktery by zaruloval rozhodnuti. V8ech moznych pribéht hry je nekoneéné mnoho.
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Ptiklad 1.2.8 (ruinovani rulety): Mame hru, p¥i niZz hra¢ vsadi zvolenou ¢astku, s pravdépo-
dobnostf 1/2 o ni pfijde, s pravdépodobnosti 1/2 vyhraje dvojnasobek (tj. dostane penize zpét
a k tomu steiné penéz, kolik vsadil). Hraé¢ zvoll nasledujici strategii ,zaru€ené vyhry“. V prvnim
kole vsadi 1 €. Pokud vyhraje, skon¢f (s vyhrou 1€). Pokud prohraje, vsadi v dald{m kole vidy
dvojnéasobek predchozi ¢astky. Tak pokracuje do prvni vyhry, po ni konéi. Odnasf si vyhru 1€,
nebot v kole & vsadil 251 €, vydélal 2°~1 € a z toho uhradil prohry z p¥edchozich kol, které
Cinily

Hra¢ ma malou, ale zajigténou vyhru. Kromé toho miize hru opakovat. Uloha vznikla zjednodu-
Senfm a malou upravou pravidel rulety, podle tohoto postupu lze opravdu hrat. Mame tedy stroj
na penize, pfestoze o kazdém kole lze jednodude ukazat, Ze primérné vyhra v ném je nulovd. Kde
je chyba?

Laplaceova definice pravdépodobnosti ndm tento paradox neumoziuje roziesit, nebot nenf
omezen pocet kol. Tim paddem ani nelze najit konecny pocet stejné pravdépodobnych vysledki,
postihujicich viechny moZné situace. K feSen{ budeme potfebovat jiny popis.

Lze si rovnéZ predstavit analogové méfeni velifiny, pfi ném? vysledek je vyjadien redlnym
¢islem. Pak méame dokonce nespocetnd mnoho moznych vysledka.

Poznamka 1.2.9: Namitka, Ze omezend presnost dovoluje rozlidit jen koneén& mnoho hodnot,
naradZz{ na problém, Ze by tato pfesnost musela byt pfedem zndma. VZdy vSak méame moZnost
pouzit pfesnéjdi méFici metodu a umoznit vice vysledkd. Kromé toho popis velidin redlnymi ¢isly
byva jednodussi neZ pomoci kvantovanych veli¢in s koneéné mnoha hodnotami.

Rozsifen! Laplaceova modelu pravdépodobnosti

Priklad 1.2.10: Misto hraci kostky hazime krabickou od zdpalek, jejiZ strany jsou nestejné
dlouhé. Jaka je pravdépodobnost moznych vysledk?

Nékteré z namitek proti Laplaceové definici pravdépodobnosti lze Fesit, pokud pFipustime, Ze
elementdrni jevy nemusi bijt stejné pravdépodobné. Takto lze popsat nap¥. hod libovolné nepra-
videlnou kostkou z pfedchoziho pfikladu. Odstrani se tim i omezeni hodnot pravdépodobnosti
na raciondln{ ¢isla. Prinds{ to ale i problémy.

Predevsim ztracime néavod, jak pravdépodobnost stanovit. Vime, Ze je to funkce, ktera ele-
mentarnim (i v8em od nich odvozenym) jeviim pfifazuje &isla z intervalu (0,1) a spliuje jisté
podminky (které zformulujeme pozdégji). Takovych funkei viak mtZe byt mnoho a my neméme
névod, jak z nich vybrat tu pravou. Napf. pfi hézeni nepravidelnou kostkou znédme viechny
mozné vysledky a tusime, Ze majf rizné pravdépodobnosti, ale nevime jaké. UkaZe se, Ze tato
nevyhoda je neodstranitelnéd a bude nas provazet celou udebnici. Vlastné je divodem pro vznik
statistiky, které4 se v podstaté zabyva tim, jak k danému opakovatelnému pokusu vybrat vhodny
pravdépodobnostni model.

Dale lze namitnout, Ze neméame jak definovat pravdépodobnost a vyhnout se definici kruhem.
V kapitole 1.7 se dotkéme FeSeni v podobé Kolmogorovova modelu pravdépodobnosti, které je
jen zlasti uspokojivé. Pravdépodobnost nadefinujeme jako jakoukoli funkcei spliiujici stanovené
podminky. Ty nam umozni s ni dale pracovat, aniz bychom se starali, zda tato pravdépodobnost
odpovida naSemu experimentu, nebo n&jakému jinému. (To je v matematice obvykly p¥istup, Ze
pojmy jako napf. linedrni prostor jsou zavedeny podle vlastnosti, které spliuji, a abstrahuji od
jejich konkrétni podoby.)

Hlavni problém ale je, Ze ani rozsifen{ Laplaceova modelu pravdépodobnosti nedovoluje popsat
ndhodné pokusy s nekoneiné mnoha vysledky. Ur€itd Zance na zobecndni by byla, pokud je
elementarnich jevi spocetné mnoho. Nicméné vysledky Fady pokusil jsou pfirozend popsany
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napf. redlnymi ¢fsly nebo body v prostoru, kterych je nespofetné mnoho. Zde p¥edchoz{ pristup
zcela selhava. Nékolik takovych tloh pfipomeneme v kapitole 1.6.

Ukézall jsme popis ndhodného pokusu pomoci konecné mnoha stejné pravdépodobngch ele-
mentarnich jeva. Ten byl po stalet{ vychodiskem netrividlnich z&kladnich poznatki z této disci-
pliny a umozhuje jednoduchou predstavu o vyznamu zakladnich pojmi véetné nahodné veli¢iny
a stedni hodnoty. Jeho moZnosti jsou omezené a pozdéji jej zobecnime. Tento model zlstane i
nadale pouzitelny pro fadu ndhodnych pokust a zdvéry z néj uéinéné zistavajl v platnosti i pro
pozdéjsi pristupy, je ovSem tieba kontrolovat pfedpoklady, z nichZ vychéazi.

Ukéazali jsme, Ze Laplactv model si vyZaduje zdsadnéjsi tstupky neZ to, Ze elementarni jevy
nernusi byt stejné pravdépodobné. K jeho revizi p¥istoupime v kapitole 1.7,

Cvi€enf 1.2.11: Zkuste upravit priklad 1.2.7 tak, aby byl pfedem zndm maximaln{ pocet kol.

Redeni: ZakaZeme jeden znak, napt. papir. Zbylé vyhodnocujeme tak, Ze jeden z hracit vyhrava
pil rovnosti znaka. druhy pfl nerovnosti. Dostavame ndésledujici tabulku a rozhodnuti padne
hned v pryvnim kole. Matematickd varianta téhoz principu: Hragi voli celd &fsla; prvnf vyhrava,
je-li soutet lichy, druhy p¥i sudém soudtu.

{ H kémerinﬂikﬂ
| kimen | P Vo o
E nuzky V P |

Cvigeni 1.2.12: Zkuste upravit priklad 1.2.7 tak. abychom spravedlivé vybrali jednoho ze ti{
Lrd¢a v predem znamém maximalnim poctu kol.

Resent: Pouzijeme viechny tii znaky, pfifadime jim &isla 0,1, 2. Volby v8ech ti{ hracu sefteme a
vezmeme zbytek po déleni tFemi. Kazdému hradi je pfedem pridélena jedna zbytkova tfida, pri
niZ je vvbran. Takto kaZzdy z hrach mé stejnou moZnost ovlivnit vysledek. Pravdépodobnost, Ze
bude vybréan, je 9/27 = 1/3. Rozhodnuti padne hned v prvnim kole. Cviceni 1.2.11 bylo totéz
pro zbytkové t¥idy pfi déleni dvéma. O

Cviceni 1.2.13: Zkuste upravit priklad 1.2.7 tak, abychom spravedlivé vybrali jednoho ze dvou
hraci v pfedem zndmém maximalnim poétu kol. Pfitom kaZdému hra¢i ponechéame 3 mozné
strategie.

Resent: Tato tloha neméa Feseni. Potet vech elementarnich jevi je 3%, kde k je maximalni podet
kol. {Pokud hra skon¢i po mensim neZ maximalnim poétu kol, miZeme ji prodlouZit na stejny
poclet kol, pritemz dal3i kola jiZz neovlivn! znamy vysledek.) P¥ lichém poctu elementérnich jevii
neexistuje jev s pravdépodobnost{ 1/2. S rostoucim poétem kol lze znevyhodnéni nékterého hrace
pouze sniZit, nikoli odstranit. O

Cvi€eni 1.2.14 (vyhravajici kostky): Mame na vybranou 3 hraci kostky K, L, M, na nichz
jsou napsana ¢isla dle nésledujici tabulky; vSechna jsou stejné pravdépodobnéa. Alice si vybere
jednu kostku, pak si Bob vybere jednu ze zbyvajicich kostek. Oba jednou hodf vybranou kostkou;

).
K§y3:31313(3]3
L 11174141414
(M 21212121515

Kterou kostku si m4 Alice, resp. Bob vybrat, aby méli co nejvy3si nadéji na vyhru?

Resent: Kostka K déva konstantni vysledek, ktery proti kostce L dava Sanci na vyhru 1/3, proti
kostce M 2/3, coZ by svédéilo pro preferenci kostky L. Av3ak L proti M vyhrava pouze pHi
vysledku (4, 2), ktery nastava s pravdépodobnosti (2/3)% = 4/9 < 1/2. Tabulka uvadi pravdépo-
dobnost vyhry kostky v prisludném fadku nad kostkou ve sloupci:
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| Jx[L]a]

11 2
K|l 1313
27 1 4
L3 5
1 5
IAERE

7adna z kostek neni lepsi nez zbyvajici dvé. Pfi libovolné volb& Alice si Bob miiZe vybrat
kostku, s ni% ma vétsi nadéji na vyhru. (Stejné jako ve hfe ,kdmen-ntizky-papir”, zde v8ak hraci
voli své strategie postupné a vysledek je ndhodny.) Bob je tedy zvyhodnén a pfi spravné strategii
ve vétding pFipadd vyhrava. Alice v priméru prohrava, nejméné tehdy, kdyz si vybere kostku L;
pak Bob vybere M a vyhrava s pravdépodobnosti 5/9. 0

Cviceni 1.2.15: Najdéte jina &isla na kostkéch, se kterymi by pfiklad 1.2.14 fungoval podobné.
Regens: Napf. na kostce K by mohla byt &isla 0,0, 3, 3,6, 6. )

Cvi€eni 1.2.16: Jak se zméni strategie v pfikladu 1.2.14, pokud si Bob muze vybrat kostku aZ
ve chvili, kdy Alice hodila (a je zndm vysledek)?

Reseni: V tomto pripadé znalost vysledku Alice neumozfiuje zlepsit Bobovu strategii. )

Cviceni 1.2.17: Zméhme pravidla hry z pfikladu 1.2.14 tak, Ze Alice si kostku vybira, ale Bob
ze zbylych jen losuje (s pravdépodobnosti 1/2). Jakou kostku si mé& Alice vybrat?

Resent: Alice si vybere kostku L a vyhrdvd s pravdépodobnosti

2,44
313

_§>1
2 97 2

1.3 Kombinatorické pojmy a vzorce

(Dle [Zvdra, Stépdn 2002].)

Zde zopakujeme zakladni situace pouzivané pii modelovan{ ndhodnych pokusi. PoslouZz{ nam
yurnovy model*. V urné je n rozlisitelnych objekttd (napf. oéislovanych kouli). Vystadime zde
s Laplaceovym modelem pravdépodobnosti, v ném?Z pfedpokladdme, ze kazdy objekt v urné ma
stejnou pravdépodobnost, Ze bude vytaZen. Postupné vytdhneme & objekt; otézka zni, kolik je
mo?Znych (posloupnosti) vysledkd. Zalez{ oviem na tom, zda taZzené objekty vracime zp&t do urny
(pak se jedné o vybé&r s vracenim, angl. sampling with replacement), nebo nikoli (pak se jedna
o vybér bez vraceni, angl. sampling without replacement). Déle zéaleZi na tom, zda ve vysledcich
rozlisujeme pofadf tazenych objektd, nebo pouze, které objekty byly (nékdy) tazeny. Pokud nam
zdle# na pofadi, pak hovofime uspofadaném vybéru a o variacich. Pokud nerozlifujeme
pofadi, v némz byly objekty taZeny, pak hovofime neusporadaném vybéru a o kombinacich.
Podle toho rozlisime 4 zakladni situace (zde fazené od nejjednodussi k nejsloZit&jsi z hlediska
matematického popisu):

Uspofadany vybér s vracenim je popsan variacemi s opakovanim. Rozlidujeme poradi
taht a objekty mohou byt taZeny opakované. Pofet zpisobii, kterymi lze takto vybrat k objekti

zZn,je

k.

nebot p#i kaZdém z k tahtt mame n moZnosti. Viech n* mo¥nych vysledkt ma v Laplaceové
modelu stejnou pravdépodobnost 1/n*.
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Usporadany vybé&r bez vraceni je popsdn variacemi bez opakovani. V prvnim tahu
méme n moznosti, ve druhém u? jen n—1 atd. Podet zptsobt, kterymi lze takto vybrat k objektd
zn, je

n!

Alternativni znafeni: V (n. k), Vi (n). Specidlné pro £ = n (vytdhneme postupné vsechny ob-
jekty) dostavame pocet vdech permutaci neboli pofadi (bez opakovani) n prvki:
n-{n—=1)-...-1=nl.

Alternativni znacent: P (n), P,. V Laplaceové modelu majf viechny variace s opakovanim stejnou
(n—k)!

n!

pravdépodobnost , vSechny permutace pravdépodobnost ;11—,

Neuspotradany vybér bez vraceni je popsin kombinacemi bez opakovani. Ve srovnéani
§ variacemi bez opakovani je jich méné v poméru k!, coZ je pocet vech pofadi taZenych objektd,
nebot na pofadi nezalezi. Vidy k! riznych variaci bez opakovani odpovida jedné kombinaci bez
opakovani. Polet zpusobi, kterymi lze takto vybrat &k objektd z n, je

no(n—1)-... (n—k+1) nl _<n>’

k! TH -k \k

coZ je binomicky koeficient (kombinac¢ui ¢islo). Alternativni znaleni: C'(n, k), Cy (n). Viechny
kombinace bez opakovani maji v Laplaceové modelu stejnou pravdépodobnost 1/(’;)

Kombinace bez opakovani lze téZ motivovat nasledovné: Provedeme vybér bez vraceni, a poté
viechny tazené (odislované) objekty seradime podle velikosti; tim se ztrat{ informace o potradi,
v ném? byly tazeny. Tedy (}f) je potet rostoucich posloupnost{ k& ¢isel z mnoziny {1,...,n}.

Neusporadany vybér s vracenim je popsin kombinacemi s opakovanim. Poclet zpu-
sobt, ktervini lze takto vybrat & objektd z n, je

n+k—-1
()
Diikaz tohoto vysledku podame pozdéji. Alternativni znaceni: C’ (n, k), C}, (n).

Kombinace s opakovanim lze téZ motivovat nasledovné: Provedeme vybér bez vraceni, a poté
vBechny tazené (ocislované) objekty sefadime podle velikosti. Tedy (n+£—1) je pocet neklesajicich
posloupnosti # ¢fsel z muoziny {1,...,n}.

Nvni zdavodnime vzorec pro pocet kombinaci s opakovanim.V3echny neklesajici posloupnosti
délkv &k muZeme vytvorit tak. Ze napiSeme za sebe v8echna ¢isla 1,...,n a za kaZdé tolik ¢arek,

kolikrat se v kombinaci vyskytuje, napf. pro n = 4 zapiSeme posloupnost (1,1,2,4,4,4) jako

1 )
2
3
411
nebo (1| 2134 |}). (Prvni znak je vzdy 1.) Vime, jak jdou &isla za sebou, takze je beze
ztraty informace mizeme viechna nahradit stejnym znakem, napf. teckow: (. | | . | ..} ]]). Kazdé
kombinaci s opakovanim odpovidd posloupnost n teéek a &k carek. Ta zalind vidy teckou, ze
zbyvajicich n + k — 1 znak je & arek, co? lze zajistit (“H}z_l) zplisoby.

Kazdé kombinaci s opakovanim pak miiZe odpovidat jiny poet variaci s opakovanim (které
jsou stejné pravdépodobné).

Priklad 1.3.1: Hodime dvéma hracimi kostkami (jako v prikladu 1.2.2), ale vysledek uspofa-
dame vzestupné. Pak napf. vysledek (1,1) ma pravdépodobnost 1/36, ale vysledek (1,2) ma
pravdépodobnost 2x vétsi, nebot pred usporadanim mohl byt (1,2) nebo (2,1).
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Popiseme postup, ktervm lze spoéitat variace s opakovanim odpovidajici jedné kombinaci
s opakovanim. Pfedpokladejme, Ze mame posloupnost délky k, tvoFenou hodnotami 1,...,n,
pficem? hodnota j se v ni opakuje k;-krat, ZJT'L=1 k; = k. Otézka je, kolik riznych posloupnosti lze
vytvofit z pivodn{ posloupnosti zménou pofadi prvki. (Opakované hodnoty nejsou rozlisitelné.)
Dostavame pocet permutaci (neboli potfadi) s opakovanim:

Tento vysledek vvchéazi z avahy. Ze k rozligitelnych prvki bychom mohli sefadit k! zplisoby, aviak
nejsme schopni rozligit zimény poradi stejnych prvka, kterych je v jednotlivych t¥idach postupné
k1...., ky. Prave tolik (stejné pravdépodobnych) variaci s opakovanim odpovid4 jedné kombinaci
s opakovanim; tim je urCena jeji pravdépodobnost

k!
kileoo okl onk

kterd oviem zavisi na &islech ky.....k,, tedy na tom, kolikrat se v ni ktera &islice opakuje. Proto
—na rozdil od viech pfedchozich pripadf — kombinace s opakovanim nejsou stejné pravdépodobné
(ani v Laplaceové modelu).

Specialné pro n = 2 dostavame pocet permutaci s opakovanim

B k! [k
kil k! k- (k=K \&

coZ je po&et kombinaci bez opakovani (oviem ki-prvkovych z k prvki, zatimco permutace s opa-
kovanim byly z n = 2 prvka).

Tvrzeni 1.3.2: Pocet viech podmnozin m-prvkové mnoZiny je 2.

Dikaz: Kazdy z m prvki pivodni mnoZiny do podmnoZiny bud pat¥f, nebo nepat¥; to jsou dv&
moznosti, vysledkem je pocet variaci s opakovanim ze dvou prvki (,patfi‘/, nepat¥i“). O

s R ~ - - v 2 - . m
Tvrzeni 1.3.3: Pocet vech k-pruokovych podmmnoZin m-prvkové mnoZiny je (k)
Dikaz: Kazdy z m prvki piivodn{ mnoZiny do podmnoZiny bud patfi, nebo nepatii, aviak pat¥it
jich tam musi pravé k; vysledkem je podet k-prvkovych kombinaci bez opakovani z m prvka. O
Disledek 1.3.4:
= (m

=2m.

> (%)
k=0

Dikaz: Obé strany vyjadfuji polet podmnoZzin m-prvkové mnoziny; na levé stran& jsou po&itany
zv]l48t podle poctu prvki. Plyne to také z binomické véty:

zm:(1+1)m:i<7g> 1k1m"k:i<7;§>’

k=0 k=0
ale pii jejim diikazu byvaji naopak pouZity zde uvedené kombinatorické vysledky. O

Tvrzeni 1.3.5:

m\ (m-1\ [(m-1

()= (" )+ (50
Diikaz: Leva strana je poCet vEech k-pirvkovych podmnoZin m-prvkové mnoziny. Z nich téch,
do kterych nepatif prvni prvek, je (mk“l) (vSech k prvka vybirdme z m — 1 zbyvajicich). Téch
podmnozin, do kterych patfi prvni prvek, je (7;__11) (dalgich k& — 1 prvki vybirame z m — 1
zbyvajicich). : O
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Nésledujici pfiklad porovnava vsechny &ty druhy vybéri.

Priklad 1.3.6: ** Alice a Bob Ziji ve staté, ktery ma n = 107 obyvatel. Prob&hne tam statisticky
priuzkum, do kterého bude vybrano & = 10000 respondenti. Pro v8echny &tyfi typy vybéri
vypodtéte pocet viech moznosti vybéru a pravdépodobnost, ze do vybéru bude vybrana (a) Alice
aspon jednou, (b) Alice i Bob, (¢) Alice vice neZ jednou.

Resent: Nasledujici ivaha je spoleina pro vsechny typy vybérl, bez ohledu na to, jakd funkce
v popisuje pocet moZnosti. Celkovy pocet moZnost! je v (n,k). SpiSe neZ ty moZnosti, v nichZ
je vybrana Alice, je snaz8i spocitat vSechny ostatni, té&ch je v (n — 1,k). MoZnosti{, pfi nich?
je vybrana Alice, je v{(n,k) — v(n —1,k). Pocet pfipadd, kdy neni vybrana Alice ani Bob,
je v(n —2.k). Ten budeme pottebovat v uloze (b). Ve vyrazu v(n,k) — 2v(n—1,k) jsme od
celkového poétu piipadu odefetli poCet vybéra bez Alice a pocet vybérii bez Boba, takZe jsme
dvakrat odecetli vibéry bez Alice 1 Boba, a musime je jednou pfi¢ist. Proto pofet moZnosti, kdy
je vybrana Alice i Bob. je

v{nk)—2v(n—1k +v(n—-2k) .

Jsou-li v8echny moZnosti stejné pravdépodobné (tj. vZdy kromé neusporadaného vybéru s vra-
cenim). vvjdou néasledujici pravdépodobnosti (A, resp. B, znali jev, Ze byla vybrana Alice,
resp. Bob):

(a)

vin—1,k) v(n—2,k)
v(n, k) vn k)

P(ANB)=1-P(A)-P(B)+P(AnB)=1-2

Zkoumané jevy A, B, AN B nezavisi na tom, zda jde o v¥bér uspofddany nebo neuspofadany,
jejich pravdépodobnosti na tom nemohou zaviset.

Pripad (¢) ma nenulovou pravdépodobnost pouze pro vybéry s vracenim.

Druhy vybért rozlisime indexy u v, P.

Uspotddany vibér bez vracent:

n!

N ~op 69997
Tup (N, k) = I =6.73-10 .
vup (0 — 1,k) (n=1!1 (n—k)! n—k k
PpAy=1— ———" " =1- =1- = — =(0.001,
b (4) v (10, k) (n—1—k)! nl n n
- = (n=20 (n=-k@ m-%kn-k-1) .
P . B it praad = . \
“b<4m ) n—-2-F%F! n! n(n-1) 0.998 001,
-k , — k —-k—-1 o (kb—1 -
PuanB)—1-2t—k =M=k KrE=D . 5509 10-7.
n n{n-—1) n{n-—1)
Posledni vysledek potvrzuje i uvaha, Ze Alice bude vybrana s pravdépodobnosti %, a poté ze

zbyvajicich obyvatel Bob do zbytku vybéru s pravdépodobnosti %Ell

Neuspotddany vijbér bez vracend:

U (TL, ]{;) = <Z> — E_ZZ.%L___) = 2365 - 1034338’

pravdépodobnosti jsou stejné jako pro usporddany vybér bez vracenf.




26 1. Zakladnf pojmy teorie pravdépodobnosti

UspoFddany vyjbér s vracenim:

vus (n, k) = n* = 10709,

n—1

k
P (A) =1~ < > =9.995-1074,

n—1\* n—2\" 7
P s (ANB)=1-2 - + - =90.989-107".

(c) Pokud je Alice vybrana pravé jednou, muZe se to stat pifi k pfileZitostech; zbyvajicich
k — 1 respondentt je vybrano z n — 1 obyvatel, moznost{ je kvys (n — 1,k —1) =k (n — 1)’“—1.
Pravdépodobnost, Ze Alice bude vybrana vice neZ jednou, je

vus(n=1.k) Kwus(n-1k-1) (n—1>’°_k(n—1)’°‘1 4996 10-7 .

= k
Uys (n, k) vys (1, k) n n
Neusporddany vijbér s vracenim: Vech moZnosti je

k1
ns (1, k) = <” * . > = 5.203 - 1034342

ale nejsou stejné pravdépodobné. Polty moZnosti bychom mohli vypoéitat jako v obecném pii-
padé&, ale pravd@podobnosti z nich nelze snadno uréit. Pravdépodobnosti jsou stejné jako pro
uspofadany vybér s vracenim. )

Poznamka 1.3.7: Predchozi priklad ma vadu. Respondenty v prizkumu nemohou byt ne-
mluviiata, lidé v komatu apod. Nevybirdme tedy ze v3ech obyvatel (jejichZ polet byva znam),
ale z mendl cilové skupiny, jejiZ rozsah nenf snadné stanovit.

Poznamka 1.3.8: Priklad 1.3.6 ukazuje velmi duleZitou skutefnost: Pravdépodobnosti, Ze né-
jaké objekty budou vybrany, nezéavisi na tom, zda uvaZujeme uspofddany nebo neuspofddany
vybér. Proto se v u€ebnicich obvykle rozliSuji pouze vybéry s vracenim a bez vracen{ a o uspora-
danosti se nehovoti. Cinime tak i v tomto skriptu. Pro vypocet pravdépodobnost{ se pouziva ze
dvou ekvivalentnich moznosti ten model, ktery je jednodussi, coZ byva neusporddany vybér bez
vracen? nebo usporddany model s vracenim.

Kdyz bude rozsah vybéru maly ve srovnéni s poétem vSech objektd, lze predpokladat, Ze
pravdépodobnost opakovaného vybéru téhoz objektu bude zanedbatelnd a rozdil mezi vybéry
bez vracen{ a s vracenim bude nepodstatny:

Véta 1.3.9: Pro pevné dané k € N a pron — o0 (n € N) se pomér pocti variaci (resp.
kombinact) bez opakovdni a s opakovdnim bliZ( jedné, tj.
n!

A T RyTRE

QO _,

SR

Diikaz:
nl nn=1)---(n—-(k-1)) 1 k-1
G _nG-1 - (-k-1) 10-3) - 0-5)
(D e (R-1) (e n (1+ELD L (141)1 ’

kde dilezité je, Ze polet Ciniteld k je konstantni. O
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Dusledek 1.3.10: Pro n > k miZeme podet vartaci (resp. kombinaci) s opakovdnim pocitat
podle pribliznyjch vzorcd
n! Lk
—— =1
(n— k!

T ;nk
T

Ve statistice mivame velké vybéry z jeSté mnohem vétsiho pocétu objekti, takZe i stano-
veni poétu v8ech moZnosti mtZe byt zdlouhavé. (Nevérici ctend? st miZe zkusit prepoditat pri-
klad 1.8.6.) Nap¥. vypodet

ny n B n!
k) \n—£k) k' (n-k)

dle posledniho vzorce vyzaduje 2 k—2 nebo 2 (n — k)—2 operaci. Dusledek 1.3.10 dovoluje potitat
variace jako mocninu pomoci logaritmu. Faktorial v druhém vzorci mé sloZitost linearni v k, ale
jsou znamé aproximace, napt. Stirlingtv vzorec (C.11}, takZe muzeme docilit nizsi sloZitost témér
nezavislou na argumentech. Stirlingliv vzorec ovem miZeme pouzit i pfimo pro defini¢éni vztah.

Zopakovali jsme si kombinatorické vzorce ze stfedni Skoly. Spolu s nimi jsme ukézali Ctyri
zdkladni typy vybérd. usporadanych a neuspofddanych, s vracenim a bez vraceni. Zdivodnili
jsme. Ze v obvyklich ulohdch (kde vysledek zaleZi jen na tom, jaké objekty byly taZeny, nikoli
v jakém pofadi) muZeme pro vipocet pravdépodobnosti pouZit dle potieby uspofddany nebo
neuspofadany vvbér, Pravdépodobnost vvskytu ve vibéru to neovlivni. Tim se miZzeme zejména
vyhnout uspofadanému vyhéru bez vraceni. v ném?Z jako jediném nejsou vSechny moznosti stejné
pravdépodobné. takze jej nelze Tesit Laplaceovym modelem pravdépodobnosti (pouze rozsife-
nym).

Navic, pokud méa vybér mnohem méné prvki ne? je vSech moznych objektl, i rozdil mezi
vybérem s vracenim a bez vracen! muze byt nepodstatny. To se bude hodit pro volbu co nejjed-
nodugstho popisu zejména ve statistice.

Priklad 1.3.11: [Nénic¢kova 1990, Pt. 2.24] * Mezi M vyrobky je K vadnych. Jaka je pravde-
podobnost, ze mezi m nahodné vybranymi vyrobky je pravé & vadnych?

Resent: V Sechny mozné vvbéry m z A/ vyrobku predstavuji (1) elementarnich jevi. Hledany
jev nastava pro tv vybéry, v nichz je & vadnych vyrobkt, Z K vadnych vybereme £, to 1ze provést

([f) zpusoby, a z A — K dobrych vvbereme m ~ k. to lze (;_K) zplsoby, celkovy polet moznosti

je (5) (M5, Vysledna pravdépodobnost je
R S 1 Gy
'PXKA") — "‘—[ :
(Tn)

Odvodili jsme tzv. hypergeometrické rozdéleni (viz dodatek B.1). Stejnym rozdélenim se Fid{

o

kEed{0.1,2.....,m}.

nap¥. nodet zjisténych viskiytl onemocnéni ve vzorku populace. O

: Predpokladame, Ze mezi virobky je p = 0.001
¢ je riziko. ze v dodéavce n = 1000 vyrobku bude
7inet kw" *\"’Ce nez -'a" 11 1“- 2 Jak b}' se muace zmemla. kdyby se zmetkovitost zvysilana p = 0.0027

]
1%
et
]
oW
)
=

Napfed si zkuste odhadnout sl

feni: Jedna se o binomické rozdé&leni Bi{(n,p), zajimaji nas z néj jen pravdépodobnosti nej-
visledlon:

pocet zmetku | pravd®podobnost obecné | pravdépodobnost Giselné
0 (1—p)" $.36770
V-1
1 np (1 —p) 0.36806

[ 3]

ol g2 (1 — p)t 0.18403
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(a) Nebudeme séitat pravdépodobnosti poctu zmetki od 2 do 1000, nybrz od jednotky ode-
tteme pravdépodobnost opadného jevu (Zadny nebo jeden zmetek):

1=(1=p)"—np (1—p" ' =026424.
(b) Odecitame navic pravdépodobnost 2 zmetk:

n . 1\ neg . .
1-(1—p)" —np (1~p>“'1~”—(”7—’p2 (1—p)"2 =8.0209-1072.
Vzorce plati obecné; pro p = 0.002 jsou pfiblizné Ciselné hodnoty (a) 0.594 27, (b) 0.323 32.
O

Cvigenf 1.3.13 (jak vyrabé&t €ipy): Predpokladame, Ze pfi vyrobé pamétovych prvki je prav-
dépodobnost vadného prvku p = 2727 = 7.4506 - 1077 a jsou rozlozeny ndhodné (nezavisle).

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze na Cipu s n = 2% pamétovymi prvky jsou viechny dobré?
(b) Jak se pravdépodobnost zméni, kdy# napfed vyrobime 2% prvkil v 16 sekcich po m = 2%
a pak nam stagi z nich vybrat 8 dobrych?

Napfed si zkuste odhadnout vysledek.

Resent: (a) (1—p)" =e P =e 4 =1.8316-1072
Byg=({1-p" =e™P= e7 = 0.606 53, pomoci g = exp (—m p) vychazi

16

1 , .
> < i6> ¢ (1—q)*° " =0.86973.

=8

Predpoklad nezavislosti je problematicky a &isla v této tloze jsou fiktivni, Nicméné jsme
ukézali princip, ktery umoznil pokrok ve vyrobé paméti za cenu dodatefné operace, pfi niZ se
vyberou bezporuchové sekee. O

Cviceni 1.3.14: Kufr ma Ciselny zédmek s 3 Cislicemi 0-9. Zapomnéli jsme kdd, ale vime, Ze
v ném byla jednotka a Ze dvé &islice byly stejué. Kolik je moZnosti?

Cvi€eni 1.3.15: Kufr méa dva &iselné zamky, kaZdy s 3 ¢islicemi 0-9. Jaky pocet (vhodné& zvole-
nych) pokust zarudi, Ze otevieme oba zamky? Jak by se vysledek zménil, kdyby misto toho byl
jediny zamek s 6 ¢islicemi?

1.4 Vlastnosti pravdépodobnosti

Shriime si vlastnosti, které by pravdépodobnost méla mit nejen v Laplaceové modelu (na némz
je lze snadno ukézat), ale i v jeho zobecnénich.

Piiklad 1.4.1: Alice: ,Bobe, jak je pravdépodobné, Ze tu zkousku oba udélame a budeme mit
o vikendu volno? Bob: Rekl bych 70 %.“ Alice: ,.Ale viera jsi tvrdil, Ze ji na 90 % udslés a Ze ja
mam stejnou Sanci.” Bob: ,No a?™ Alice: ,,To neni mozné, a jestli to nevidis, tak tu zkousku asi
neudélas.” Zdavodnéte!

Dva jevy nazyviame nesluéitelné (téz vzajemné se vyluéujici), jestlize nemohou nastat
soucasné. Jsou tedy reprezentovany disjunktnimi mnozinami, proto se nazyvaji také disjunktni.
Pro mnozinu jevi fekneme, Ze jsou po dvou nesluéitelné, jestlize kaZdé dva z nich jsou neslu-
itelné.

Nasledujici tvrzeni shrnuje nejdiilezitéjsi vliastnosti pravdépodobnosti. V Laplaceové modelu
vyplyvaji jednoduse z definice. Pozd&ji v obecné&jsim piistupu zlstanou v platnosti, oviem jejich
dikaz ze slabgich predpokladi bude o néco obtizngjsi.
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Tvrzeni 1.4.2: Pravdépodobnost P splriuje pro libovolné jevy A, B ndsledujict vlastnosti:

1. P(A) € (0, 1)

2. P(0)=0, P(1) =1

3 P(A)=1-P(A

/. ACB = P(A)< P(B)

5. ACB = P(B\ A)= P(B) - P(A).

6. ANB=0 = P(AUB) = P(A) + P(B)
7. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

Diikaz: DokdZeme pouze posledn! vztah. Vyjadiime A U B jako sjednocenf nesluéitelnych jevi,
AUB=AU(B\ (AN B)). Odtud

P(AUB)=P(AU(B\(ANB)))=PA)+P(B\(ANnB))=P(A)+P(B)-P(ANB).
O
Nyni vyfeSime uvodni pfiklad:

Resent (prikladu 1.4.7): Oznatime-ii A, resp. B, jev, Ze Alice, resp. Bob, udéla zkousku. pak
podle pravé dokazaného vztahu

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=09+09-07=11,
coz nelze. O
Zobecnénim piedchoz{ tvahy dostaneme z podminky
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)<1
tzv. Benferroniho nerovnost
P(ANB)>PA)+P(B)~1.
Definice 1.4.3: Uplng systém jevd je mnoZing jevid {B; | j € I}, které jsou po dvou nesludi-
telné a jejichZ sjednocenim je jev jisty, jLEJI B;=1.

Uplny systém jevii mé tu vlastnost, Ze vidy nastane pravé jeden z nich. Uplny systém dvou
jevu musf nutné byt tvaru {C,C'}, kde C je n&jaky jev.

Priklad 1.4.4: Pro vysledky zkouky by mohl byt tplny systém jevi {B,...,Bs}, kde B;
znamené znamku 7 (j =1,..., 4) a B znamena, Ze Zadna znamka nebyla udélena (napf. student

se omluvil nebo zkouska se vitbec nekonala).

Tvrzeni 1.4.5: Necht {By...., By} je dplng systém jevi. Pak pro pravdépodobnost jevu A plati

P(A)=> P(ANBy) .

j=1

Specidlné pro A =1
Z P (Bj) =1,
j=1

pro dplny systém dvou jevd, {B, B}:

P(A)=P(ANB)+P(ANB). (1.3)
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Uvedli jsme zakladni vlastnosti pravdépodobnosti, které v Laplaceové modelu pfirozené vy-
chézeji, ale zhistanou v platnosti i v jeho zobecnénich. Nadéle je budeme hojné pouZivat, proto
by Stenal nemél pokradovat bez jejich osvojeni.

Cviceni 1.4.6: [Hsu 1996] Nahodny pokus mé 3 moZné vysledky a,b, c. Najdéte jejich pravdé-
podobnosti, vite-li, ze P ({a,c}) = 0.75, P ({b,c}) = 0.75.

Resent: P (a) = 0.4, P (b) = 0.25, P (¢) = 0.35.

Cvicen{ 1.4.7: [Hsu 1996] Najdéte pravdépodobnost jevu AU B UC, jestlize P (A) = P(B) =
1/4, P(Cy=1/3, P(ANB)=1/8, P(AnC)=1/6, P(BNC)=0.

Regent: 13/24.

1.5 Nezavislé jevy

Nezavislost dvou jevi

Priklad 1.5.1: Mnohdy spolu dva ndhodné jevy ,nesouvisi®. Nap¥iklad pii hodu dvéma kostkami
lze predpokladat, Ze visledky na sobé nezavisi; vzajemné plsobeni kostek (gravitacni, magnetické
apod.) je piili¥ malé na to, aby ovlivnilo vysledek, zvlasté, budou-li kostky napf. v riznych
méstech.

Jinak tomu bude napf. u cen ropy na burzach (i v riznych méstech). Ty se navzajem ovliviiuji,
navic se véechny ménf{ podle spoleénych pfi¢in

Nekdy nenf jasné, zda jsou jevy nezavislé, napl. vysledky dvou fothalovych zapasi. Stejné
tak jevy, ze dva cestujici stihnou lety z riznych letidt, se zdaji na prvni pohled nezivislé, ale
nemusi tomu tak byt; jedna pri¢ina muiiZze zptisobit zpozdéni vSech letd a obéma cestujicim pomoci
nezmeskat let,

Nezavislé jevy predstavuji dulezitou vyjimku z pravidla ,v3e souvisi se vsim“, kterda nam
umozni radikaln{ zjednodugen{ popisu. Proto potfebujeme nezavislost jevlt matematicky charak-
terizovat. Jak se ukaze, podafi se to jen zlasti.

Priklad 1.5.2 (nezavislé zdroje): Reportéli se snazi zpravy ovéfovat z ,nezéavislych zdroji“.
Jestlize tutéz informaci potvrdi ne jeden, ale dva zdroje, z nichz kazdy je na 90 % pravdivy, pak se
tim zvysi pravdépodobnost, Ze informace je pravdiva. To oviem jen za pfedpokladu ,nezavislosti®,
ktery by byl porufen. kdyby nap¥. oba zdroje pfevzaly tutéz zpravu od stejného clovéka, Jakd je
pravdépodobnost, Ze shodnd informace ze dvou nezdvislich zdroji je pravdiva?

Definice 1.5.3: Dua jevy A, B jsou nezdvislé (angl. independent ), jestlize P(AN B) = P(A)-
P(B). V cpalném pripadé nazgvdme jevy A, B zdvislé.

Pozunamks 1.5.4: [ kdvZ je zvykem fikat, Ze jeden jev nezavisi na druhém, matematickd nezé-
vislost jeva je symetrickd relace; oba jevy maji stejnou roli.
Pozndmkea 1.8.8: Chtéli bychom vyjadrit, Ze mezi nezavisiymi jevy nenf Zédna souvislost. Bo-

huZel neexistuje matematické kritérium, které by to vystihovalo. Muzeme prokizat zavislost,
nikoli véak nezévislost {podobné jako nezévislost svédka u soudu). Proto matematicky pojem

nezévisiosti je slab&f — spokejime ge s tim, Ze pravdépodobnosti sloZenych vyrazl vychazejl ta-
le’ |&1& kdy b\ mezi 16"'\ Zadné souvislost nebyla. NemiZeme naptiklad vyloudit, ze vysledky

n spoleénym procesem, jeho? pravdépodobnosti jsou nastaveny pravé
51 ne:aévisié. S podobnou situaci jsme se jiz setkali v priklada 1.7.9: ne-
t z jejich pravdépodobnosti. Podobné ,tu pravou® nezavislost, napf.
ne formulovat pomoci pravdépedobnosti. Matematicky pojem neza-

vislosti je proto slabgi. T v tom je zasadni rozdil mezi nezdvislosti a nesluéitelnosti.
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Tvrzeni 1.5.6: Jsou-li jevy A, B nezduvislé, pak jsou nezdvislé také jevy A, B (a té# dvojice jevii
ABaADB)
Dikaz:

P(ANB)= P(A)—P(ANB) = P(A) - P(4)-P(B) = P(A)-(1- P(B)) = P(A)-P(B).
Podobné postupujeme v ostatnich pfipadech. a

Disledek 1.5.7: Jsou-li jevy A, B nezdvislé, pak jejich pravdépodobnosti jednoznacné wuréuji
pravdépodobnosti vdech vyrazi slofenych z A, B. Specidiné

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B). (1.4)
Dikaz: KaZdy sloZeny jev lze vyjadrit v uplné disjunktivnf normé,lni_forzné jako_distinkci né-
kterych z nasledujicich navzdjem nesluitelnych jevit AN B, AN B, AN B, AN B. Jejich
pravdépodobnosti jsou diky nezéavislosti znamy. Specialné
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+P(ANB) =
=P(A)-P(B)+ P(A)-(1-P(B))+(1-P(A))-P(B) =
= P(A)+ P(B)—- P(A) - P(B).
Stejny vysledek lze dostat pfimo z de Morganova zédkona a nezavislosti jevi A4, B:
P(4UB)=P(ANE)=1-P(AnB) =
=1-P(A)-P(B)=1-(1-P(A)-(1-P(B)) =
= P(A)+ P(B)~ P(A) P(B).
a

Priklad 1.5.8: K chlazen{ reaktoru slouz{ dvé Cerpadla, kazdé funguje s pravdépodobnosti
0.9999. Jaka je pravdépodobnost, Ze funguje aspoil jedno (coZ stadi pro provoz reaktoru), jestlize
jejich poruchy jsou nezévislé?

Resent: Podle (1.4)
0.9999 + 0.9999 — 0.9999% = 0.999 999 99 .

Riziko chyby z této piféiny je 108, Problematicky je viak predpoklad nezavislosti; nékteré zdroje
poruch pilisobf na Cerpadla nezavisle, ale jiné mohou byt spoleéné. O

Tvrzeni 1.5.9: Dva jevy, z nich? jeden md pravdépodobnost 0 nebo 1, jsou nezdvislé.

Diikaz: Necht P(B) = 0. Pak P(ANn B) = 0 = P(A) - P(B). Pro P(B) = 1 miZeme pouZit
predchozi vysledek a tvrzeni 1.5.6. O

Resent (prikladu 1.5.2): Priklad s nezavislymi zdroji nabizi jednoduché, avsak chybné fegenf:
Ze zprav prvniho zdroje je 1/10 nepravdivych, druhy nezavisly zdroj sniZi riziko chyby opét
10x, tedy zprava potvrzena ze dvou nezavislych zdroju je s pravdépodobnosti 1 % nepravdiva,
s pravdépodobnosti 99 % pravdiva. To je obdobny vipodet jako v pitkladu 1.5.8: 0.9+0.9~0.9? =
0.99. Bohuzel, tento zjednodusujici pohled nerespektuje skuteCnost, Ze zdroje se k nékterym
otazkdm nemust vyjddrit. Také nezohlediiuje, kolik nepravdivych informaci ke zdrojim prichézi
(a jen nékteré z nich jsou pfeneseny dal). Nemame tedy dostatetné podklady pro pfesny zavér.
I presto je viak zlejmé, Ze potvrzeni informace jednoho zdroje druhym, nezavislym zdrojem zvysi
pravdépodobnost, Ze informace je pravdivé; bez predpokladu nezavislosti by to tak byt nemuselo.

Predchozi tlohu by bylo mozno zpresnit tak, aby uvedeny vypolet byl v poradku. Napf.
klademe otézku, na kterou jsou mozné pouze odpovédi ano/ne (napf. zdae president dorazil na
plénovanou navstévu). Oba zdroje znaji pravdu a sdéli ji, ale jejich informace miZe byt pii pre-
nosu zkreslena tak. 7e s pravdépodobnosti 10 % je mylna. Pak pii pfijeti dvou stejnych odpovadi

tole o podminéné pravdépodobnosti. O
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Priklad 1.5.10: Pokud bychom v prikladu 1.4.1 pfedpokladali, Ze vysledky Alice a Boba jsou
nezavislé, vysla by pravdépodobnost, Ze zkousku udélajf oba, 0.9 - 0.9 = 0.8%. Tento pfedpoklad
v8ak nemusi byt splnén, i kdyz nebudou opisovat; pokud se pripravovali spoletng, asi budou mit
podobné nazory na riiznou obtiZznost jednotlivych témat. Bude-li v testu otézka, ktera jednomu
piipad4 snadné, bude tak asi pfipadat i druhému. V uvedeném prikladu ovSem Bobtv odhad
70 % mél zasadni vadu, protoZe tato hodnota neni mozné ani pro zavislé jevy.

Piiklad 1.5.11: [Zvéara, Stépan 2002] ** Alice a Bob cht&ji spravedlivé vybrat jednoho z nich.
Mohou si hodit minci, ale ta je zdeformovana, takZe jsou pochyby, zda padaji oba vysledky se
stejnou pravdépodobnosti. (Tj. maji k dispozici ndhodny generator, ktery je Spatny.) ProtoZe
neznaji feSeni cvideni 1.2.11 (podle néhoZ by minci ani nepotfebovali), dohodnou se, Ze hodi
minei dvakrat. Alice vyhrava, pokud padnou stejné vysledky, Bob pii ridznych vysledeich. Kdo
z nich méa véts{ nadéji vyhrat?

Reseni: Necht lic padé s pravdépodobnosti 1/2 4+ ¢, rub s pravdépodobnosti 1/2 — ¢, kde € €
(—=1/2,1/2). Muzeme pledpokladat, Ze oba hody jsou nezavislé. V tom pfipadé pravdépodobnost,
7e padne 2x lic, resp. rub, je (1/2 + 5)2, resp. (1/2 — 5)2. Alice vyhrava s pravdépodobnost{

1 2 1 2_1 2.1
(§+5> +(§—5) :§+26 > 5.
Pro kontrolu, Bob vyhréava pfi dvou stejné pravdépodobnych vysledcich, a to s pravdépodobnosti
1 1 _1 2 _1
2(3+¢) (3-¢)=35-26" <3,

coz potvrzuje piedchozi vysledek.

Na tomto pfikladu lze ukizat vice skutecnosti. Navzdory jednoduchosti je k pravdépodobnost-
nimu popisu potieba rozsifeny Laplacetv model (ktery &tenaf jisté snadno najde), nevystagili
bychom s plvodnim Laplaceovym. Alice vyhrava Castéji bez ohledu na to, kterd strana mince
pada s vyssi pravdépodobnosti (pouze pfi rovnosti je € = 0 a Sance jsou vyrovnané). Pravdépo-
dobnost se vSak od 1/2 li&i malo, o h(¢) = 2&? namisto piivodniho e. Je-li napf. € = 0.01, pak
Alice vyhrava s pravdépodobnosti 1/2 + 2¢? = 0.5002. Tim jsme ziskali navod, jak udélat ze
Spatného nahodného generdtoru lepsi. O

Priklad 1.5.12: ** Zkuste vylep&it pfedchozi p¥iklad tak, aby pravdépodobnost vyhry byla jesté
blizai 1/2.

Reseni: Budeme nutné potfebovat vice neZ dva hody. MoZné vysledky mtizeme vyhodnotit napi.
tak, Ze pii sudém poctu lict vyhrava Alice, pfi lichém Bob. Napf. pro 3 hody vyhrava Alice
s pravdépodobnosti

(-9 +3(-e) (14 =11
Pro e = 0.01 je to 0.499996. Pro 4 hody vyjde
G-e)'+6 (-’ L+ +(L+e)" =1+8e=050000008.

Je mozZné také uvaZovat tak, Ze postup z pfikladu 1.5.11 aplikujeme na jeho vlastni vysledek, tj.
dvojici hodt dvakrat opakujeme a rozhodneme podle toho, zda vysledky byly stejné; vysledna
pravdépodobnost se lisf od 1/2 o h(h(g)) = 8&%. To je ekvivalentni s prvné uvedenym postupem
(pro libovolny pocet hodit rovny mocniné dvou); i rozhodovaci kritérium je stejneé.

UvaZujme je§té velmi $patnou minci, u niZ lic pada s pravdépodobnosti 0.9. Provedeme-li
napf. 2° = 32 pokusf, pak pravdépodobnost, 7e pocet lict je sudy, se lisf od 1/2 o é&islo, ziskané
z € = 0.4 pomoci 5x opakované aplikace funkce h (odvozené v piikladu 1.5.11),

h(h(h(h(h(g)))))=3.96-1074.

Tento postup dovoluje vytvofit z velmi Spatného ndhodného generdtoru libovolné dobry (byt
pomalejsi). To se vyuziva v generdtorech ndhodnych &isel. d
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Cvigeni 1.5.13: Data z osobnfho poiitade zélohujeme na sitovém disku jednou tydné. Riziko,
7e behem tydne p¥ijdeme o data, je pro osobnf potitad 0.3% a pro sitovy disk 0.1 %. Jaké je
riziko, Ze pfijdeme o data i zalohu béhem jednoho tydne, resp. béhem 156 tydnd (pfiblizng 3
let)? (Reéte za pfedpokladu nezavislosti, ale zvaZte jeho adekvatnost.)

Regeni: Kazdy tyden podstupujeme riziko 0.003 -0.001 = 31076, Za 156 tydna to je

)P =g 107t

1-(1-3-107°
Nezavislost 1ze dobfe predpokladat pro poruchy diskidl (kromé& nap¥. pozaru budovy, v niZ jsou
oba disky), ale spolednym rizikem muZe byt napf. politaovy virus. Pro zohlednéni zavislosti
v naSem odhadu rizika vsak obvykle nemame potrebné data. 0

Cvigeni 1.5.14: [Zvara, Stépan 2002] Nahodné vybereme (napf. losovanim) k z n lidi (mezi
nimiz je Alice a Bob) tak, Ze kazda kombinace mé stejnou pravdépodobnost 1/(’;’), kde2 <k <n.
(Jedna se o neuspo¥adany vybér bez opakovani.) Jev A, resp. B znamend, ze mezi vybranymi je
Alice, resp. Bob. Jsou jevy A, B nezavislé?

Reseni: Alici lze vybrat tolika zpasoby. kolika lze vybrat & — 1 lidi ze zbyvajicich n — 1, takze
pravdépodobnost jejiho vibéru (stejné jako Bobova) je

G =1 (n—k)Nk k
P(4)=P(B) = ?A)l :(Z—k)l(k—n!mzﬁ’

coZ neprekvapi. Alici soucasné s Bobem lze vybrat tolika zplsoby, kolika lze vybrat k& — 2 lidi ze
zbyvajicich n — 2, tj. s pravdépodobnosti

) =2 =Rk k(k—1)  [E\?
PAnB) = }E’}j)z = =) (k—Q)!n!_n(n—1)<< >

takZe jevy A, B nejsou nezavislé. (Je-li vybrana Alice, sniZuje se tim pravdépodobnost, Ze bude
vybran i Bob.) O

Cvigeni 1.5.15: Mohou byt jevy A, A (resp. A, A) nezévisle?

Resent: 7 definice dostavame P(ANA) = P(A)-P(A), po apravé P(0) = 0 = P(A) (1 — P(A)).
To je kvadraticka rovnice pro P(A) s felenfmi 0,1. MoZné to tedy je, a to pravé tehdy, kdyz
P(A) € {0,1}. Stejny vysledek dostavame 1 v druhém piipadg, jako FeSeni rovnice P(A) =
P(A) - P(A). O

Nezavislost vice jevii
Zobecnéni nezévislosti na vice nez dva jevy p¥inési novy problém. Nabizi se nasledujici jednodu-

ch4 moZnost:

Definice 1.5.16: Jevy A1, ..., A, se nazgvaji po dvou nezdvislé, jestlize kaZdé dva z nich jsou
nezdvislé.

Néasledujici priklad ukazuje, Ze je to slaba podminka, kterd nestadl pro vyjadfeni viech dule-
Zitych vlastnosti jevil, které spolu nesouvisi.

Priklad 1.5.17: Pro hod dv&ma mincemi rozlisime jevy

e A:na prvni minci padl lic,
e B: na druhé minci padl lic,
e ' na mincich padly rizné vysledky.
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Jevy A, B jsou zjevné nezavislé; snadno ovéfime, Ze jevy A, B, C jsou po dvou nezavislé:

P(AﬂB):P(AﬁC)zP(BﬂC):%.

Nicméné konjunkce vsech tif jevi je nemozna, P(AN BN C) = P(0) = 0, ackoli pro ,opravdu
nezavislé“ jevy bychom ji ofekavali s pravdépodobnosti P(A) - P(B) - P(C) = 1/8. Vidime, Ze
mezi (po dvou nezavislymi) jevy A, B,C existuje zavislost, kterd se vSak projevi aZ pii studiu
vice neZ dvou jevi. Pomohlo by pridat pozadavek P(AN BN C) = P(A) - P(B) - P(C), avak
nesmime vynechat podminky P(A N B) = P(A) - P(B) atd.

Definice 1.5.18: Konecnd mnoZina jevii M se nazjvd nezdvisld, jestliZe
P( N A) =] P4 (1.5)
Aek AeK

pro wSechny podmnoginy K C M. V tom pfipadé téZ Fikdme, Ze jevy z mnoZiny M jsou nezdvislé,
nebo Je M je mnoZina nezdvislych jevd.

Tvrzeni 1.5.6 m4 nasledujici zobecnéni:
Tvrzeni 1.5.19: Je-li M = {4;,..., Ap} nezdvisld mnoZina jevt, pak je nezdvisld i kaZdd mno-
Zina {B1,..., By}, kde B; € {Aj, A}, j =1,...,n, a téZ kaZdd jeji podmnoZina.
Dikaz: Dikaz je analogicky tvrzenf 1.5.6, napf.

P 4na)-#( N 4)-#(N4) = 1 P~ [t =

j<n—1 Jj<n—1 i<n Jjsn— <n

1 i<
=(1-P(4)) ] P4)=P@,) ] P(4)).

j<n~-1 j<n-1

IN

a

Poznamka 1.5.20: Pfipomefime, 7e v piedchozim tvrzeni pro kaZdé j muZeme do nezavislé
mnoZiny vybrat bud A;, nebo 4;, ale nikoli oba tyto jevy.

Disledek 1.5.21: Jsou-li jevy Aq,..., A, nezdvislé, pak jejich pravdépodobnosti jednoznacné
uréugl pravdépodobnosti viech virazd sloZengjch z Ay, ..., An.
Dikaz: Obdobny disledku 1.5.7. O

Ne&kdy budeme pot¥ebovat zobecnéni nezévislosti na nekonen& mnoho jevii. Nasledujici defi-
nice se vyhne moZnym problémim s existenci nekoneénych soudind.

Definice 1.5.22: Nekoneénd mnoZina jevi se nazyvd nezdvisld, pokud kaZdd jeji koneénd pod-
mnoZina je nezdvisld, tj. pokud (1.5) plati pro kaZdou konetnou podmnofinu K.

Priklad 1.5.23: Kolik rovnic je potfeba otestovat, abychom ovéfili nezavislost n jevi?

Reseni: Rovnost definujici nezavislost je potieba ovérit pro viechny podmnoZiny n-prvkové mno-
Ziny, t&ch je 2". Z nich je n + 1 trivialng splnéno, a to n pro jednoprvkové mnoZiny, tvaru
P(A) = P(A), a 1 pro prazdnou mnozinu, P(1) = 1 (kde souin prazdné mnoZiny ¢initeld po-
kladame rovny neutralnimu prvku 1). Zbyva ovérit 2"— n — 1 rovnic. 0

Priklad 1.5.24: Kolik redlnych &isel potifebujeme k popisu pravd&podobnosti viech sloZenych
jevll vytvofenych z n nezdvislych jevi?
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Resent: Stati znat n pravdépodobnosti vychozich jevi Aj,..., A,. Z nich uréime

P(ByN...NBy) =[] P(By)

ign

pro viechna B; € {A;, Abj=1..., n. Kazdy sloZeny jev lze vyjadrit jako disjunktni sjednocent

jevil tohoto tvaru, tedy jeho pravdépodobnost lze urdit z pfedchozich. a

Piipadnd nezévislost jevli dovoluje znacnou tusporu p¥i popisu pravdépodobnosti ndhodného

k odhadu velkého poctu parametri. Proto nezavislost jevil vyuZijeme viude, kde to bude moZné.

Poznamka 1.5.25: Presné splnéni podminek nezavislosti muze byt vzacné. (Jsou ve tvaru rov-
nosti realnych ¢isel.) V praxi se proto s timto pfedpokladem pracuje Casto i u jevi, u nichz
nezavislost je splnéna jen p¥iblizng; vysledné zavéry jsou pak zatiZeny dalsi chybou a plati také
jen priblizné. Nicméné je to Casto jediny zpusob, jak dojit aspofl k n&jakym pouzitelnym zavérim.
Musime v8ak uvazit adekvatnost pfedpokladu nezavislosti a byt si védomi diisledkt vyplyvajicich
z jeho poruseni.

Ukézali jsme si; jak se pravdépodobnostn{ popis zjednodusi, pokud vime, Ze nékteré jevy jsou
nezévislé. V tom pfipadé nam k popisu staéi méné parametri. Nesmime zapominat, Ze jevy po
dvou nezavislé jegté nemusi byt nezavislé.

Cviceni 1.5.26: Na zajice vystleli souCasné tii stielci, jejichZz pravdépodobnosti zdsahu jsou
a=02,b=08ac=0.9 Jaki je pravdépodobnost, Ze aspoh jedna z ran zajice zasdhne?

Reseni: Povazujeme-li jevy za nezavislé, pak pravd&podobnost, Ze zajic nebude zasaZen, je
(1-a){1=0)(1-¢)=0.016.
Pravdépodobnost aspoil jednoho zasahu je
1-1-a)(1-8)(1-¢c)=0.984.
O

Cviéeni 1.5.27: Utotna raketa je zasa’ena obrannou raketou s pravd&podobnosti 1/2. Kolik
obrannych raket je tieba vyslat. aby pravdépodobnost zasahu byla aspon (a) 90 %, (b) 99 %.

Resent: Za predpokladu nezavislosti je pravdépodobnost zasahu k obrannymi raketami 1 —1/2%,
z toho vyplyvaji meze (a) &k > log, (10) = 3.32. k > 4, (b) k > log, (100) =6.64, k > 7. 0

Cviceni 1.5.28: Predpokladejme, Ze nédhodné jevy A, B,C jsou nezavislé a maji po fadé
pravdépodobnosti 0.1, 0.3, 0.4. Urcete pravdépodobnosti jevi AU (BNC), Au(ANBNC),
(AUB)N(AUC).

Resent: Jevy A, BN C jsou nezéavislé, s vyuzitim dusledku 1.5.7 dostédvame

P(AU(BNC))=P(A)+P(BNC)-P(A)-P(BNC) =
=P(A)+P(B)-P(C)-P(A)-P(B) - P(C)=
=01+03-04-01-03-04=0.208.

Jevy A, AN BN C nejsou nezavislé, ale jsou nesluditelné,

P(AU(ANBNC))=P(A)+P(A) P(B) P(C)=
=P(A)+(1-P(A)-P(B)-P(C)=0.1+09-0.3-0.4=0.208.
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Jednd se oviem o vyraz sémanticky ekvivalentni s pfedchozim, podle zadkona absorpce
AUANX)=AUX. »

Jev (AUB)N (A U C) si pfevedeme do disjunktivni normélni formy (ANC) U (;l N B), kde
jevy v zévorkéach jsou nesluditelné,

P((ANC)U(AnB))=P(ANC)+P(ANB) =
=P(A)-P(C)+P(A)-P(B) =
=01-044+09-03=0.31.

Ve v8ech priipadech je mozné vyjit z Gplné disjunktivni normalni formy, coZ by zde vedlo na
ponékud sloZitéjsl vypodet. O

Cviceni 1.5.29: K chlazeni reaktoru slouzi tfi ¢erpadla, kazdé funguje s pravdépodobnost!
0.9999. Jaka je pravdépodobnost, Ze funguji aspoii dvé, resp. aspoi jedno (coZ stali pro pro-
voz reaktoru), jestliZe jejich poruchy jsou nezavislé? (Srovnej s piikladem 1.5.8.)

Resent: Booleovskou funkci ,aspon dva ze tif“ lze pro jevy A, B,C vyjadfit napr. (ANnB)U
(ANCYu (BNC). V tomto vyrazu viak nejsou jednotlivé konjunkce neslucitelné. Proto jej
pro vypocet pravdépodobnosti upravime do ekvivalentniho tvaru (AN B) U (_AHBQC) U
(A NnBN C), ktery je disjunkei neslucitelnych vyraz. Dostavame pravdépodobnost

0.9999% + 2-0.99992 - (1 — 0.9999) = 0.999 999 97 .

Podle ofekavan{ je riziko chyby 3. 1078 piiblizné 3x vétsi ne v pitkladu 1.5.8.

Podobné miiZeme postupovat pro funkei ,aspoil jeden ze tii“. Zde je ale jednodussi pfejit
k negacim a popsat ji vzorcem AN BN C, kde mame konjunkci nezavislych jeva. Riziko chyby
vychazi 0.0001% = 1-10~'? a pravdépodobnost, Ze aspoi jedno Gerpadlo funguje, je 1—1-10712 =
0.999 999 999 999.

Predpoklad nezévislosti je opét problematicky. (éz’slo 0.9999 je fiktivni, ale uloha md reding
podklad; vSechny tFi uvedené konfigurace se u jadernych elektrdren uZivaji.) O

Cvicenf 1.5.30: [Hsu 1996] Hodime dvéma kostkami a rozlisime nésledujic jevy:
A: soutet je 7.
B: souclet je 6,
C': vysledek na prvnf kostce je 4.

Jsou nékteré z jevit A, B, C nezavislg?

Regent: Jevy A,C jsou nezévisle: P (A) = P(C)=1/6, P(ANC) = 1/36.

Cvigenf 1.5.31: [Hsu 1996] UrCete pravdépodobnosti nezavisiych jevi A, B, jestlize P (AN B) =
0.16, P (AU B) = 0.64.

Cvicen{ 1.5.32: Ctyii spinace v zabezpefovacim zafizen{ jsou spojeny (a) po dvou sériové a pak
I8’

paralelng, {b) po dvou paralelng a pak sériové, viz obr. 1.1. Sepnou nezavisle s pravdépodobnosti
p € (0,1}, Pro které zapojeni je v&tdf pravdépodobnost, 7e celd soustava bude poudtét proud?

M% I

i

Obrazek 1.1. Dvé zapojeni spinaci
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Regent: (a) P(A) =1
() P(B)=(1-(1-pP) =p* 2-P)".
P(B)~P(4) =1 ((2-p) - (2-p%)) =20* (p—1)* 2 0.

Cviceni 1.5.33: DokaZte. Ze jsou-li jevy A, B, C nezavislé, pak i jevy A, BN C jsou nezévislé.
UkaZzte (napf. pomoci piikladu 1.5.17). Ze nestadi pfedpoklad, ze jevy A, B,C jsou po dvou
nezavislé.

1.6 Geometrickd pravdépodobnost

Typickym pifkladem s nekoneéné mnoha vysledky jsou geometrické tlohy, vedouct na tzv. geo-
metrickou pravdépodobmnost.

Priklad 1.6.1: Jaké je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany bod étverce lezi v kruhu do
Ctverce vepsaném?

Priklad 1.6.2 (Buffonova uloha, angl. Buffon’s needle problem): * Na linkovany papir
hodime jehlu, jejiz délka je rovna a-nasobku vzdalenosti mezi linkami, ¢ < 1. Jaka je pravdépo-
dobnost. ze jelila protne n&jakou linku?

V takovychto ulohach predpokldddme, Ze vibér bodu je .rovnomérny”® v tom smyshu, Ze
pravdépodobnost. Ze bod padne do urcitého ttvaru (v prostoru moznych vysledku), je umérna
obsahu tohoto Gtvaru. nezdlez{ na jeho poloze. orientaci apod. Pak FeSenim je pomér obsaht ploch
odpovidajicich studovanému jevu a jevu jistému. Tim trochu pfedbihame; korektni zavedenf
potfebnych pojmub. hlavné .rovnomeérnosti™, pfinese aZ kapitola 1.7. Zvoleny postup vykladu
ale odpovida historickému vyvoji discipliny. kde geometricka pravd&podobnost sehrala dileZitou
motivatni roli pred formulaci korektntho matematického popisu.

Resent (prikladu 1.6. 1): Za uvedenych predpokladi je pravdépodobnost ddna pomérem obsahu
kruhu a ¢tverce (kde strana se rovné pruméru), coz je 7/4 = 0.785. O

Resent (pFikladu 1.6.2): Vysledek muZeme vvijadfit v zavislosti na dvou ndhodnych veli¢inach:
thlu mezi linkou a jehlou 2 € (0.7/2) a vzdalenosti stfedu jehly od nejblizsf linky y € (0,1/2)
(za jednotku bereme vzdalenost mezi linkami). Predpokladame, Ze tyto nahodné velidiny jsou
nezavislé a majf rovnomeérné rozdélenf na pfisludnych intervalech. (Mohli jsme uvaZovat znaménka
a zavést ndhodné velid¢iny jako orientované, ale dosli bychom ke stejnym zavérim. Také maximalni
hodnoty se nezdaji byt spravné ofetfeny: napt. pro y € (0,1/2) pfipadaji na kaZdou linku dvé
piimky se vzdalenosti od linek y, zatimco pro y € {0,1/2} jen jedna pfimka, ale tento pripad
nastédva s nulovon pravdépodobnostl.) Za mnoZinu elementarnich jevd vezmeme dvojrozmérny
interval (obdélnik) 2 = (0.1/2) x (0,7/2), na kterém mdme rovnomérné rozdélenf. Jev A -
protnuti linky — nastane. pokud y < % a sinz (viz obr. 1.2},

A= {(y.w D2 x 0/ ly < %a sina‘} .

(NezaleZi na tom, zda pouZijeme ostrou nebo neostrou nerovnost, oba piipady se li3i s nulovou

pravdépodobnosti.} Hledana pravdépodobnost je pomér obsahii mnoZin A a (2, pficem? A je
plocha pod kffivkou, jejiZz integrac! dostaneme obsah. a {2 je obdélntk:

2
asinrdr=—0a=0636619772a. (1.6)

i

1
v | b

!
;
¥
li
Al
—
ol

Jeliko? tuto pravdépodobnosi lze odhadnout na zékladé experimentu (tzv. metodou Monte
Carlo), mame navod, jak lze (pfi znamé délce jehly, napf. rovné vzdalenosti mezi linkami) expe-
rimentalng zmd&fit iraciondlnf ¢islo 7. To mohli udélat jiz starf Rekové, ale k interpretact vysledku
pokusu jim chybély znalosti zde pouzZit¥ch vzored, které pochopitelng vyzadovaly i rozsahlé zna-
losti o &isle 7. Podobné mohli pouZit jednodussi piiklad 1.6.1. O
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Obrazek 1.2. Oblast vyhovujic{ Buffonové aloze pro a = 2/3

Pomoci Buffonovy tlohy 1.6.2 1ze naopak pfi zndmém 7 touto metodou mé¥it délku jehly, coz

Yy s

Priklad 1.6.3: [Zvara, Stépéan 2002] Pozménme Buffonovu tlohu 1.6.2 tak, Ze misto jehly ha-
zime konvezni n-thelnik, jehoZ primér (maximéalni vzdalenost dvou bodl) je mensi neZ vzdale-
nost linek. Jaka je pravdépodobnost, Ze protne nékterou linku?

Reseni: Predpoklady zajistuji, e n-uhelnik protina nejvyse jednu linku. Nastane pravé jedna
z nasledujicich moZnosti:

e n-thelnik neproting Zadnou linku,
e néktery vrchol leZi na lince,
o pravé dvé (rizné) strany n-thelnika protinaji jednu linku.

Druhd moZnost mé nulovou pravdépodobnost a dale ji neuvazujeme. Oznalme A; jev, Ze j-ta
strana protind néjakou linku, a A jev, Ze n-thelnik protind né&jakou linku. Pak

n—1 n non
1
FP(A) = E E P(A]ﬂAk)—-é P(AjﬂAk)
J=1k=j+1 j=1k=1

Pro kazdé j zname dle (1.6) pravdépodobnost

2
P4 = > P(A; N A == aj,
kEN[j

kde a; je délka j-té strany a M; = {1,...,n} \ {j}. Po dosazeni

TL

PU=33 T PAanAg=33 Za= Y e,
j=1

J=1 keM; j=1

kde posledni suma je obvod n-thelnika.

Dostall jsme metodu, kterd dovoluje odhadnout obvod konvezniho mnohothelnika. ProtoZe
libovolnou konvexni mnoZinu Ize vyjadrit jako limitu mnohothelnikd (& wvide. Ze pravdépo-
dobnost se limitou zachovd), Ize takto odhadnout obvod libovolné konvern? m=c#iny., jejfz obvod
je koneCny (staci zajistit, Ze vzdélenost linek je v&t&{ neZ prumér mwreo¥- T uZ mbZe byt
néastroj k feSen{ obti{Zné ulohy. BohuZel tento postup nelze pouZit ne =i~ -7 mnoZiny. a
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Priklad 1.6.4 (odhad plochy pevniny): Chceme odhadnout plochu, kterou zabira pevnina
na Zemi. Vzhledem ke komplikovanému tvaru je to velmi obtizné. MiZeme uvaZovat o nasledu-
jicl snaz8i alternativé: Povrch Zemé lze odhadnout pomérné snadno, vyjdeme z povrchu koule
Ci elipsoidu a provedeme drobné korekce na skuteény tvar. Pak volime ndhodné body na Zemi
a zkousline, zda jsou na pevniné nebo na moii. Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je prav-
dépodobnost, Ze ndhodné vybrany bod na Zemi lezi na pevning (je-li vybér bodd provadén
“rovnomérné”; je ovéem obtiZné definovat, co to znamend). Pfi velkém poctu bodt lze ocekavat,
7e odhadneme pomér plochy pevniny a mofi. Pozd&ji se naudime stanovit pfesnost této metody.

Priklad 1.6.5: Nahodng vybereme dva body K, L na kruZnici o jednotkovém poloméru se stre-
dem S. Jaka je pravdé@podobnost, Ze jejich vzdalenost (pfimé, méfend v roving) je del3i nez néjaka
mez, napf. v'3 (=délka strany vepsaného rovnostranného trojihelnika)?

Regeni: Vzdalenost zavisi jen na uhlu ZK SL, ten je ndhodné vybran z intervalu (0, 7). Vzdalenost
je v&tsi nez /3, pravé kdyz ZKSL > 2/3 1 (rovnost nastava, pravé kdyz K, L jsou dva z vrcholit
vepsanélio rovnostranného trojihelnika). Hledana pravdépodobnost vychézi 1/3. a

Podle Laplaceovy definice muZe pravdépodobnost nabyvat pouze racionalnich hodnot. To se
jevi jako neopodstatnéné omezeni. V pfikladech 1.6.1 a 1.6.2 vy8la pravdépodobnost iracionalni
(a lze z nf vypocitat 7).

Kromé toho je problém, jak vibec formulovat podminky pokusu, napt. Ze ,vSechny body maji
stejnou pravdépodobnost, Ze budou vybrany.” JelikoZ je jich nekone¢né mnoho, tato pravdépo-
dobnost nemtiZe byt kladna, musi tedy byt nulova. To ndm v8ak neumoZiiuje Fesit takové tlohy
prostym pomérem poftu pfiznivych pfipadd k poétu vech pfipadi. UkaZeme, Ze v nékterych
tlohach na geometrickou pravdépodobnost neni jasné, jaky pomér obsahi méa byt Fefenim a
nedostaneme jednoznalny vysledek.

Priklad 1.6.6 (Bertrandiv paradox): [Rogalewicz 2000] Jaké je pravdépodobnost, ze délka
tétivy kruZnice o jednotkovém poloméru je del3f nez /37

Reseni: 1. postup: Nahodné vybereme stfed tétivy jako libovolny bod uvnit¥ kruznice. Délka
tétivy bude v&tsi nez /3, pravé kdyZ stied bude lezet v kruZnici vepsané piislusnému rovno-
strannému trojihelniku. Ta m4 polomér 1/2 a obsah 4x mensi nez puvodni kruZnice, takZe
hledan4 pravdépodobnost vychéazi 1/4.

2. postup: Nahodné vybereme stied tétivy pomoci vzdélenosti od stfedu kruznice (z intervalu
(0,1)) a thlu od stfedu (z intervalu (0,27)). Jev nezavisi na uhlu, pouze na vzdalenosti, ta ma
byt mensi nez 1/2, coZ nastane s pravdépodobnosti 1/2.

3. postup: Jedno feen{ uz jsme méli v prikladu 1.6.3; v¥sledek byl 1/3.

Shrnuti: Ruzné postupy vedou k odlidnym vysledkiim, tloha nenf korektné zadana. Neni totiZ
jasné, jakym zpusobem se ma nahodné vybrat tétiva. VSechny postupy jsou sprévné, ale kazdy
popisuje jinou tlohu s jinym rozdélenim pravdépodobnosti tétiv. a

Rozdil mezi piiklady 1.6.5 a 1.6.6 je v tom, Ze v prvnim jsme nevahali, co to znamena néa-
hodné vybrat dva body kruznice. Pro kaZdy oblouk je pravd&podobnost, Ze vybrany bod do ngj
padne, amérna délce oblouku (tedy i jeho stfedovému thlu). Pokud vsak tukolem bylo ndhodng
vybrat tétivu, pak neni zfejmé, zda ji mame uréit koncovymi body jako dfive, nebo jinym, stejné
piirozenym zpusobem. Pokud &tenaf i po tomto ptikladu véfi, Ze Bertrandiv paradox vznikl
z neopatrnosti, které se lze vyhnout jako v pifkladu 1.6.5, moZné znejist{ v nasledujici tloze:

Priklad 1.6.7: Jaka je pravdépodobnost, Ze vzdilenost dvou nahodné vybranych bodl elipsy
je vétsi nez stanovenid mez?

Reseni: Podobng jako v pfikladu 1.6.5 chceme nahodné zvolit body elipsy. Zde opravdu neni
ziejmé, co by mélo byt ,rovnomérné” rozdé&ieni. M4 byt pravdépodobnost, Ze bude vybran bod
z daného oblouku elipsy, imérné stfedovému uhlu, nebo délce oblouku? U kruZnice v tom nebyl
rozdil, ale zde jsou ob& moZnosti stejné prirozené. Bez dalsi specifikace nelze pokratovat v feSeni.

a
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Komu ani pfedchoz{ argument nestadi, mize uvazovat o ,rovnomérném* rozdéleni na slozi-
t&j31 k¥ivce, tieba spirale (je jich mnoho druhfl). Navic mohou vyvstat i problémy s definici
délky kiivky. Stejné tak bychom narazili na problémy, kdybychom chtéli definovat ,rovnomérné®
rozdéleni na riznych plochéach.

Ukézali jsme aspon zakladn{ tlohy na geometrickou pravdépodobnost, které nelze fesit v La-
placeové modelu pravdépodobnosti. Vyzaduji jiny aparat.

Cvideni 1.6.8: [Nénickova 1990] Vybereme bod (X,Y") ze &tverce (—1,1) x (—1,1) s rovnomér-
nym rozdélenim. UkaZte, Ze jevy A: X >0, B: Y > 0, C: X -Y > 0 jsou jsou zavislé, ale po dvou
nezivislé.

1.7 Kolmogoroviv model pravdépodobnosti

Tento piistup odstraiuje vétsinu vyhrad k Laplaceové definici pravdépodobnosti. Soutasné do-
voluje popsat a fesit korektné i dlohy na geometrickou pravdépodobnost.

Zakladni pojmy

Prvni zména je, Ze elementarnich jevd (=prvkd mnoziny {2) mizZe byt nekonedné mnoho.
Kazdy elementérni jev odpovida jedné moZné kombinaci vysledkd v8ech jevii, které lze v po-
pisovaném nahodném pokusu pozorovat. Disledkem je, Ze nemiZeme pFedpoklidat, Ze viechny
elementdrni jevy jsou stejné pravdépodobné.

Jevy jsou podmnoziny mnoziny (2, ale ne nutné viechny. (Tato volba se ukéZze nevyhnuteln.)
V8echny jevy tvor{ podmnozinu A C exp §2. Ta spliiuje nésledujici podminky:

(Al) b e A

(A2) Ac A = Ac A

(A3) (WfneN:A4,cA) = (J A, €A

neN

V dasledku (A1) a (A2) dostévame 2 = € A. Podminka (A3) fik, Ze disjunkce spocetné
mnoha jevl je jevem. To samozTejmé plati i pro disjunkce koneéné mnoha jevd; diky (Al) stagi
doplnit posloupnost prazdnymi mnoZinami. (Volbu pravé spocetnyjch disjunkei, nikoli v8ech nebo
pouze kone¢nych, zdivodnime pozdéji.) Vlastnosti (A2), (A3) a de Morgantiv zakon zajistuji, Ze
v A muZeme pouZivat i spoletné pruniky:

(neEN:ApeA) = (J4n=|JAcA
neN neN
Definice 1.7.1: Systém A podmnoZin néjaké mnoZiny 2, ktery spliuje podminky (A1)-(A8), se
nazyvd o-algebra.
Poznamka 1.7.2: Pismeno ¢ v terminu o-algebra je zkratkou znamenajici, Ze tento pojem se

vztahuje ke spocetngm operacim (zde spocetné sjednocent).

Prirozeny napad 4 = exp {2 vede k nezddoucim paradoxtim, jeden z nich uvedeme v p¥i-
kladu 1.7.23.

Definice 1.7.3: Pravdépodobnost (téz pravdépodobnostni mira) je funkce P s hodnotami
2 (0,1), definovand na o-algebFe a spliiugici podminky

(P1) P(1) =1,
(P2) P( U An> = Y. P(An), pokud jsou mnoZiny (=jevy) An, n € N, po dvou disjunktni.
neN neN

Poznamka 1.7.4: Vlastnost (P2) se nazyva spodetnd aditivita niebo o-aditivita.

Definice 1.7.5: Pravdépodobnostni prostor je trojice (12, A, P), kde 2 je neprdzdnd mno-
Zina, A je o-algebra podmnoZin mnoziny 2 a P: A — (0,1) je pravdépodobnost.
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Vlastnosti pravdépodobnosti

Porovname, které vlastnosti pravdépodobnosti z Laplaceova modelu zlstavaji v platnosti a kde
se Kolmogoroviv model ligf,

Tvrzeni 1.7.6: KaZdd pravdépodobnostni mira (dle definice 1.7.3) splituje vlastnosti pravdépo-
dobnosti z turzeni 1.4.2.

Dikaz: 1. P(A) € (0,1) je soudast{ definice.
3. Jevy A, A jsou disjunktni, tedy
P(A)+ P(4A)=P(AUA)=P(1) =1,

P(A)=1- P(A).

2. P(1) =1 je souéasti definice; podle bodu 3 je P(0) =1 — P(1) = 0.
4,5. Je-li A C B, pak B je sjednocenim disjunktnich jevl A, B\ A,

P(A)+ P(B\ A) = P(B),
P(B)— P(4)=P(B\ A) > 0.

6. Aditivita pro dva jevy je specialni pfipad (P2).
7. Vztah P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) se dokédzZe stejné jako v tvrzeni 1.4.2. O

V Laplaceové modelu pravdépodobnosti byl jev nemoZny jedinym jevem s nulovou pravdé-
podobnosti. V Kolmogorovové modelu tomu tak byt nemusf; mohou existovat jevy s nulovou
pravdépodobnosti. které pfesto nejsou nemozné.

Priklad 1.7.7 (moZny jev s nulovou pravdépodobnosti): Opakované hazime minci a po-
¢itame, kolikrat za sebou padne lic. Jakmile padne rub, pokus konéi. Pravdépodobnost vysledku
n je 27"~ Pravdépodobnost, Ze vysledek je kone¢ny, je

o0
dati=1,
n=0

takZe je nulova pravdépodobnost, Ze by padal poféad lic. Pfesto je to moZné, protoze nic nezaru-
¢uje, Ze nékdy padne rub.

Priklad 1.7.8: Pfi analogovém méfeni velifiny je vysledek vyjadfen redlnym &islem z néjakého
intervalu. MoZnych vysledkl je nespodetné mnoho, ale jen spodetné mnoho z nich miZze mit
nenulovou pravdépodobunost (v typickych pfipadech Zadny). Pfesto vechny tyto realné vysledky
jsou mozné a uréité néktery z nich nastane.

Priklad 1.7.9: Jak se z pravdépodobnosti jevii A, B a jevl z nich sloZzenych poznd, Ze jsou
nesluéitelné?

Regeni: Neni to mozné! Jsou-li jevy A, B nesluditelné, pak P(AnN B) = 0, ale obracen4 im-
plikace neplati. (Jev s nulovou pravdépodobnosti nemusi byt nemoZny. V Laplaceové modelu
pravdépodobnosti tento problém nebyl, zato v8ak nebylo moZno popsat nékteré ndhodné po-
kusy.) Nesluciteluost jevi lze tedy poznat pouze z jejich mnoZinové reprezentace (odpovidajici
mnoziny jsou disjunktni), nikoli z pravdépodobnost{ jevi z nich slozenych. O

Pravdépodobnost zachiovava limity monoténnich posloupnosti mnoZin.
Tvrzenf 1.7.10: Necht (An), oy Jje posloupnost jevi a P je pravdeépodobnost.

1. Jestlize A1 C Ay C ..., pak

P(U An) — lim P(A,) .

n—00
neN
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2. Jestlize A1 2 A O ..., pak

P(ﬂ An> = lim P (A,) .

n—oo
neN

Diikaz: 1. Zkonstruujeme posloupnost po dvou neslugitelnych jevi nasledovné: By = Ay, Bpy1 =
An+1 \ An (n € N). Pak

n
J B,
j=1

P(4,) = P( Bj) = iP(Bj)
1 j=1

An

3

J

i

pro viechna n, a tedy i v limité pro n — oo,
[ve) oG o0 n
P(U An> = P(U Bj> =Y P(By) :jlingoZP(Bj) = lim P (4,) .
n=1 j=1 j=1 j=1
2. Pouzijeme prvni vysledek pro doplitky:

P(() 4s) =P(_U—Zi> =1-P(|J ) =1~ lim P(d) = lim (1-P () = lm P(4,) .

n—oo n—00 n—oo

]

Laplacetiv pravdépodobnostni model dostavame jako specialni pfipad Kolmogorovova, kdy
elementarnich jeva je konedn& mnoho a jsou viechny stejné pravdépodobné. Na rozdil od Lapla-
ceovy definice pravdépodobnosti, Kolmogoroviv model nam nedava navod, jak pravdépodobnost
pod&itat. Jen nam definuje podminky, které pravdépodobnost musi splfiovat. (S tim jsme se setkali
jiz u rozgifeni Laplaceova modelu.) Struktura jevi (o-algebra) neurduje jedinou pravdépodobnost,
moZnosti je vice. Konkrétni pravdépodobnosti jednotlivych jevi je potfeba definovat zvlast. Tim
v8ak ziskdvame prostor pro popis nahodnych pokust, které v Laplaceové modelu nebylo mozno
vyjadFit, jako v prikladech 1.2.3, 1.6.1, 1.6.2, 1.6.4.

Piiklad 1.7.11: Kolik raznych jevi lze popsat pomoci n jevi? (V nejobecné&jdim pripadé.) Kolik
realnych &isel potfebujeme k popisu pravdépodobnosti viech téchto jevi, jestliZze nerozliSujeme
ekvivalentni jevy jako napt. AN B, AUB? (Srovnejte s pfikladem 1.5.24, kde jsme predpokladali
nezévislost.)

Resent: Kazdy jev, slozeny z jevil A1,..., An, lze vyjadit v uplné disjunktivni normalni formé
jako sjednoceni jevt tvaru BiN...N By, kde B; € {A;, A-.j}, j=1,...,n. MnoZina M v8ech tako-
vych jevii tvolf uplny systém jevi a ma 2™ prvki. Sjednoceni libovolné podmnoZiny mnoziny M
odpovida pravé jednomu sloZenému jevu. Pocet viech sloZzenych jevi je stejny jako podet viech
podmnoZin mnoZiny o 2" prvcich, tedy 22°. Nékteré hodnoty pro pFedstavu uvadi tabulka. Pro
urdeni jejich pravdépodobnosti stadi znat pravdépodobnosti P (By N...N B,) jevi z M; ty jsou
libovolné, aZ na to, Ze jejich soucet je 1, proto potiebujeme 2™ — 1 &selnych parametri.

pocet vychozich jeva n 14 2 3 4 5 6
pocet sloZzenych jevi | 22" || 4|16 | 256 | 65536 | 4294967296 | = 1.8 109
pocet parametrii 2n—141} 3 7 15 31 63

Nezavislost pfedstavuje zna¢nou tisporu poétu parametri pfi popisu pravdépodobnosti, jak
ukazuje tabulka:

s pfedpokladem nezavislosti n 416 10 16 32
bez predpokladu nezavislosti | 2% —1 || 15 | 63 | 1023 | 65535 | =4 - 109

Vsimnéte si, Ze rozdil v po¢tu parametrd, 2"~ n — 1, je podet rovnic, které je potfeba ovérit
pro nezavislost vyroki, viz p¥iklad 1.5.23. , 0
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Priklad 1.7.12: Pro pfiklad 1.2.1 (jeden hod kostkou) je pfirozeny nésledujici pravdépodob-
nostni model: 2 = {1,..., 6}, A=exp (2. P(4) =|A /6 pro viechna A € A.

Pro priklad 1.2.3 muZeme (2. 4 ponechat. pravdépodobnost se zméni dle (1.2).

Priklad 1.7.13 (elementérni jev nemusi byt jev): Popidme jeden hod pravidelnou kost-
kou. kde v3ak vidime pouze stfed horni stény kostkyv, takZe jediné, co muZeme rozlidit, je,
zda padlo sudé & liché ¢islo. Mnozinou {27 v&ch elementarnich jevi muZe nadéale byt vSech
6 moznych visledku. Avsak v8echny jevy pozorovatelné v tomto pokusu tvoii g-algebru B =
{0,{1,3.5}.{2.4,6}, 2} C exp 2. Pravdépodobnosti netrivialnich pozorovatelnych jevi jsou

P({1.3.5)) = P({2.4.6}) =

ho | —

(stejné jako v piilkladu 1.2.1). Napf. ¢islo 1 je elementéarn{ jev. ale ani toto &fslo. ani jednobedova
mnoZina {1} nejsou v B. nejsou to jevy. Pri¢inou je. Ze za podminek pokusu nedovedeme odlisit
1 od 3 a 5. a neni tedy duvod. abychowm se snazili tomuto vysledku prifadit pravdépodobnost,
kdyZ ani neumime wrcit. kdy nastal.

Priklad 1.7.14: V pfedchozim prikladu muZeme zvolit Gspornéjsi pravdépodobnostni model
(£, A, P') se dvéma elementarnimi jevy, feknéme 2 = {L.S} (lichy, resp. sudy vysledek),
Al =exp 2 ={0,L.5, 2"} a P'(A) = A} /2.

Poznamka 1.7.15: Jak je vidér v prikladu 1.7.13. elementarnf jev w € {2 nemusi byt jevem
(=prvkem o-algebry A). pokud jemu odpovidajici jednobodova mnoZina {w} nepatif do A. Je
tedy potfeba chapat spojeni elementdrni jev jako jediny (ponékud matouci) termin, nikoli jako
.jev, ktery je navic elementérni.

Otézka, ktery z moznych pravdépodobnostnich modeld je vhodny, ziistava v Kolmogorovové
pravdépodobnostnim modelu oteviena. MuZeme vychézet z dodatefnych znalosti o ndhodném
polcusu a jeho fungovani. Nejsou-li k dispozici. obvykle pouzijeme experimenty, pii nichZ sledu-
jeme chovani ndhodného pokusu pii mnoha opakovdnich. (K tomu nam bude slouzit statistika.)
Zde se matematika dostdva do podobné role jako jiné védy, kdy navrZzeny matematicky model je
testovan dle skuteénych vysledki a podle toho zamitnut, nebo déale pouZivén.

Statisticky odhad parametri modelu pouzijeme i v nékterych pfipadech, kdv mame dostatek
informaci pro exaktni stanoveni parametrt. ale jejich vyuZiti by bylo pracné.

Priklad 1.7.16: Generovani Sifrovaciho kodu typicky zading vvhledanim velkého prvotisla mezi
nahodné volenvmi &islv. Pro odhad rvchlosti algoritmu 1 rizika uhodnuti kédu je t¥eba znat
pravdépodobnost. Ze ¢islo v daném rozsahu je prvodislo. Tato prvodisla nelze soudobou technikou
spocitat. MuZeme viak pokus mnohokrat opakovat a z toho statistickymi postupy udinit zavér.

Navic je pomérné obtiZné testovat, Zze zvolené &islo je prvoéislo. Daleko rychlejsi je série
nahodnych pokusi, které se snazi ukazat. Ze jde o &islo slozené. Pokud opakované pokusy selZou,
je vvsokd pravdépodobnost. Ze se jednd o prvodislo. Obvykle se spokojime s malym nenulovym
rizilem. Ze tomu tak neni. nap¥. 27100 = 7.889.103! [Knuth 1997]. Pak je velmi pravdépodobné,
Ze tato moZnost pro dany program nikdy nenastane (a jesté pravdépodobnéjsi, Ze si toho nikdo
nevsimue).

o)

Roviiomérna rozdéleni a geometrickd pravdépodobnost

UliéZzeme pristup. krery dovoll resit (nekreré) nlohy na geometrickou pravdépodobnost. Zakla-
dem je rovnomérné rozdéleni na néjakém geometrickém utvaru; zaineme od tusecky. Rovnomérné
rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu {a,b) popisuje pravdépodobnostni mira P takova, Ze
kazdy interval {(¢.d) C {a.b) ma pravdépodobnost pfimo tmérnou své délce, tj.
, d—c
P ({e.d)) = a7

T b—a’
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To je korektni formulace piivodniho zaméru, Ze ,ySechny body z (a, b) jsou stejné pravdépodobné.”
(Pravdépodobnost kazdého bodu — pfesn&ji jednobodové mnoziny — je oviem nulova.) MfiZeme
P roziifit na viechny intervaly I C R tak, ze P (I) = P(IN{a,b)). Tedy o-algebra, na které
P definujeme, ma obsahovat vZechny intervaly z R a nékteré dal3l mnoZiny (napf. sjednoceni
intervali), aby se vyhovélo definici 1.7.1. PouZijeme nejmens? takovou o-algebru na R, ale terpve
aZ se ujistime, Ze viibec existuje.

Tvrzeni 1.7.17: Necht (2 je neprdzdnd mnoZina a M C exp {2. Pak ezistuje (jedind) nejmens¢
o-algebra A C exp 2 obsahujici M.

Diikaz: Ngjaké o-algebra obsahujici M existuje, napf. exp {2. Snadno se lze presvéddit, Ze prinik
o-algeber je opét o-algebra. Vezmeme tedy za A prianik viech o-algeber, které obsahuji M. 0O

Definice 1.7.18: o-algebra A z turzeni 1.7.17 se nazyvd o-algebra generovand mnoZinou M.
Borelova o-algebra je nejmensi o-algebra podmnoZin R, kterd obsahuje vSechny intervaly.

Borelova o-algebra obsahuje vSechny intervaly oteviené, uzaviené i polouzaviené, dale je-
jich spocetna sjednoceni a n&které daldi mnoZiny, ale je mensi nez expR. Jeji prvky nazyvame
borelovské mnoziny. Podobng je definovana Borelova g-algebra B (R"™) podmnozin viceroz-
mérného prostoru R™ jako o-algebra generované viemi n-rozmérnymi intervaly.

Pravdépodobnostni miry pouzivané pro refeni tloh z geometrické pravdépodobnosti se zava-
dé&ji na Borelové o-algebfe v pfisluiném prostoru.

Prikiad 1.7.19: * Necht 2 C R? je omezeny dvojrozmérny interval (tj. obdélnik). Za A C
exp {2 vezmeme o-algebru generovanou viemi dvojrozmérnymi podintervaly. Na ni 1ze definovat
pravdépodobnost P(A) = o(A)/o(£2), kde o znali obsah plochy. Rovnomérnost znamena, Zze
pravdépodobnost kaZdého intervalu (obdélnika rovnob&Zného s osami) je imérna jeho obsahu
(soucinu délek stran). Obsah plochy dalsich mnoZin, jako je napft. kruh z pfikladu 1.6.1, je ddna
obsahem obdélnikd a c-aditivitou (P2).

Toto je klitovy piiklad pro geometrické pravdépodobnosti. Lze jej zobecnit na piipady, kdy
2 mé jiny tvar nez dvojrozmérny interval (napf. kruh), nebo na jiny pocet dimenzi. Stejné jako
rovnomérné rozdélen{ pravdépodobnosti na realném intervalu (=tuseéce), povaZujeme rozdéleni
na kfivce (nap¥. kruznici) za rovinomérné, jestlize pravdépodobnost vyskytu na oblouku k¥ivky je
ameérné délce tohoto oblouku. Podobneé lze vytvofit pravdépodobnostni model 1 pro pfiklad 1.6.4.

Poznédmka 1.7.2C: Pojem spojitého rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti na (borelovské)
mnozing B ve skutednosti neni primérni. Pfedpoklada, Ze na (borelovskych) podmnozinach B
uz mame né&jakou miru (ne nutné pravdépodobnostni; na celku nemusf byt jednotkova). Pravds-
podobnost, Ze vysledek padne do mnoziny, je Gmérna mife této podmnoziny. Pozadujeme tedy,
aby pravdépodobnostni mira byla pfimo tmérna néjaké pfedem definované mite, jejiZ volba ne-
musi byt vzdy zfejma. Napf. interval miZzeme nelinearné zobrazit na stejny interval. Rozdéleni
rovnomérné po této transformaci je jiné neZ rovnomérné rozdéleni pfed ni.

Tim se fesf Bertrandiv paradox (pfiklad 1.6.6) i pfiklad 1.6.7; vysledky pokusu lze popsat ve
vhodné zvoleném prostoru, ale zadani tlohy neurtuje, jakd na ném ma byt mira. Nen{ ani 24dna
standardni volba, ktera by preferovala jednu miru oproti jinym. Zadéan{ téchto tloh bylo netuplné.

Priklad 1.7.21: Nezavadi se rovnomérné rozdélen{ na polop¥imce. Pfitom napf. polopfimku
(0,00) muzeme vzajemné jednoznatné (napf. funkef w — 1/(u+ 1)) zobrazit na omezeny in-
terval a na ném zavést rovnomérné rozdéleni. Tomu by odpovidalo néjaks rczdélenf na pl-
vodni polopfimce. Kdybychom vSak zobrazili polopfimku na stejny interval
u — exp (—u), dostali bychom jiné rozdéleni na polopfimce. ProtoZe nen?
razen{ poloplimky na omezeny interval, které bychom méli preferovat. nem?
rozdéleni na polopfimce, které bychom povaZovali za obdobu rovnomérrész rozcéleni.

nou funkei, napft.
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Kolmogorovova definice pravdépodobnosti se muZe zdat zbytetné komplikovana. Pokusime se
naznadit, pro¢ je pravé takova.

Nabizi se my&lenka, ze misto spocetné aditivity by v (P2) mohla stacit kone¢né aditivita; tu
lze bez jmy na obecnosti redukovat na dva neslucitelné jevy:

ANB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B).

Pak bychom ale narazili na problém v piikladu 1.6.1; rovnomérné rozdéleni z pfikladu 1.7.19 by
nedévalo odpoved, jaka je pravdépodobnost, Ze vybereme bod z kruhu. Kruh lze vyjadfit jako
sjednoceni spocetné munoha dvojrozmérnych intervald (I disjunktnich}, ale s konedné mnoha ne-
vystadime. Zde bychom je$té mohli problém vyfesit pomoci aproximace koneénymi sjednocenimi,
ale v nasledujicim prikladu nikoli.

Pfiklad 1.7.22: Necht 2 = N, A = exp 2. Pak lze definovat aditivn{ funkei P: A — (0,1)
takovou, Ze pro viechny koneéné mnoziny A C N je P(A) = 0, P(A) = 1. (Definice této funkce na
zbyvajicich podmnoZinach, které jsou nekoneéné a maji nekoneény doplnék, nenf jednoduchad, ale
je moznéa, viz napf. [Sikorski 1969].) To znamena, Ze jakékoli ¢islo ma nulovou pravdépodobnost

(stejné jako kazda konefnd mnoZina), ale pfitom s jistotou néjaké &islo vybereme.

Dalsi namitka je. pro¢ si komplikujeme Zivot pojmem ¢-algebry a nepracujeme rovnou s mno-
zinou exp {2 viech podmnozin mnoZiny elementarnich jevi. Nasledujici pfiklad doklada, ze to
neni samotudcelné,

Priklad 1.7.23 {Banachtiv-Tarského paradox): Povrch koule (sféru) lze rozdglit na konecéné
mnoho disjunktnich mnozZin a ty do dvou skupin s nasledujici vlastnosti: kazda skupina mnoZin po
vhodnych rotacich tvofi opét rozklad celé sféry na disjunktni mnoZiny. To znamend, Ze z jedné
sféry udélame dvé stejné velké, aniZ bychom ménili rozméry (a jakékoli metrické vlastnosti)
pouzitych mnozin. To samozifejmé odporuje nasf zkuSenosti a chtéli bychom namitnout, Ze to
nenf mo#né proto, Ze povrch dvou sfér je 2x v&t3{ neZ povrch jedné sféry (a nenulovy). Nicméng
mozné to je. (Dukaz je velini naro¢ny a nenf konstruktivai. ukazuje, Ze takové mnoZiny existuji,
aniz by je p¥imo popsal.}) Chyba nasf namitky je v tom, Ze ne kaZdé mnoZing lze pfifadit obsah
v obvyklém smyslu. Presnéji, pokud bvchom zavedli {¢-aditivai) pravdépodobnostni miru na
podmnoZinach sféry tak, aby méla obvykly vyznam obsahu plochy (déleného obsahem celé sféry),
nepodafilo by se ndm ji rozgifit na mnoziny, pouZité v tomto paradoxu; pro tyto mnoZiny nelze
definovat obsah v obvyklém vyznamu. Nésledkem toho nelze napiiklad definovat a vyhodnotit
pravdépodobnost. Ze bod sféry ndhodné vybrany s rovnomérnym rozdélenim padne do takovéto
Mnoziny.

Prakticky zavér tohoto hluboce teoretického visledku je, Ze nemiiZeme definovat obsah vdech
podmnoZin sféry. Abychom mohli pouZzivat pravdépodobnostni miru kli¢ovou pro geometrickou
pravdépodobnost, musime se omerzit jen na nékteré podmnoziny, které tvorf o-algebru. (Obvykle
pouzivame Borelovu o-algebru.) Proto musime pfijmout tento pojem jako nutny zaklad uZite€né
teorie, nikoli jako zbytecnou komplikaci.

Poznamka 1.7.24: Laplaceova definice pravdépodobnosti byva v uebnicich nazyvana klasicka
definice pravdépodobnosti. Nicméné v soudobych ¢lancich byva tento pojem pouZivan pro
Komogorovovu definici pravdépodobnosti, kterd se stava ,novou klasikou” (na rozdil od napf.
kvantové pravdépodobnosti a dalgich zobecnéni), coZ svEdEl o jejim vieobecném piijeti. Proto se
zde terminu ,klasickd pravdépodobnost vyhybame.

Zavedli jsme pravdépodobnostni model, ktery navrhl Kolmogorov ve 30. letech 20. stoleti.
Tento pristup ukonéil staleti hledani teorie, kterd jednotnym zpusobem pokryva konetny La-
placedv model i geometrickou pravdépodobnost. Brzy se stal standardnim néastrojem. Lze mu
vytknout, Ze axiomaticky p¥istup je nenazorny, Fikd ndm pouze, jaké vlastnosti musi pravdépo-
dobnost mit, nikoli, jakych hodnot mé v konkrétnim modelu nabyvat. V tom nam ponechéava
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volnost (pfi volbé modelu konkrétniho nahodného pokusu). Rovnéz pozadavak spocetné aditi-
vity se jevi zvlastni. Nicméné jsme uvedli alespoil argumenty, pro¢ aditivita pro konedné soubory
je\ﬁ je pfﬂié slabx’f poiadavek a pro libovolné soubor) jevﬁ zase pfi i§ silny. N'ezb)’/va tcdv nei
se smifit 1 s tim, Ze pravdépodobnost (—plavdepodobnostm mira) nemusi byt deﬁnovana pro
vSechny mnoZiny elementarnich jevt, ale pouze pro vybrané jevy, tvofici o-algebru. To nenf sa-
moucelny pojem, ale zdklad teorie pravdépodobnosti i miry a integrace. Vedlej$im produktem je
poznanf. Ze nékteré ulohy na geometrickou pravdépodobnost Zadné smysluplné fefeni nemaji.

Cviceni 1.7.25: Najdéte pravdépodobnostni prostor, popisujici hod pravidelnou kostkou, jestlize
z horni stény vidime

pouze tecky uprostied stran (napfr. 2 tecky u vysledku 6),

pouze rohové tetky (ty, které jsou u vysledku 4),

pouze jednu polovinu,

pouze jeden kvadrant (ndhodné vybrany, vSechny jsou stejné pravdépodobné).

N

Ll

Reseni: (Nasledujici rfeSeni nejsou jedind moznd a s vyjimkou pfipadu 3 je lze zjednodusit.)

2={1,...,6}, A={6,{6},{1,...,5}, 2}

2. Q:{L...,G} A={0,{1},{2, 3} {4,5,6},{1,2,3},{1,4,5,6},{2,3,4.5,6}, 2}.

3. Jako v prikladu 1.2.1 (znacky jsou symetrické, takZe kterdkoli polovina nam déava plnou
informaci).

Pri téchto popisech jsou pravdépodobnosti ztZenim pravdépodobnosti P z prikladu 1.2.1
na A, tj. P(A) = |A]/6.

4. MtZeme pozorovat nasledujici konfigurace:

zadné tecka,

Ctvrtina stfedové tecky,

rohové tecka

rohova teCka a Ctvrtina stredové tecky,

. rohova tecka a polovina tecky ve stfedu strany.

Q = {a,b,c,d, e} A =exp2, P({a}) = 1/12, P({b}) = P ({c}) = P({d}) = 1/4,
P({e}) = 1/6 napf. jev {c} nastane vidy, kdyZ padne Ctytka, a v poloviné pripadd,

kdy padne dvojka, P ({c}) = 1/6+ 1/12 = 1/4). Z toho jiZ vyplyvaji zbyvajici pravdé-

podobnosti. (Tento pfiklad je sice umély, ale napt. v poéitatovém vidéni je potieba Fedit

slozitéjsi situace, kdy z objektu z&jmu, napf. oblifeje, vidime jen Gast.) 0

oo o

Crvi¢eni 1.7.26: Najdéte pravdépodobnostni prostor, popisujici hod pravidelnou kostkou, jestliZe
po hodu vidime pouze jednu bocni sténu.

Resent: Pravdépodobnostn’ popis muZe byt stejny jako v pitkladu 1.2.1; jediny rozdil je, Ze jevy
rozlisujeme podle té stény kostky, kterou vidime, nikeli podle té, kterd uréuje vysledek pokusu.

Nabizi se téZ .uplnéjsi* popis se 24 elementérnimi jevy, kterymi jsou dvojice vysledkud
(horni sténa. bo¢ni stéua). Pozorovat viak mtZeme stale stejny pocet jevil, napF. milZeme pozo-
rovat jev {(2,1),(3,1),(4,1),(5,1}}, ale jiz Zadnou mensi neprazdnou mnozinu. O

Prikiad 1.7.27: * Alice a Bob se stiidavé strefuji mi¢em do koSe, zadina Alice. Kdo se prvni
strefl, vyhravé. Alice se streff s pravdépodobnosti a, Bob s pravdépodobnosti b (nezavislou na
jinych okolnostech. napf. p¥edchozim priibéhu hry).

(a ) Jaka je pravdépodobnost vysledki hry?
(b) Jak se pravdépodobnost zméni, jestlize p¥i kazdém hodu se miZe mi¥ ztratit s pravds-
podobnosti ¢?7 (V tom piipadé konéi hra remizou.)
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(¢} Predpokladejme. 7e a = b. Navrhnéte takové vySe viher, aby hra byla spravedliva (aby
prumérna vvhra obou hragn byla stejnéa)

Reseni: (a) Po prvnim hodu Alice vvhrévé s pravdépodobnosti a, s pravdépodobnosti 1 —a se po-
kracuje. Pravdépodobnost, ze hra skondi 2. hodem (a vihrou Boba) je (1—a) b. Pravdépodobnost,
7e hra skon¢i 3. hodem (a vyhrou Alice) je (1—a) (1—b) a atd. Pravdépodobnosti vysledki bychom
mohli dostat jako sou¢ty nekoneénych geometrickych fad s kvocientem ¢y = (1 —a) (1 —b). Misto
toho muZeme uvaZovat néasledovng: Pokud po dvou hodech hra neskonéila, coZ nastane s prav-
dépodobnost{ ¢g. je situace stejné jako na zatatku. Je-li o pravdépodobnost vyhry Alice ve hie,
pak a =a+goa,

a a

o = = .
1—(1@ a+b—ab

Pravdépodobnost Bobovy vihry je
(l—a)b
J=1—-a= ——i—r.
a+b—ab

To vEe za predpokladu. Ze aspof jedna z pravdépodobnosti a. b je nenulova.

(b) Zadani dava smysl pouze pro ¢ < min(l — a,1 — b). Po dvou pokusech se vracime do
vychoziho stavu s pravdépodobnosti ¢. = (1 —a — ¢) (1 — b — ¢). Pravdépodobnaest vyhry Alice
je analogicky
o a a
T l-g 1-(1-a-c){l—=b—2¢c)’

[0}

Bob vyhraje s pravdépodobnosti

(I—a-2c)b

3:1—(1-a~c)(1—b—c)'

Remiza nastava s pravdépodobnost{

(2—-a—-c¢)c

l—{l—a—-c¢){l-b—¢c)

\

r=l-a-3=

(c) Je zlejmé. Ze pii a = b a pii stejnych vihrach by Alice byla zvyhodnéna. Spravedlivé by
bylo. kdyby Bobova vyhra byvla v&tsi v poméru

o a 1

3 b(l-c—a) l-{a=+c)’

k tomu ale potfebujeme znat a + ¢. Bez této znalosti nemiZeme spravedliva pravidla navrhnout,
ledaze bychom vyplaceli ruzné vvhry v zévislosti na délce hry. a

1 Na jejim rozhrani

CviCeni 1.7.28: Foton vnikne do tenké vrstvy s rovnobéZnymi sténami.
mizZe projit. nebo se odrazi a dojde k druhému rozhrani, kterym projde, nebo se odrazi atd.
(a) Vvpottéte pravdépodobnosti. Ze foton projde do jednotlivych poloprostorti vymezenych touto

vrstvou. (b} Viteste modifikovanou ulchu. kdy foron mnZe byt pfi prichodu vrstvou téz pohlcen.
Resent: Jedn se o priklad 1.7.27 v jiné interpretaci. a
Poznamka 1.7.29: Adekvatnim néstrojem pro efektivni popis podobnych pokusi jsou Marko-
vovy Fetézce, viz napt. [Hsu 1996, Papoulis 1990].

Cvigenf 1.7.30: DokaZte tvrzen{ 1.4.5. (Ndvod: vyuZijte distributivitu ve vyrokovém po&tu.)

! Takto se studujf mj. vlastnosti vistvy tiskové barvy ua papife, viz napf. Hersch, R.D., Emmel, P., Collaud, F.,
Crété, F.. Spectral reflection and dot surface prediction models for color halftone prints. Journal of Electronic
Imaging 14 (2003), No. 3, 33001-12, http://diwww.epfl.ch/w3lsp/publications/colour/sradspmichp.pdf.
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1.8 Jiné pohledy na pravdépodobnost

Statisticka definice pravdépodobnosti
(Viz nap¥. [Jaros 1998)].)

Provedeme velky podet nahodnych pokust a zjistime detnost ndhodného jevu A, tj. poéet po-
kusti, pii nichZ jev A nastal. Vydélime-li ji celkovym poctem pokust, dostaneme relativnd Cetnost
jevu A, coz je &islo z intervalu (0,1). Podle statistické definice je pravdépodobnost ndhodného
jevu A je takove &islo P(A), k ndmuZ se pfi rostoucim poétu realizaci pokusu blizi relativni
getnost jevu A.

Toto pojeti lze s vyhodou pouZit tam, kde lze stanovit relativni Cetnosti na zékladé rozsih-
lého empirického materialu. Z matematického pohledu jako definice neobstoji, nebot postradame
piedpoklady zajistujici konvergenci. Na druhé strané toto pojet!{ pripominéd prakticky aspekt:
pravdépodobnost nam dovoluje pfedpovidat budouci chovan{ na zakladé mnoha dosud provede-
nych pozorovani téhoZ pokusu. V Komogorovové definici pravdépodobnosti byla pravdépodob-
nost vnitfnim parametrem systému, ktery lze vyCist jen ve specidlnich pfipadech. Obvykle je
nam tento parametr skryt a my pouze véfime, Ze pravdépodobnost existuje jako objektivni pii-
¢ina vysledka, které pozorujeme. Jak dale uvidime, z opakovaného pozorovani pokusu muiZeme
pravdépodobnost pouze odhadovat. Na§ odhad je zatiZen chybou i nejistotou, zda je spravny.
Statisticks definice pravdépodobnosti zdiraziinje od zatatku prakticky aspekt jejtho pouZiti.

Regulérni sazkovy koeficient

P#iklad 1.8.1: Alice a Bob hrajf néasledujici hru, pouZzivajici nahodny pokus se dvéma (nebo i
vice) vysledky: Alice zvoll kurs na moZné vysledky, Bob jako bankéf ji vybere, na ktery vysledek
sl mé& pli tomto kursu vsadit. Optimalni{ strategie pro Alici odpovida pravdépodobnosti jevu, pii
jakémkoli jiném kursu prodélava.

Resenim predchoz! tlohy je tzv. regulérni sazkovy koeficient (angl. fair betting quotient).
Ten k4, kolik je ¢lovek ochoten vsadit na to, Ze jev nastane. Toto pojeti zddraziuje, Ze pravdépo-
dobnost je skryty parametr, ucastnikim pokusu typicky nezndmy a pouze odhadovany. DileZité
je 1 praktické hledisko (kdo umi pravdépodobnost nejlépe odhadnout, vyhrava).

Subjektivni pravdépodobnost

Casto v hovoru pouZivame slovo ,pravdépodobné‘ ve vyznamu, ktery bychom téZko presné defi-
novali. Rekneme-li: ,zitfejsi zkousku pravdépodobné udslam® nebo ,ylak pravdépodobné stihnu,*
pak tim ostatnim sdélujeme informaci podstatnou pro jejich poéinani (napf. Ze s ndmi mohou
o vikendu planovat vylet). Situace ma daldi podstatné rysy ndhodného pokusu — vysledek zavisi
na mnoha okolnostech, které nejsou predem znamy (napf. zadani pisemky a vylosovanéd otézka
u ustni zkousky, zpozdén{ vlaku, v obou pfipadech pak stav baterii v budiku), ale nakonec bude
jednoznacné urCen. Existuje tedy pro néj pravdépodobnostni model. Nicméné v tomto modelu
nezname pravdépodobnosti, jen na zakladé predchozich zkuSenosti soudime, Ze pravdépodobnost
uspéchu je ,velka”.

V téchto pfipadech hovoffme o subjektivn{ pravdépodobnosti. Tak tomu bylo i v p¥i-
kladu 1.4.1. Skutecné pravdépodobnosti zde nezname, obvykle ani nemame dostatedny material
pro jejich seridzni odhad, nebot vypovidame o jedineénych udalostech, kdezto teorie pravdépo-
dobnosti se zabyva nahodnymi pokusy, které lze mnohanésobné opakovat.

Bézné vsak hovofime o pravdépodobnosti i v situacich, které nevyhovuji pozadavkim, napf.:
.mUj vykon u ziti'ejsi zkousky bude pravdépodobné chaby.“ Je problematické, jak definovat chaby
vykon, aby po zkousce bylo moZno vidy jednoznacné rozhodnout, zda se pFedpovéd naplnila,
nebo ne.

Ukézali jsme nékteré z mnoha piistupil k pravdépodobnosti. I kdy# nemohou konkurovat
Kolmogorovovu modelu pravdépodobnosti, poskytuji alternativn{ pohledy na p¥islugné pojmy.
Orientuji se vice na to, k €emu chceme pravdépodobnostni model pouZit a jaky to pro nas ma
mit uzitek. To neskodi pripomenout.
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V této kapitole uvedeme nékolik matematickych konstrukel, které pravdépodobnostni prostory
umoziuji. To nam dovoll popsat ndhodné pokusy, které vznikly sloZzenim nékolika jednodussich
néhodnych pokust podle riznych pravidel.

2.1 Konvexni kombinace pravdépodobnosti

Priklad 2.1.1: V urné je n; = 10 spravnych hracich kostek, na nichZ padaji{ v8echna &isla se
stejnou pravdépodobnosti, a ny = 5 vadnych hracich kostek, na nichZ pad4 Sestka s pravdépo-
dobnosti 1/2, ostatni &isla s pravdépodobnost 1/10. Nahodné vybereme jednu kostku a hodime;
jaka je pravdépodobnost moZnych visledka?

Az dosud jsme méli jeden pravdépodobnostni prostor a jedinou pravdépodobnost (tu ,sprév-
nou*. odpovidajici skuteéné situaci). To je samozFejiné velmi omezeny pohled, protoZe si dove-
deme predstavit jiné situace, kdy tytéZ jevy budou mit jinou pravdépodobnost.

Algjme mnoZinu {2 a na ni o-algebru A. Na nf lze definovat mnoho pravdépodobnosti, ne-
bot za pravdépodobnost povaZujeme kaZdou funkci P: A — (0,1), kterd spliiuje podminky
definice 1.7.3. Oznadme P (A) mnoZinu viech pravdépodobnosti na A, nazyvame ji prostor
pravdépodobnosti a lze ji chiapat jako podmnoZinu linedrniho prostoru vSech redlnych funkef
na A. Vzhledem k normaliza¢ni podmince P (1) = 1 neni prostor P {A) uzavieny na stitani
ani na nasoben{ redlnym &islem (zn&mé operace s redlnymi funkcemi), tj. kdyZ tyto operace
s pravdépodobnostmi provedeme, muze se stat, Ze jejich vysledek neni pravdépodobnost (nent
z prostoru pravdépodobnosti, protoze nespliiuje normaliza¢ni podminku). Proto nemiZeme na
prostoru pravdépodobnosti pouZivat béZné operace z linedrniho prostoru funkci. Existuje viak
jedna povolena vyjimka, a tou jsou konverni kombinace, tj. linedrn{ kombinace s nezapornymi
koeficienty, jejichz soucet je 1. Necht Py, Ps jsou pravdépodobnosti na A a necht wy, ws € (0,1),
w1 + we = 1. Pak funkce

P=wu P +uy P,

je pravdépodobnost na A. (Stadi ovéfit podminky z definice 1.7.3.) V tom pfipadé rekneme,
7¢ P je konvexni kombinace pravdépodobnosti P;, P;. Cisla w;, ws nazyvame véhy nebo
koeficienty konvexn{ kombinace.

Konvexnt kombinaci pravdépodobnost{ lze interpretovat nasledovné: Jsou 2 moZné pravdépo-
dobnostni modely na stejné o-algebie, jeden popsany pravdépodobnosti Py, druhy pravdépodob-
nosti P;. Provedeme ndhodny pokus s pravdépodobnostmi vysledkt wy, w2 a podle ngj vybereme
pravdépodobnostni model.

Regeni (prikladu 2.1.1): Oznatme Py, resp. Py, pravdépodobnost vysledkd pii hodu spravnou,
resp. vadnou kostkou,
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(Pravdépodobnosti ostatnich jevil, napf. Ze padne sudé &slo, jsou timto jednoznaéné urceny.)
Pravdépodobnost, %z vytadhneme spravnou, resp. vadnou kostku, je

1 2 9 1

W = — = -, resp. wy = ——— = — .

! ny + N2 3° P ny + 7o 3
Pravdépodobnost vysledkd pokusu je P = wy Py + ws s,

w1, Wa ) X wi . W2 13 i

a

Konvexni kombinace 1ze napt. indukef zobecnit na libovolny koneény pocet pravdépodobnosti,
n n
P:Zkak, kde wy, € (0.1), > wp=
k=1 k=1

1 na nekoneénou posloupnost pravdépodobnosti,
o0 x>
P:Zwkpk» kdewke<0,l>, Zwk:l'

(Pfedchozi pifpady dostaneme, zvolime-li jen koneéné mnoho koeficienti wjy, nenulovych.)

o0
Poznamka 2.1.2: Obvykla interpretace Y, wy Py jako limity ¢asteénych soudti
k=1

oo n

E wy P, = lim E wy, Py
—+00

k=1 k=1

je mozné v prostoru funkei, nikoli v8ak v prostoru pravdépodobnosti, nebot tastetné soudty této
fady nejsou pravdépodobnosti, nenabyvaji jednotkové hodnoty na 1. Nicméné pro viechna A € A
konverguje fada

0o n
; wg P, (A) = nlﬁlqrglo Z wy Py (A) )

k=1

takze funkce P: A = > wy Py (A) je korektné definovéana.
k=1

Ovérime defini¢ni podminky pravdépodobnosti z definice 1.7.3:

o0 0
1) = Zwkpk(l) = Zwk :1,
k=1 k=1
0 0 S IS )
P(U4) =Y wr({J4)= Zwk"?ﬂc = wk Pul4n) = Y P4,
neN k=1 n=1 = n=1 n=1 k=1 n=1

pokud jsou jevy A,, n € N, po dvou nesluditeiné.
Prostor pravdépodobnosti P (A) je tedy uzavfeny na tvofeni konvexnich kombinaci (vZetné
spofetnych), je konvexni podmnoZinou piisluiného prostoru redlnych funke.

Poznamka 2.1.3: Konvexni kombinace nespoéetné mnoha pravdépodobnost{ by nepfinesly nic
nového; ma-li byt soucet vah konelny, miZe byt jen spofetné mnoho z nich nenulovych.

vvvvvv

nahodny pokus, Kolmogorovuv model prlpoustl mnoho moZnych pravdepodobnostl. Na nich jsou
definovany mj. konvexni kombinace, které majf navic ndzorny vyznam v nahodnych pokusech.
Prostor pravdépodobnosti je konvexni.
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Priklad 2.1.4: Pfedem je znamo n = 30 zkouskovych otézek; podle studenta je z nich n; = 5
lehkych, ns, = 15 stfednich a rn; = 10 téZkych; odpovidajici pravdépodobnosti vysledkt Py, Ps, P
jsou v tabulce:

' otazka !pra\*dépodobnost 1 2 3
lehla | P, 0.8]02] 0
stiedni | P, 0.1 040401
k| P, 010 0208

Jaka je pravdépodobnost hodnoceni ndhodné vybrané otazky? (Pfedpokladame, Ze kazda
otazka muze byt vybrana se stejnou pravdépodobnosti.)
Regent: Vysledna pravdépodobnost je P = wy Py + wy Py + w P, kde wy = ny/n = 1/6, w, =
ng/n=1/2, w; = n;/n = 1/3. Dostavame

o 1 1
!
P(2) = 202+ 3040233
A 1 1 opm
P(3):§0.—1+502:0.261
1 1 . -
P(1)=50.1+308=0317.

2.2 Konvergence posloupnosti pravdépodobnosti

V prostoru funkelf méme definovanou konvergenci; pokus o jeji pouZiti v prostoru pravdépodob-
nosti v pozn. 2.1.2 selhal. Nicméné stejnou definici lze zavést:

Definice 2.2.1: Necht (Py).cn je posloupnost pravdépodobnosti na o-algebfe A. Pokud ezistuje
pravdépodobnost P na A takouvd, Ze

VA€ A:P(4)= lim P (4),

pak i nazjedme (bodovd) limita posloupnosti pravdépodobnost? (Pp)ycx.

Nelze vynechat pfedpoklad. ze P je pravdépodobnost; miZe se stat. Ze limita v prostoru funkef
existuje. ale neni to pravdépodobnost. (Nehrozi to pro konedn& mnoho jevi.)

Priklad 2.2.2: Na g-algebie A = exp N definujme pro kazdé k € N pravdépodobnost Py, s rov-
nomeérnym rozdélenim na {1..... E}.

Pak neexistuje pravdépodobnost P. ktera by byla limitou posloupnosti ( Py ),,cp, nebot by musela
spliiovat
.1
P{n)=lm P (n)= lim - =0,
k—oc oo ke

P(1)= lim P, (1) = lim 1 =1,
h—oc k—oc
coZ je v rozporu se g-aditivitou (P2).

Na prostoru pravdépodobnosti lze zavést vice typl konvergence. Zde jsme se omezili na jeden.
Prostor pravdépodobnosti neni vzhledem nému uzavieny (v odpovidajicim prostoru reilnych
funkei), tj. limita pravdépodobnosti nemusi byt pravdépodobnost. Budeme se nicméné setkévat
s plipady, kdy lze n&jakou pravdépodobnost vyjadrit jako limitu posloupnosti pravdépodobnosti,
coZ ndm umozni uzitetné zjednodusujici aproximace.
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2.3 Soucdin pravdépodobnostnich prostort

Priklad 2.3.1: Hodime hraci minci a kostkou. Jaka je pravdépodobnost moZnych vysledkd?
Jaka je pravddpodobnost, Ze padne lic nebo liché &islo?

Regent: Viechny mozné vysledky oznaéme L1, Ri, kde L znadi lic, R rub a i € {1,2,3,4,5,6}.
Kazdy z nich mé pravdépodobnost 1/12. Pravdépodobnost, Ze padne lic nebo liché &islo, je

9 3
P ({L1,L2,L3,L4, L5 L6, R1, R3, i5}) = = = 7.

To bylo snadné. Nicméné popiSeme tento postup obecné.

Pavodni dva nadhodné pokusy jsou popsany pravdépodobnostnimi prostory (§21,.41, Pp),
(25, Ao, P2), kde napt. 1 = {L,R}, 2 = {1,2,3,4,5,6}, A; = exp{2;, P;(A) = |A]/|52]
pro 7 = 1,2. Ve sloZeném pokusu provedeme oba pivodn{ ndhodné pokusy, prostor viech ele-
mentarnich jevi bude 2 = {21 x {2, tj. mnoZina v8ech dvojic, v nichZ prvni slozka je z {2,
druhé z [25. Prisluina o-algebra je zde A = exp £2 = exp ({2 X {23). Tak to bude vidy, pokud
jsou mnoziny {21, §22 konetné a A; = exp {21, Ay = exp {25. U nekonetnych pravdépodobnostnich
modeld mize nastat slozit&jsi situace.

Priklad 2.3.2: Necht dva nahodné pokusy jsou méfeni analogovych veli¢in, napf. napéti a
proudu. Pro libovolné dva realné intervaly miiZeme testovat jev, Ze prvni veliina padne do jed-
noho intervalu, druh4 do druhého, tj. Ze dvojice vysledkli padne do dvojrozmérného intervalu.
Prisludna o-algebra tedy obsahuje vSechny dvojrozmérné intervaly, spoetné sjednoceni dvojroz-
mérnych intervalll atd. Zvolime-li nejmensi takovou o-algebru, je to o-algebra generovand vemi
dvojrozmérnymi intervaly (zde Borelova o-algebra), nikoli viak mnoZina v8ech podmnozin dvojic
realnych &isel.

Obecné o-algebra A je generovand viemi mnoZinami tvaru A; N A, kde A1 € A1, As € As.
Na A definujeme soucin pravdépodobnosti P:

VA € A1 VA, € Ay ZP(AlﬂAz)Zpl (Al)'PQ (Az) . (21)

Definovali jsme P jen na generujicich prvcich, ale lze dokézat, ze existuje jedind pravdépodobnost
na A s touto vlastnosti.

Takto popiSeme situaci, kdy provedeme nahodny pckus popsany pravdépodobnostnim pro-
storem ({21, A1, P1) a také ndhodny pokus popsany pravdépodobnostnim prostorem ({22, 4;, P,).
Celkovy vysledek popiSeme dvojict vysledkd obou pokust. Zasadné& musime provést oba pokusy.

Predchozi konstrukei lze zobecnit na libovolny koneiny poéet pravdépodobnostnich prostori:

Definice 2.3.3: Necht (§21, A1, P1), ..., (2%, A, P) jsou pravdépodobnostni prostory. Soudin
c-algeber je o-algebra A podmmnoZin mnoZiny 2 = H;?:l 025 = (21X x (2 generovand systémem

mnozin {ﬂ?zl At A€ Aj}, Na A je definovin soudin pravdépodobnosti P,..., Py, cof je
jedind pravdépodobnost P na A takouvd, Ze

k k
VAL € Ap ... VA, GAk:P(ﬂAj) =T[5 (4) = Pi (A1) ... Pe(A) .
j=1 j=1

Priklad 2.3.4: Piiklad 2.1.4 lze modifikovat tak, Ze student musi odpovédét na viech 30 otazek,
vysledkem je posloupnost 30 znamek; v8e popisuje souin tficeti o-algeber a odpovidajici soudin
pravdépodobnosti.

Lze zavést i soudin nekonefné mnoha pravdépodobnostnich prostori.
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Poznamka 2.3.5: Pravdépodobnost na sou¢inu pravdépodobnostnich prostord byla vypoditana
jako soudin pravdépodobnosti, tomu odpovidé nezavislost pfisludnych jevi (viz kapitola 1.5), coZ
je v tomto kontextu obvykly predpoklad. Lze si v8ak na stejné o-algebfe predstavit i jinou
pravdépodobnost, napf. kdyby v pfikladu 2.3.1 byla kostka i mince zmagnetovana. Tento pfipad
vak nen{ pfedmétem pojmu soudinu pravdépodobnostnich prostord.

Praveé zavedeny soudin pravdépodobnostnich prostori ndm dovoluje popsat jednim modelem
dva nebo vice ndhodnych pokust. které jsou vzdy viechny provedeny a ,nesouvisi spolu® (jsou
nezavislé). Jejich spoleény popis budeme potfebovat jako prvni krok dalgich procedur.

2.4 Soucet o-algeber, smés pravdépodobnosti

Priklad 2.4.1: V urné jen; = 10 (spravnych) hracich kostek a ny = 5 minci. Nahodné vybereme
jeden predmét (vSechny maji stejnou pravdépodobnost, Ze budou vybrany) a hodime jim; jaka
je pravdépodobnost moZnych vysledka?

Regent: Mnozina viech moznych vysledki je 2 = {1,2,3,4,5,6, L, R}, kde L, resp. R, znamené
lic. resp. rub, v piipadé, Ze jsme vybrali minci. JelikoZ mince byla vybrana s pravdépodobnosti

”1”:”2 = ij a kostka s pravdépodobnosti ”1’;1712 = % snaduo stanovime pravdépodobnosti
1 1 1
2 1 1
P(jl=5-5=5 J€{L23.456}.

ad

Nyni popiseme predchozi postup formélné. Necht (£21,A41.P). ({22, A, P») jsou pravdépo-
dobnostni prostory. 21 N2 = 0 a w € (0,1). Na 2 = 2 U 2 definujeme g-algebru
A= {A1UAy | A1 € Ay Ay € Ay} zvanou soucet o-algeber Aj, Ap. Kazdy prvek A € A lze
jednoznacné vyjadrit ve tvaru A = A; U Ay, kde Ay = AN € Ay, Ay = AN{H € As. Vatahem

P (A) = P(Al UAQ) =wh (Al) -+ (1 — w) B (AQ)

definujeme pravdépodobnost P = Mix,, (A, F») zvanou smés pravdépodobnosti P, Py s vdhou
(=koeficientem) w.

Cviceni 2.4.2: Ovéfte, Ze A je g-algebra a P je pravdépodobnost.

Resent: UkéZzeme jen o-aditivitu, ostatni podminky jsou snadné. Necht A4,, n € N, jsou po dvou
disjunktni mnoZiny z A. S pouZitim rozkladt A, = A, N2, Ane = A, N2, n € N, dostavame

P(U ‘4") :P<U (An1UAnQ)) =P<UAMU U An2> =

neN neN neN neN
ZH'P1<UA,11) (1*71’ P7<U Ang) =
neN
:wZP1<An1 1—UJ ZPZ n2
neN neN
=> (WP (A1) + (1 —w) Py (An2)) =Y P(4y,
neN neN

O

Poznamka 2.4.3: Soulet o-algeber A;, Ay se nékdy nazyva direktnd soucet. Pfitom jeho prvky
1ze chapat jako dvojice (A1, A»), tj. prvky kartézského soudinu A; x Ay, takZe se nabizi i termin
soudin. Oviem v definici 2.3.3 jsme jiz zavedli jiny soulin, v algebfe (nikoli linearni!) nékdy
nazyvany tenzorovy. Na druhé strané je souéet o-algeber definovan na sjednoceni £21 U 25, proto
se této konstrukel také ¥1ka direktni sjednoceni [Sikorski 1969).
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Smés pravdépodobnosti Mix,, (P, P;) popisuje vysledek ndhodného pokusu, pfi némz udé-
lame (navic) néjaky poddtecni pokus, ktery mé pravdépodobnost tispéchu w: V piipadé uspéchu
provedeme nahodny pokus popsany pravdépodobnostnim prostorem ({21, 41, Py ), pii netispéchu
v poéatenim pokusu pokracujeme nadhodnym pokusem popsanym pravdépodobnostnim prosto-
rem ({25. Ao, P2). Druhy z pokusi (ktery nebyl vybran) nem4 vliv na vysledek; obvykle jej ani
neprovedeme, protoze by nam to ubralo ¢as nebo zpusobilo jinou tjmu. To ma mj. ten dusledek,
e pfipadna zdwvislost obou ndhodnych pokusi se nemiZe projevit.

Pojem smési lze zobecnit na libovolny konetny pocet pravdépodobnosti; vahy jsou libovolnd
nezapornd &isla, jejichZ soudet je 1.

Definice 2.4.4: Necht ({11, A1, Py),..., (24, Ak, Py), jsou pravdépodobnostni prostory a mno-

Finy 21,...,12, jsou po dvou disjunkini. Necht wi,...,wp € (0,1), Z;?:le =1 Na 2 =

U;-C:l 12; definujeme o-algebru A = {Ule AjlA; €A, 7=1,.., k} 2vanou soucdet o-algeber
A1, ..., A,. Pak smés pravdépodobnosti Py, ..., P, s koeficienty (=vdhami) wy, ..., wy je
pravdépodobnost P na A definovand vzorcem

k k
P<UA]'>=Z’LU]‘P]'(A]'>7 AjEAja jg=1,...,k
j=1 j=1

.....

ProtoZe soucet vah je 1, Ize posledni vahu vynechat (je ostatnimi uréena), coz jsme vyuZili v p¥i-
padé smési dvou pravdépodobnosti v zapisu Mix,, (P1, P2) misto Mix(y, 1y (F1, P2)-

Poznamka 2.4.5: Pojem smési pravdépodobnosti lze zobecnit i na posloupnosti pravdépodob-
nosti. Zobecnéni na nespocetné mnoho pravdépodobnosti je sice moZné, ale nepfinasi nic nového,
nebot pouze spoetné mnoho vah miZe byt nenulovych.

Poznamka 2.4.6: Pokud chceme vytvofit smés pravdépodobnost! a prislusné mnoZiny elemen-
tarnich jevi nejsou disjunktni, nahradime je obdobnymi (izomorfnimi) pravdépodobnostnimi
prostory s disjunktnimi mnoZinami elementarnich jevi.

Poznamka 2.4.7: Také v prikladu 2.1.1 bychom mohli (a mé&li) pouzit smés pravdépodobnosti
jako v prikladu 2.4.1. Dosli bychom ke stejnym zavérim. Zjednodudenf na konvexni kombinace
pravdépodobnosti je mozné, pokud mame sice rizné pravdépodobnosti, ale na stejné o-algebie.
Oba popisy lze navzajem pfevadét, proto se asto nerozlidujl a pojmem smési se oznaluje i
konvexni kombinace pravdépodobnosti. Zde to nefinime zejména proto, Ze u ndhodnych velidin
bude definovén jiny pojem konvexni kombinace, ktery bude nutno striktné odliSovat od smési.

Poznamka 2.4.8: [ v piikladu 2.4.1 jsme mohli pouZit jedinou ¢-algebru popisujici jak hod
minci, tak i kostkou. Mohla to byt o-algebra exp (2, kde 2 = {1,2,3,4,5,6,L, R}. Stadi do-
definovat, Ze u kostky maji vysledky L, R nulovou pravdépodobnost, stejné jako &isla u mince.
U pravdépodobnosti nenf nutno disledné rozlisovat smési od konvexnich kombinaci (také se to
mnohde nefin{), bude to v8ak nezbytné u ndhodnych veli¢in, na coz zde ftenédfe pripravujeme.

Poznamka 2.4.9: Ctenéf purista by mohl pozadovat, aby se v pifkladu 2.4.1 rozliSovalo i to,
kterou kostkou, resp. minci se hézelo. Tomu by odpovidal popis pomoci smési 15 pravdépo-
dobnosti, 10 pro kostky a 5 pro mince. Zde byly podty kostek a minci pouZity jen k tomu,
abychom modelovali ndhodny pokus, ktery rozhodne, zda budeme hézet kostkou nebo mindi.
Tento pocatecni pokus jsme mohli nahradit napf. generatorem nédhodnych &isel, ktery rozhodne,
zda mame hodit kostkou nebo minci. Pak sta¢i jedna kostka, jedna mince a popis pomoci smési
dvou pravdépodobnosti.
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Priklad 2.4.10: Priklad 2.1.4 popisuje smés 3 pravdépodobnosti Mix(;61/2,1/3) (P, Ps, %), ale
téZ smés 30 pravdépodobnost! odpovidajicich jednotlivym otézkdm (z nichZz mnohé lze popsat
stejné). Pro smés je typické, Ze stali provést jeden z nahodnych pokusi, zde odpovédét na jednu
otazku (nahodné vybranou na zakladé jiného nahodného pokusu). Rozdil v naro¢nosti realizace
ndhodného pokusu je zfejmy.

Souet o-algeber a na ném zaloZeny pojem smési pravdépodobnosti nam dovoluje popsat
jednim modelem dva nebo vice ndhodnych pokust, z nichz je vidy proveden jen jeden (vybrany
dalgim nahodnym pokusem). Nahodné pokusy tohoto typu jsou v praxi Casté a tyto modely se
uzivajl mj. proto, Ze je lze popsat malym poltem parametri.

Cvigeni 2.4.11: UkaZte pojmy z definice smési pravdépodobnosti na feden{ prikladu 2.4.1.

2.5 Podminéna pravdépodobnost

Pfiklad 2.5.1: VySe havarijniho pojistného se stanovuje podle pravdépodobnosti, Ze vozidlo
v pojistném obdobi havaruje. Ta je odhadnuta na zakladé velkého poltu udaji. Jestlize vime,
7e majitel auta bydli v Praze, riziko je vy3sf a déle se zvysuje, je-li zafatednik nebo zpusobil-li
v nedavné minulosti nehiodu. Také riziko odcizeni je v&t3i u vozidel, kterd parkuji na ulici, nikoli
v gardzi. Tyto dodatedné informace upfesiiuji nadi znalost pravdépodobnosti.

Priklad 2.5.2: Sazky na hokejovy zdpas muZze ovlivnit informace o tom, zda nastoupfi néktery
z nejlepsich hraéa.

Priklad 2.5.3: Sance na schvaleni zakona v parlamentu mohou byt jiné, pokud vime, Ze néktery
poslanec se nebude moci zadastnit jednani.

Dodatecna informnace, Ze néjaky jev nastal, mdiZe zménit nade znalosti o pravdépodobnosti
budoucich jevd. Dosud uvaZovany pravdépodobnostni popis systému prepokladal dvé faze na-
hodného pokusu. Na zacatku nemame Zadné jiné informace neZ pravdépodobnostni model. Na
konci vime o v8ech jevech, zda nastaly, nebo ne.

Casto viak informace dostavame postupné. O nékterych jevech uz vime, zda nastaly, ale
o néktervch to nevime:; pro ty nadale potiebujeme pravdépodobnostni popis, ktery vychazi z pa-
vodniho a respektuje navic nové poznatky.

Priklad 2.5.4: Dvé fotbalova druZstva mohla mit pred zipasem rovné Sance na vitézstvi. Je-li
vSak stav zdpasu 5 minut pfed koncem 3 : 0, pravdépodobnosti vyhry jsou podstatné jiné. To se
v praxi projevi mj. tim, Ze sdzkova kancela¥ nedovoli uzavirat sazky po zahédjeni zapasu.

Priklad 2.5.5: Malé vl¢e by mohlo mit dojem, Ze skoro v8echna zvér v okoli je nemocna. Rodice
témér vidy ulovi a prinesou néjaky nemocny kus.

Jinou motivaci muZe byt, Ze nékteré informace jsou dostupné pouze nékterym. Jejich odhad
pravdépodobnosti tim bude ovlivnén.

Priklad 2.5.6: Z balicku 52 karet, mezi nimiZ jsou 4 esa, dostali Alice a Bob po péti kartach.
S jakou pravdépodobnosti mé Alice a es? Jak tuto pravdépodobnost odhadne Bob, mé-li v ruce
b=2esa?

Obé uvedené situace dovoluje popsat podminéna pravdépodobnost.

Dostaneme-li dodate¢nou informaci, Ze nastal jev B (neboli nenastal jev B), zménf se nade
zunalost o pravdépodobnostech jevi. Tomu odpovidd novy pravdépodobnostni model, v némsz je
pravdépodobnost jevu B nulova, coZ odraZi nasi znalost, Ze jev B nenastal. Tomu je potfeba
plizpusobit i pravdépodobnosti ostatnich jevi v novém modelu.
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Poznamka 2.5.7: Novy pravdépodobnostni model dostaneme jednoduse, pfesto bychom méli
vysvetlit, pro¢ je pravé takovy a nemlZe byt jiny (z mnoha moZnych pravdépodobnosti). Tato
otéazka byva vét&inou opomijena, zde ji probereme podrobnéji.

Pavodni model je vyjadfeny pravdépodobnostni mirou P. Tu miZeme chédpat jako konvexni
kombinaci dvou pravdépodobnosti, Pg v piipadé, kdy jev B nastéva, a Py v pfipadé, kdy jev B
nenastava,

P=wPp+(1—w) Pz.

(Jsou definovény na stejné o-algebie.) V prvnim piipadé je Pg (B) =0, tedy i Pg (AN B) =0
pro libovolny jev A. Podobné v druhém pfipadé je Pg (B) = 0, takZe Pg (AN B) = 0. S vyuzitim
(1.3) dostavame

P(ANB)=wPp(ANB)=wPp(A).
Specialné pro A = 1:

PB)=wPp(l)=w.
Dosazenim w = P (B) dostaneme

Pp(A) = %B—z

1 wzorec pro dplnou pravdépodobnost ve tvaru
P(A)=P(ANB)+P(ANB)=P(B) Pg(A)+P(B) Pg(A),

ktery jeSté dale zobecnime. Pravdépodobnosti Pg, P5 nazyvime podminéné pravdépodobnosti;

vzilo se pro né jiné znaleni.

Definice 2.5.8: Necht (§2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a B € A, P(B) > 0. Pak pod-

minénd pravdépodobnost jevu A za podminky B je dislo

P(ANB)

P(AIB) = —F 5

(2.2)

Funkce

P(ANB)

P(|B): A—{0,1), A— PB)

se nazyvd podminénd pravdépodobnost za podminky B (nebo jen podminénd pravdépo-
dobnost, pokud nehrozi nedorozuméni).

Jevem s nulovou pravdépodobnosti nelze podmihovat, protoZe bychom délili nulou.
Umluva. Kdykoli pracujeme s podminénou pravdépodobnost, predpokldddme, Ze jev, jimZ je

podminéna, md nenulovou pravdépodobnost.

Tvrzeni 2.5.9 (vlastnosti podminéné pravdépodobnosti):

1. P(1iB)=1, P(0|B)=0.

2. Jsou-l1 jevy Ay, Ag, ... jsou po dvou neslucitelné a A= |J A,, pak
neN

P(A|B) =) P(AnlB).
neN

3. Jevy A, B jsou nezavislé, prdvé kdyZ P(A|B) = P(A).
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4. BCA = P(A|B)=1, P(ANB)=0 = P(A|B)=0.
Dikaz téchto vlastnosti je jednoduchy a ponechavame jej na ¢tenafi.

Poznamka 2.5.10: Vlastnost 2 je o-aditivita podminéné pravdépodobnosti. Spolu s vlastnosti 1
Iikd. ze podminénd pravdépodobnost je pravdépodobnost (v pivodnim smyslu, pouze jsme z moZ-
nych pravdépodobnosti vybrali jinou, srovnej s kapitolou 2). Znaceni P(.|B) napovida, Zze byla
vytvorena z pravdépodobnosti P(.) a jevu B, a to tak, Ze jsme poloZzili pravdépodobnost jevu
B rovnu nule (stejné jako véech jevii C C B) a zbylé nenulové hodnoty vynasobili konstantou
1/P(B), aby pravdépodobnost jevu jistého byla opét 1.

Resent (prikladu 2.5.6): Oznagme A, jev, Ze Alice ma a es a By jev, Ze Bob méa b es. (Poz-
déji zavedeme univerzdlnéjsi znadent pomoct ndhodnijch veli¢in.) Potfebujeme hypergeometrické
rozdéleni z prikladu 1.3.11. Bez dalsi znalosti ma Alice a es s pravdépodobnosti

_oeEn

a 0 1 2 3 4
P(A,) | 0.659 | 0.299 | 0.040 | 0.00174 | 1.847-107°

Bob odedte karty. které méa v ruce, zbyva 52 — 5 = 47 karet, mezi nimiZ je 4 — b es, obecné
4—by (47—44b
< a > < 5—a >
37 ‘
(5)

P (A, By) =

Prob=2

a 0 1 2
P(A41Bg) | 0.796 | 0.194 | 9.251-1073 | 0 | 0

Casto néas zajima podmifiovani jevy., o nichz vime, Ze vZdy nastane pravé jeden z nich, tj.
tvorl uplny systém jevd.

Véta 2.5.11 (véta o uplné pravdépodobnosti): Necht B;, j € I, je dplny systém jevd
s nenulovou pravdépodobnosti. Pak pro kaZdy jev A platf

=Y P(B;) P(AlB;).
jer
Dikaz: Existence sumy na pravé strané je zajiSténa tim, Ze jeji cleny jsou shora omezeny P(B;)

> P(B;)P(A|B;) <> P(B)) =

jel jel

)

(coZ mj. znamend. Ze mnoZina I musf byt spocetnd). PouZijeme o-aditivitu pro jevy B; N A,
j € I. které jsou po dvou nesluditelné:

_p<<UBj>mA>:P<UBr‘A> > P(B;nA)=3" P(Bj)P(AlB;).

= jel

O

Véta o iplné pravdépodobnosti ném fiké, Ze pivodni (nepodminénd) pravdépodobnost P(.) je
konvexn{ kombinaci podminénych pravdépodobnosti P(.|B;); jeji koeficienty jsou P(B;), j € I.
Pokud vime, ktery z jeva Bj, j € I, nastal, miZeme pouZit pfislusnou podminénou pravdépodob-
nost. Dokud to nevime a méame pro né jen pravdépodobnostni popis, pravdépodobnost ostatnich
jevi potitame jako nepodminénou. (Dostavame jinou pravdépodobnost, protoZe vychazime z jiné
znalosti situace.)
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Véta 2.5.12 (Bayesova véta): Necht By, @ € I, je dplny systém jevi s nenulovou pravdépo-
dobnosti. Pak pro kaZdy jev A spliugici P(A) # 0 plat{ -

4) = P(B;) P(A|B)
© Y P(Bj)P(A]B;)

Jj€l

P(B;

Ditkaz: 8 vyuzZitim véty o Gplné pravdépodobnosti:

. P(BNA) P(B)P(AB)
POBIA) = =50 = S P(B,) P(AB))
Jjel

0

Vyznam Bayesovy nerovnosti spociva v tom, Ze pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z po-
kusti nebo z modelu, pomoc! nich uréime pravdépodobnosti P(B;|A4), které slouz{ k ,optimalnimu®
odhadu, ktery z jevii B; nastal.

Pravdépodobnosti P(B;|A) nazyvame aposteriorni pravdépodobnosti, P(B;) apriorni{
pravdépodobnosti.

Problém 2.5.13: Ke stanoveni aposteriorni pravdépodobnosti P(B;|A) potfebujeme znat i apri-
orni pravdépodobnost P(B;). Ta neni vidy zndma.

Priklad 2.5.14: * Na vstupu infecrma¢niho kanalu mohou byt znaky 1,...,m, vyskyt znaku j
oznatujeme jako jev B;. Na vystupu mohou byt znaky 1,..., %, vyskyt znaku ¢ oznaujeme jako
jev A;. (Obykle k = m, ale neni to nutné.) Obvykle lze odhadnout podminéné pravdépodobnosti
P (A;|B;) jevu, Ze znak j bude pfijat jako i. Pokud zname apriorni pravdépodobnosti (vyslani
znaku j) P (B;), miZeme pravdépodobnosti pfijmu znakil vypoéitat maticovym ndsobenim:

[Plan P(a) - P(ay]=
P(AlB)) P(AgBy) --- P(AfB1)
=P@>HW-~PwM-H%@)PW%)T P acim)
P(4aiBm) P(AalBr) - P(AdlB)

Vsechny matice v tomto vzorci maji jednotkové soudty fadkt (takové matice nazyvame stochas-
tické). Pokud byl prijat znak 4, pak pravdépodobnost, Ze byl vyslan znak B, je
P (Ai|B;) P (By)

P (A)

P (Bj|A:) =

Poznamka 2.5.15: Casto se zavad{ podminéna pravdépodobnost tak, #e z modelu odstranime
elementarni jevy, které podmince nevyhovuji (nejsou z B). Tim piejdeme od puvodniho prav-
dépodobnostniho prostoru (2,4, P) k pravdépodobnostnimu prostoru (B, ANexp B, P (.|B)),
v ném? B predstavuje mnoZinu wiech elementdrnich jevii. Podobné podmifovéni jevem B
vede na pravdépodobnostni prostor (E,Aﬂexp B, P (\E)) Pévodni pravd&podobnostni pro-
stor ({2, A, P) dostaneme pak jako soucet pravdépodobnostnich prostort (B, ANexp B, P (.|B))
a (B, AnexpB, P (|B)). Pravdépodobnost na ném je smés podmindnych pravdépodobnost dle
kapitoly 2.4. Vztah mezi ob&ma popisy je stejny jako mezi smési a konvexni kombinaci pravdeé-
podobnosti dle pozn. 2.4.7.

Poznamka 2.5.16: Definice podminéné pravdépodobnosti nedovoluje podmifiovat jevem s nu-
lovou pravdépodobnosti. I takovy pojem by vSak mohl mit smysl. Necht P(A) =1/2, P(B) =0
(napt. A je vysledek hodu minci a B je jev, Ze pii spojitém méfeni bylo vysledkem urcité realné
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¢islo, tfeba 1/7). Pak konjunkce A ™ B ma nulovou pravdépodobnost, ale radi bychom sdélili,
7e je to jev ,2Xx méné pravdépodobny” nez B. To by vyjadfovala podminéna pravdépodobnost
P(A|B) = 1/2. Zde pouzity p¥istup to nedovoluje, ale jiné modely to mohou umoznit.!

Podminéné pravdépodobnost byva nékdy zavadéna jako zakladni pojem. I pro ni lze zavést
axiomaticky systém podobny tomu, kterym jsme definovali pravdepodobnost [Rényi 1966]. Jed-
nim z motiva je. Ze v podstaté kazdy ndhodny pokus predpoklada splnéni uréitych predpokladi
a podminek, které miZeme zahrnout do podminéné pravdépodobnosti. Na  nepodminénou prav-
dépodobnost™ lze navic hledét jako na pravdépodobnost podminénou jevem jistym.

Podminéna nezavislost

Nahodné jevy A, B jsou podminéné nezavislé za podminky C. jestliZe
P(ANnBIC)=PAC)P(BI(C).
Podobneé definujeme podminénou nezavislost vice jevil.

Podminéna pravdépodobnost se muze z matematického hlediska jevit jako nepotiebny pojem.
Tak, jak je zde zavedena, je pouze jednou z mnoha moZnych pravdépodobnosti, vyznacuje se
pouze podminkami, za nichZ jsme k ni dosli. Nicméné je v praxi velmi dadleZitd pro rozhodovani
na zékladé netplnych tdaji. Kdyz o néktervch jevech vime, zda nastaly, a o jinych jesté ne,
podmineéna pravdépodobnost dovoluje aktualizovat nas pravdépodobnostnf model na podle téchto
znalost{. Proto je vvchodiskem pro rozhodovani, a to lidské i automatické.

Priklad 2.5.17: * Test nemoci je u 1% zdravych faleiné pozitivnf a u 10 % nemocnych faleing
negativni, Podil nemocnych v populaci je 0.001. Kolik procent ze vSech lid{ mé pozitivn{ test?
Jaka je pravdépodobnost. Ze pacient s pozitivnim testem je nemocny?
Resent: Oznatme jevy:

At pozitivnf test,

B: nemocny, P(B) = 0.001.
Z vaty o uplné pravdépodobnosti

P(A)=P(B)P(AB) + P(B)P(4/B) =0.001 (1 -0.1) + (1 — 0.001) 0.01 = 0.01089,
z Bayesovy véty
P(B)P(AIB) 0.001 (1-0.1)

P(BA) = =
(Bi4) P(4) 0.01089

= (.0826.

|

Cvigenf 2.5.18: Test nemoci je u 10% zdravych fale¥né pozitivni a u 1% nemocnych faleiné
negativni. U ndhodné vybraného vzorku byl pozitivni ve 20 %. Odhadnéte vyskyt nemoci v po-
pulaci. Jaké je pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivnim testem je nemocny?
Resent: Oznadme jevy:
A: pozitivni test, P(A) = 0.2,
B: nemocny.
Z véty o uplné pravdépodobnosti
P(A) = P(B)P(A|B) + P(B) P(A|B),
02=(1-001) P(B)+01(1- P(B))=089P(B)+0.1,
P(B) =0.11236,
z Bayesovy véty

P(B) P(A|B) _ 0.11236 (1 —0.01)

PBA=—Fa = 0.2

=0.556182.

0
' Viz napt. Colleti, G., Scozzafava, R.: Probabilistic Logic in a Coherent Setting. Kluwer, Netherlands, 2002.
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Cvi€eni 2.5.19: Mezi stoletymi ob&any je 80% Zen. Muzu se rodi 52 %. Kolikrat méla Zena
narozend pred 100 lety vétsi pravdépodobnost nez mu? narozeny ve stejné dobg, Ze se doZije
alesponi 100 let?

Reseni: Oznatme jevy:
Z: Zena,
M muz,
D: dozil(a) se 100 let.

P(zZ|D) P(ZND) _ o ~
FoID) ~ Purnp) 4 TD=052,  P(2)=04s,

A )
]-_’(D[Z)z—?i—(‘/:%2 P(Dﬂ[)z—rig—f];—)@
P(D|Z) _ P(ZND) P(M) _ 052 .,
P(DM) P(MND) P(Z) 048
(Nepotfebovali jsme nezndmou pravdépodobnost, Ze se doZiji 100 let.) O

Cviceni 2.5.20: Divéci hlasovanim vybirali ze tf{ moZnost{, jimZ dali nasledujici pocty hlasi:

moZnost | A | B | C
Cetnost | 20 | 30 | 50

Pritom kaZdy s pravdépodobnosti e = 10 % stiskl pri hlasovani nespravné tlacitko (obé ne-
spravné moznosti jsou stejné pravdépodobné). Odhadnéte rozdéleni hlasl podle toho, jak divaci
opravdu chtéli hlasovat.

Regent: Tladitka A, B, C byla stisknuta s pravdépodobnostmi 0.2, 0.3, 0.5. Pro pravdépodobnosti
a,b,c zamyslené volby A, B, C dostavame soustavu linearnich rovnic

0.9 005 0.05]
[0.2 0.3 0.5]:{(1 b c]- 0.05 0.9 0.05
0.05 0.05 0.9
0.9 005 0.05]
[a b c}:[o.z 0.3 0.5] 0.05 0.9 0.05 5{0.17647 0.20412 0.52941].
0.05 0.05 0.9

o

Cvigeni 2.5.21: Prezidentsti kandidati A, B dostali po fadé 49.9 % a 50.1 % odevzdanych hlast.
Nektef{ volici se spletli; ti, kteff chtéli volit A, s pravdépodobnosti 0.002 zagkrtli B (ktery byl na
hlasovacim listku prvni), ti, ktefi chtéli volit B, s pravdépodobnosti 0.001 zadkrtli A. Kterého
z kandidatt si pralo vice voli¢t (a kolik)?

Regeni: Pro pravdépodobnosti a,b zamyslené volby A, B dostavame soustavu linedrnich rovnic

0.998  0.002]

[0.499 0.501} - [a b} {0'001 0039

q-1
0.998 0.002

- [0‘49950 0.5005] .
0.001 0.999

o b= 0499 0501] {

Vétsi preference mél B. O
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Cvi€eni 2.5.22: 7 60 Zijicich ¢lend klubu vyslouZilych ndmo¥nich kapitdnu jich 5 zaZilo ztros-
kotaui (jednou). Podle statistiky pii ztroskotani lodi v této oblasti tietina kapitand zahyne.
Odhadnéte pravdépodobnost, ze kapitdn zaZije ztroskotdni (aspofl jednou za Zivot — moZnost
opakovaného ztroskotani téhoZ kapitana i pfedCasného tmrti z jiné pfifiny zanedbavame).

Redent: Oznalme jevy

A #i

B: zazﬂ ztroskotani.

Pak P(A|B) = 2, P(A|B) =1, P(B|A) = & = {5 (odhad). Z Bayesovy véty

P(B)P{AB
P(B|A) = : \B) Pl ,L) =
P(B)P(A|B)+ P(B) P(A|B)
1 2 P(B)
12 2P(B)+(1-P(B))
3
P(B)=— =0.12.
(B) 25
Alternativni feSeni: Na 5 pfezivsich n&moinikd pfipad4d v praméru 5 - % = 7.5 QCastnikd
ztroskotani, z tolio 2.5 nepfeiilo. celkovy pocet je 60+ 2.5 = 62.5 a pravdépodobnost, Ze se jedna
o N¢astnika ztroskotani, je g% = 23—0 (tyto Cetnosti nam jen nézorné&ji nahrazuji pravdépodobnosti,

proto neni nutné, aby byly celodiselné. pokud vychézime z toho. Ze statistika Gmrtnosti pfi
ztroskotanich je zaloZena i na dalgich pfipadech kromé zde uvaZovanych; z té&ch by nemohla
vyjit 1/3). O

Cvicenf 2.5.23: V této hfe je Bob bankélem, kterému Alice zaplat{ za iCast ve hie. Bob umisti
vyhru 3 € pod jeden ze 3 kelimki, Alice had4, pod ktery. Poté Bob otodi jiny kelimek a ukaze, Ze
pod nim vyhra neni. Nésledné da Alici jeSté p¥ileZitost, aby zménila své rozhodnuti a vybrala si
kterykoli ze zbyvajicich 2 kelimka. Pokud je pod nfm vyhra, pfipadne Alici. Jaka je doporutena
strategie obou hracd a jaké je spravedlivd cena z tlast ve hie?

Resent: Jediné, co mize Bob ovlivnit. je pravdépodobnost, s niz umisti vyhru pod jednotlivé
kelimmky. Nejlépe pro néj bude, kdyZ tato pravdépodobnost bude pro viechny 3 kelimky stejna,
tj. 1/3. Jinak by Alice mohla zvy8it své $ance, kdyby se o této pravdépodobnosti dovédéla (napf.
opakovaniin hry).

Alice nejprve vybird ze 3 kelimkd, optimaln{ bude, kdyZz bude volit s rovnomérnou pravdépo-
dobnosti 1/3 pro kazdy kelimek (jinak by toho moll Bob vyuZit ke sniZenf jejich Sanci). Pokud
jeden z hraga voli pravdépodobnost 1/3, na strategii druhého nezélezi.

Ve druhé éasti hry ma Alice na vybranou. MuZe své rozhodnuti ponechat, zménit, nebo miZe
pouZit i obecn&jdl smiSenou strategii, kdy své rozhodnuti zmén{ s pravdépodobnost{ ¢ € (0,1).
Oznadme jevy:

H: Alice napoprvé ukaze spravny kelimek,

Z: Alice zméni své rozhodnuti.

Vi Alice vyhraje.

Pokud své rozhodnuti nezmént, jeji sance na vyhru je P(V|Z) = P(H) = 1/3. Pokud jej zméni, je
potieba rozlidit 2 pripady. Jestlize jeji prvni volba byla spravna (coZ nastalo s pravdépodobnosti
P(H) = 1/3). pak zinénou rozhodnut{ nic nevyhraje, P(V|ZNH) = 0. Pokud jejf prvnf volba byla
$patna (coz nastalo s pravdépodobnosti P(H) = 2/3), pak ji Bob otogenfm kelimku napovédal;
vyhra je pod zbyvajicim kelimkem, tj. zména rozhodnuti vede k jisté vyhie, P(V|Z N H) = 1.
Pro tplny soubor jevii Z,Z N H,Z N H s pravdépodobnostmi po fadé 1 — ¢, ¢/3, 2¢/3 (nebot
jevy H, Z jsou nezavislé) dostdvame podle vzorce pro iplnou pravdépodobnost

P(V)=P(Z)P(V|IZ)+ P(ZNH)P(V|ZNH)+P(ZNH)P(V|ZNH) =
(1—0)% §O+?1—éc+%.
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Tedy pro Alici je vyhodné rozhodnuti vzdy zménit, ¢ = 1, S8ance na vyhru tim zvysi na 2/3.
Spravedliva cena za hru je % 3=2¢€. . O
Cvigeni 2.5.24: V domé vidime m = 6 oken, ktera byvaji v tuto dennf dobu rozsvicena nezavisle
s pravdépodobnosti a; = 1/3, pokud oviem jde proud, coZ je splnéno s pravdépodobnosti b =

0.999. Jestlize se v Zadném okné nesviti, jaka je pravdépodobnost, Ze v domé nejde proud? Jak
se tato pravdépodobnost zméni, pokud vidime 20 oken?

Regeni: Oznaéme jevy:
A: nesviti Zadné okno,
B: jde proud.
Pokud jde proud, pak podminénd pravdépodobnost jevu A je

P(AIB) = (1—a))™ = (2)° = 87791072,
Pokud nejde proud, pak P(A|B) = 1. Ze vzorce pro tplnou pravdépodobnost

P(A) = P(B)P(A|B) + P(B)P(A|B) =b(1 —a))™ + (1 — b) = 88701072
a z Bayesova vzorce

— . _ P(B)P(AB) _ 1—-b . P
P(BJA) = PA) Y e =1.127-1072.

Pro m = 20 dostavame

P(A|B) =3.007-107%,
P(A) =1.300-107%,
P(B|A) =0.769.

|

Cvifenf 2.5.25: Na vstupu informagniho kanalu mohou byt znaky 0,1, na vystupu jsou pie-
¢teny s nezévislou pravdépodobnosti chyby 0.1. Uréete podminéné pravdépodobnosti vstupu pfi
zndmém vystupu, je-li apriorni pravdépodobnost jednicky (a) 0.4, (b) 0.1, (c) 0.05.
Regent: Oznaéme jevy:

By, By vyslan znak 0, resp. 1,

Ag, A pTijat znak 0, resp. 1.

(a) .

P (Ao|Bo) P (A1]Bo)
P (Ao|By) P(A1]B1)

[P(40) P(4))] =[P (Bo) P(BY)

= [0.6 0.4] - 8? 8; = [0.58 0.42} ,
P (BolAy) = F (Aoﬁij (Bo) _ o.z 526 = 0.931 03,
P (B1]4o) = P(AOLB(ZO? By) _ O'é 524 = 6.8966 1072,
P (BglA;) = P(Alﬁﬁj(%) = O'é 426 =0.142 86,
P(Byay) = LAIB) P(By) 0904 . goryy

P(A) 7042
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(b)
P (49) P(A)J*TOQ 0 ] 09 0l = lo.82 018]
iAo AU 01 09] '
| P(40/Bg) P(Bs) 0.9:0.9 }
P (Bg|Ag) = —22 ! = = 0.9878
P(4yB1) P(B;) 0.1.01 »
P (B 4) = - =12195-1072,
(B1lAg) P Ay 05 5-1077,
P(A1|By) P(By) 01-09
P (Bold)) = o = =05,
(Bol4) PiA) 0.18 >
| . P(41!B))P(B;) 0901
P (B4;) = (AiiB) P(By) =05.

P (A1)

P(40) P (4y)]

{095

0.18

7 0.9 01 r
0.05 - = |06 014] ,
01 0.9

P (Bol o) = P (Ao]fDB(oiO]; (Bo) _ 0.90i80695 - 0.09419.
P(Biidg) = PHO];B(lioj\j Br) 0.10.806:05 = 5.8140-1073,
P (Bpid;) = P<'41]‘DB&];<BO) = 0'10:10495 = 0.67857.
P(B)iA)) = P BY PB)_ 09 005, 49145

P(Ay)

0.14

Zaveér: Je-li vystup 1, pak v pripadé (b) je stejné pravdépodobné, Ze vstup je 0 nebo 1

waw o

k zavéru. Ze na vstupu jsou samé nuly). O

CvicCeni 2.5.26: Opisujeme data. PIi &teni se z chvbnych poloZek ve vstupnich datech odhali a
opravi 80 %. Pri nasledném zapisu se do 1% poloZek dostancu nové chyby. Pii jakém vyskytu
chyb se opsanim jejich podet v prameéru sniZ{?

Regent: Apriorni pravdépodobnost chybné polozky oznacme ¢, pravdépodobnost spravné polozky
1 — ¢. Zménu pravdépodobnosti ¢tenim a zapisem kvantifikuje ndsobeni maticemi podminénych
pravdépodobnosti (pfedpokladéamne, ze chvbna polozka se chybou pii zapisu nemiiZe opravit):

1 02 08 1 0 0.208 0.792
{c 1—rci- - = {c 1-— c} .
I lo 1 0.01 0.99 0.01  0.99

- {0.198c+0.01 —0.198 ¢ + 0.99} .

Pravdépodobnost (nikoli nutné cetnost!) chybnyeh polozek se snizi, pokud 0.198 ¢+ 0.01 < ¢, tj.
pfiblizné ¢ > 0.0125 = 1.25 %. O

CvicCeni 2.5.27: Fotbalisté B,C,D proméni penaltu s pravdépodobnostmi po fadé b = 0.9,
¢ =0.8, d = 0.6. Urdili stfelce losem (vSichni méli stejnou pravdépodobnost). Jaka je pravdépo-
dobnost promeénéni penalty? Pokud vime, Ze se penalta nezdafila, jakd je pro jednotlivé hrace
pravdépodobnost, Ze ji kopali?
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Resent: Pravdspodobnost tsp&chu je (b+c+d)/3 = 0.767, netspéchu ¢ =1 — 0.767 = 0.233.
Podminéné pravdépodobosti stelcti netispé8ného pokusu vypoclitame z Bayesova vzorce:

(1_b)/3 = (.143, <_1:_c)_/§g0,286, _(1___%1—0.572.
q q 1

a

Cvigeni 2.5.28: Mezi velkym mnoZstvim hracich kostek je 1/2 falesnych, na nichz pada Sestka
s pravdépodobnosti 1/3. Hodili jsme dvéma nadhodné vybranymi kostkami, padly dvé Sestky. Jaka
je pravdépodobnost, Ze obé kostky jsou faledné?

Reseni: Oznadme jevy:
F: falesna kostka,
S: padla Sestka.
Je déno: P (S|F) =1/3, P (S|F) =1/6, P (F) = 1/2. Pravdépodobnost, Ze jedna kostka, na nfz
padla Sestka, je fale§na, je
P(S|F) P(F) P (S|F) 2

P P P+ P S P(E) PSIF)-P(SF) + P(SF) /P (E) 5

Pravdépodobnost, Ze nastanou dva nezavislé jevy s touto pravdépodobnosti, je

4
(P(FIS)? =75,
d

Cviceni 2.5.29: Opili fidi¢i zpusobili 10 % nehod. P#i kontrolach bylo 1.5 % Fidi¢a opilych.
Porovnejte rizika havarie opilého a stiizlivého fidice.

Reseni: Oznadme jevy:

A = opily,

H = havérie.
Je dano: P (A|{H) = 0.1 P (H), P(A) = 0.015. Pravdépodobnost havdrie nenf uvedena, ale lze
vypoditat, kolikrat vétsi je riziko havarie opilého fidice neZ sttizlivého:

pony = ZABL ),
. P(AH)P(H
P<H|A):~<—’P%;T)L_)

P(H|A) P(AH)P(A) P(AH)(1-P(A) 01098 . -
P(H|A)  P(AH) P4) (1-P(4H)) P(4) 09.0015

Cvicenf 2.5.30: [Hsu 1996] DokaZte implikace

P(A|B) > P(A) = P(B|A)> P(B),
P(A)> P(B) = P(A|B)> P(BIA) .



3. Nahodné veli¢iny

Nynizavedeme nahodné veliiny na pravdépodobnostnim prostoru ({2, A, P), tj. budeme pfedpo-
kladat Kolmogoroviv model pravdépodobnosti. Ctenéf dostatetns neobeznameny s timto pfistu-
pem by vak mél vystadit s tim, Ze 2 je mnozina elementarnich jevt (=v8ech moZnych vysledkl
nahodného pokusu) a A je mnoZina (pfesnéji o-algebra) jevl, tj. néktergch podmnoZin mno-
ziny {2. Funkce P: A — (0.1) je pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira) s vlastnostmi
z kapitoly 1.4, Budeme pfedevsim potiebovat specilnf p¥ipad, kdy 2 = R a A obsahuje viechna
spodetnd sjednoceni intervald (a tim i dal3! mnoZiny, spoleéné nazyvané borelovské).
Obrézky k pojintumn probiranym v této kapitole jsou v dodatku B.

3.1 Definice nidhodné veliCiny

Priklad 3.1.1: Vojaci nové plijati do armady pfichazeji do skladu pro boty a odév. MiZeme se
pro kazdou velikost ptét, jak je pravdépodobné, Ze ji (nadhodné vybrany) vojak bude potrebovat.
Adekvatngjsi popis bude. ze velikosti {bot nebo odévu) jsou funkce zavislé na vybéru vojaka,
tedy ndhodné veli¢iny. které mohou nabyvat riznych hodnot s riiznou pravdépodobnosti.t

Priklad 3.1.2: \ Tegeni prikladu 2.5.6 na str. 37 jsme k popisu pouzivali jev A,, Ze Alice mi a
es, kde a probihd mnozinu viech moznych vysledka 2 = {0.....4}. Jevy A,, a € §2, tvofi uplny
svstém jeva a pravdépodobnosti P (4,). a € (2, plné uwrduji pravdépodobnost viech moznych
otazek na to, kolik ma Alice es, napr. . jakd je pravdépodobnost, Ze Alice méa aspoii dvé esa.”
Nabizi se prirozend myslenka reprezentovat tyto pravdépodobnosti jako funkei py: 2 — (0,1},
pa(a) = P(A,) To bude obzvlast vyhodné, bude-li moZnych vysledkd mnoho.

Priklad 3.1.3: Reditel podniku chtél védét, kolik procent obyvatel ma nejvyse tak velky plat
jako on. Zadal statisticky vyzkum. Poté ho zajimalo, kolik procent obyvatel mé nejvyse tak velky
plat jako jeho nameéstek. Zadal dalsf vyzkum atd. To je samoziejmé fiktivni situace, takovy Feditel
by ve funkci brzy skonéil jednak proto, Ze se zabyva nepodstatnymi otdzkami, jednak proto, Ze
ro déld neefektivné. Misto abychom u respondentd vybirali ze dvou moZnosti, zda maji nejvyse
rakovy plat jako zadana mez, miZeme se (samozfejmé anonymné) ptat pfimo na vysi platu.
Pak mame z jednoho pruzkumu odpovéd na viechny dalsf podobné otazky. Abychom ziskana
data tCelué reprezentovali, popiSeme pomoci nich rozdélend plati ve zkoumané populaci. K tomu
potiebujeme chapat v¥si platu jako ndhodnou veli¢inu. (V tomto p¥ipadé ndhodnost spodiva ve
vybéru respondenti pro pruzkun.)

Vétsinou na pravdépodobnostnim prostoru méffme veliéiny s vysledkem, ktery lze vyjadfit

redlnym ¢islem. Ten muZe byt p¥i riznych pokusech odlidny, proto pred provedenim pokusu mame
‘en pravdépodobnostni popis moznych vysledkfi. Néastrojem k jeho vyjadieni je pojem ndhodné
--elic¢iny.
Definice 3.1.4: Ndhodnd velidina na o-algebie A podmnozin mnoZiny {2 je zobrazeni X : 2 —
= takové, Ze pro viechny intervaly I C R mno#ina X~ HI) = {w € 2| X(w) € I} pati do A.
JestliZe po provedeni nadhodného pokusu je jeho vysledek urden elementdrnim jevem w € {2,
nazgudme cislo X (w) € R realizace ndhodné velidiny X.

! Tyto nahodné velidiny byly poprvé studovany (statistickymi metodami) a pouZity ve valce Severu proti Jihu.




66 3. Nahodné veliiny

Poznamka 3.1.5: Termin ndhodnd velidina je historicky a zavadéjici, z matematického hlediska
je to funkce. Teprve realizace ndhodné velidiny je funkéni hodnota, tj. ¢islo dané vysledkem né-
hodného pokusu. Je to stejny rvozdil jako mezi funkei exp: R — R a funk&ni hodnotou exp (0),
co? je &islo 1.

Poznamka 3.1.6: Nahodnéa velidina je redlnd funkce X na prostoru vSech elementarnich jevi,
spliwujici navic X ~1(I) € A pro viechny intervaly I (a tedy i pro spoetna sjednoceni intervalit
a nékteré daldf mnoziny). Takova funkce se nazyva méFitelna; miZeme testovat (méfit) jev
(X € I, jemu? odpovida mnoZina elementérnich jevii X ~1(I). V praxi s podminkou méFitelnosti
nebyvaji problémy: pokud by byla poruSena, brzy bychom poznali, Ze nemiiZzeme postupovat dal,
protoze by nebyla definovana pravdépodobnost jevu [X € I].
Priklad 3.1.7: Vysledkem jednoho hodu pravidelnou kostkou je ndhodna veli¢ina X, které
v pravdépodobnostnim modelu dle pitkladu 1.2.1 odpovida identicka funkce na 2 = {1,...,6},
X(w) = w. To je tim, Ze jsme elementarni jevy pfimo oznacili odpovidajicimi vysledky.

Na tomto modelu v8ak miZeme definovat i jiné ndhodné veli¢iny. Napf. nahodna veli¢ina Y,

(@) 1 prow =6,
Y (.
0 jinak,

udava, zda padla Sestka &i nikoli (a to ve formé ¢&isel 0,1, ale mohli jsme zvolit 1 jakékoli jina
realné Cisla k reprezentaci vysledku). Podobné ndhodné veli¢ina Z,

7 () 1 prow € {2,4,6},
W) =
0 jinak,

udava, zda padlo sudé &islo.

Priklad 3.1.8: Pokud v pfedchozim piikladu pozménime pravdépodobnostni model stejné jako
v prikladu 1.7.13 (jsme schopni rozligit jen sudé a liché vysledky), pak funkce X,Y pfestavaji
byt ndhodnymi veli¢inami, nebot nejsou méritelné (nejsme schopni uréit jejich hodnotu), napft.
X~1({6}) = Y~1({6}) ¢ B. Naproti tomu funkce Z je méfitelna i v tomto modelu, a je to tedy
néhodna velitina.

P#iklad 3.1.9: Pokud vysledkem hodu kostkou je &islo na horni sténé, ale my vidime jen boéni
sténu jako v pfikladu 1.7.26, pak nemtZeme vysledek jednozna¢né uréit (i kdyZ vime, které &islo
nepadlo) a nemiizeme pokus popsat ndhodnou veli¢inou. Problém je opét v méfitelnosti.

Na néhodné veli¢iny pfenddime zndmé pojmy definované pro funkce. O nadhodnych veli¢inach
X,Y fekneme, 7%¢ X = Y, resp. X <Y, pravé kdyz jsou definovany na stejné c-algebie a
X (w) =Y (w), resp. X (w) £Y (w) pro viechna w.

Nghodné veli¢ina je zobecuénim realného isla. Neni to cislo, nebot zavisi na proménnych
(které uréuji nahodny vysledek a které nékdy ani dobfe nezname). V matematickém popisu je to
funkce, jejimZ argumentem je elementarni jev plné urujici vysledek nahodného pokusu. Teprve
provedenim pokusu dostaneme &iselnou hodnotu, realizaci ndhodné velidiny.

3.2 Rozdélen! pravdépodobnosti

Z defnice ndhodné veli¢diny X je pro libovolny interval I definovina pravdépodobnost jevu

wrw,

{we 2| X(w) € I}, pro kterou zavedeme nasledujici stru¢néjsi znaceni:
PXell=P{we 2| X(w)el}).

Podobné budeme (v hranatych zavorkach) pouZivat i jiné podobné vztahy, napft.
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PX<uj=P{we 2| X(w) <u}),

a jejich konjunkce budeme pro prehlednéjsi zapis znadit arkami, napf.

PX>u X<v]=P{we | X(w)>u Xw)<uv}),

pfitem? posledni vyraz muZeme zapisovat i zjednodudené jako Plu < X < v]. Zapis P[X € []
pfirozené zobecnime z intervald na sjednoceni spocetné mnoha intervald a na libovolnou bore-
lovskou mnozinu 7 € B (R) a zavedeme pro ng&j nasledujic{ znadenf.

Definice 3.2.1: Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X (strucnéji rozdélent nd-
hodné veliciny, téz rozloZent pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny) je funkce Px: B (R) — (0, 1)
definovand vztahem

Px()=PXell=P{we | Xw) el}).

Tvrzen! 3.2.2: Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je pravdépodobnostni mira na
Borelove g-algebre B (R).

Poznamka 3.2.3: Zatimco puvodni pravdépodobnost P je definovdna na néjaké jiné g-algebte
(z pravdépodobnostuilio prostoru. na ném? je definovana nadhodné veli¢ina X ), rozdéleni pravdé-
podobnosti Px je vZdy pravdépodobnostni mira na Borelové g-algebte 5 (R). To nam dovoluje
sjednotit praci s ndhodnymi veli¢inami bez ohledu na to, na jakém prostoru jsou definovany.
MuzZzeme napl. politat stfedn! hodnotu a daldi kvantitativni charakteristiky nahodné velidiny.
Tento pohled budeme nadéle uplatiovat v maximaln{ mife, takZe StenaAf mfize pokradovat i bez
dobrého pochopen{ pojmu ¢-algebra a pravdépodobnostni prostor; staci, kdyZ se naudi pracovat
s pravdépodobnostmi na Borelové g-algebfe, na kterou lze pohlizet jako na rozsifeni mnoZiny
vech spocetnych sjednoceni intervalt. Vyznam vech téchto pojma je v8ak klitovy pro teoreticky
zéklad dale vykladanych postupt.

Opatrnost je potfeba, jakmile budeme mit vice ndhodnych velidin. Pokud i pak chceme odhléd-
nout od puvodniho pravdépodobnostntho prostoru. budeme potfebovat jejich sdruzené rozdélent
pravdépodobnosti. které zavedeme v kapitole 3.

Poznamka 3.2.4: Zajimame se vic o rozdéleni neZ o pravdépodobnostni model, protoze éasto
anli nevime. co vie ndhodné vysledky zpusobuje. I presto napfiklad normalni rozdélen{ dobie
popisuje mnohé zdroje chyb pfi méfeni, aniZ bychom védéli, ¢im jsou zptsobeny.

Poznamka 3.2.5: Popis nahodné veli¢iny pomoci rozdéleni pravdépodobnosti je uZiteény pro
sjednoceni mnoha postupt. ale ztracime p¥i ném informaci. Ndhodna veliéina mé jednoznacné
urc¢ené rozdéleni pravdépodobnosti, ale z rozdélen{ pravdépodobnosti nelze zpétné urcit ndhodnou
velidinu, a to ani se znalost{ pravdépodobnostniho prostoru, na némz? je definovana. Je tfeba urcit
pfifazeni elementarnich jevi k hodnotam nihodné veli¢iny. Z rozdélenf pravdépodobnosti nelze
ani zcela urcit obor hodnot ndhodné veliéiny. Je to nevyhnutelny dusledek rozdilu mezi jevem
nemoZnym a jevem s nulovou pravdépodobnosti.

Pfiklad 3.2.6: Chceme-li uspofadat pokus s vysledky 0,1, které maji oba pravdépodobnost
1/2, muZeme hodit minci, hodit kostkou a rozlisit pouze sudé a liché vysledky (viz priklad 3.1.7)
apod. Stejné rozdéleni dostaneme, at bude 0 znamenat sudé vysledky a 1 liché, nebo naopak.

Priklad 3.2.7: Ma-li jedna nahodna veliina rovnomérné rozdéleni na uzavfeném intervalu (0, 1)
a druh4 na otevieném intervalu (0,1), maji ob& stejnd rozdéleni, nebot jejich vysledky se 1isf
s nulovou pravdépodobnosti (s niz u prvnf mize vyjit hodnota z {0, 1}, ktera je u druhé nemozna).

Priklad 3.2.8: V nekonetné ruleté je vysledkem nahodného pokusu bod na kruZnici. (Pfedpo-
kladame rovnomérné rozdélent; pravdépodobnost, Ze vysledek je na daném obloukuy, je tmérna
délce oblouku.) V prfipadé, Ze Bob uhodne tento bod, zfska milién, v opatném pfipadé piijde
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o jednotkovy vklad do hry. Poté, co si Bob vsadi, je jeho zisk popsdn nahodnou veli¢inou X,
ktera nabyva hodnot 1000000 (v bodg, na ktery vsadil) a —1 (ve vSech ostatnich bodech kruz-
nice). ProtoZe pravdépodobnost vyhry je nulova, je Px({—1}) = P [X = —1] =1 a pro libovolny
interval [

1 pro —1€17,
Px(I) =

0 pro —1¢1.
Stejné rozdéleni pravdépodobnosti bychom dostali, kdyby se vibec nelosovalo a Bob vidy ode-
vzdal vklad bez 8ance na vyhru. Ztratili jsme informaci o tom, Ze jev X = 1000000 je moZny,
byt s nulovou pravdépodobnosti.

Tento problém nas bude provazet i nadale, Zjednodugen{ prace s rozdélenim pravdépodobnosti
misto s ndhodnou veliéinou nam to snad vynahradi.

Poznamka 3.2.9: K tomu, aby stagila znalost rozdéleni pravdépodobnosti Px na intervalech,
se navic potfebujeme omezit na tzv. perfektni miry; s jinymi se v praxi nesetkdme.

Popsali jsme rozdéleni ndhodné veli¢iny pomoci pravdépodobnosti (=pravdépodobnostni
miry) definované na Borelové g-algebfe (mj. na viech spoletnych sjednocenich intervali). To je
univerzalni piistup, z néhoz odvodime tspornégjsi reprezentace. Popisem nahodné veli¢iny pomoci
jejiho rozdéleni ziskdvame vyhodu v tom, Ze miZeme abstrahovat od ptvodniho pravdépodob-
nostutho prostoru a dale pouZivat jednotné postupy na ném nezdvislé. Na druhé strané timto
popisem ztracime informaci, zejména o tom, které jevy s nulovou pravdépodobnost{ jsou moZné;
to uZ se z rozdéleni pravdépodobnosti nedovime. Nastésti jevy s nulovou pravdépodobnosti ne-
maji vliv na mnohé uzitetné zavéry.

3.3 Distribuéni funkce

Uspornéjif reprezentaci rozdéleni pravdépodobnosti dostaneme, pokud se omezime na intervaly,
a navic zafixujeme jeden krajn{ bod, napf¥. —oo. Stad{ nam znat rozdéleni pravdépodobnosti na
intervalech tvaru (—oo,u) pro véechna u € R,

Definice 3.3.1: Distribuén? funkce ndhodné veliciny X je funkce Fx: R — (0,1) definovand
vztahem

Fx(u) = Px ((—o0,u)) = P[X <.
Priklad 3.3.2: V pfikladu 3.1.3 se Feditel ptal na jednotlivé hodnoty distribuéni funkee.

V8echny intervaly lze vyjadrit pomoci intervald tvaru (—oo, u), nebot

(u,v) = (—o0,v) \ (—oc,u), (3.1)
(—o0,w) = [ (~o0,u =3,
nelN
(_OO: OO) = U (*OO,TL> s
neN

(u,oo) =R\ (—OO,U> ;
{u} = (—o0,u) \ (—o0,u).

Odtud uz snadno dostaneme i oteviené a uzaviené intervaly. Diky tomu lze z distribuéni funkce
urcit pro libovolny interval pravdépodobnost, Ze do ngj ndhodna velidina padne:
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Px((wv)) =Pu< X <uvl=Fx(v)— Fx(u), (3.2)
Px ((F:x u)) =P X <u = lm Fx(v) = Fx(u—),
Py (lu. o)) =P X >ul=1- Fx(u),
Py({u}) = PiX =ul = Fx(u) — Fx(u-).
Definice 3.3.3: Ndhodnd velidina X se nazyvd omezend, jestliZe existuje omezeny interval I,
pro ktery P X € I] = 1.

Vlastnosti distribuéni funkce shrnuje nésledujici véta:

Véta 3.3.4: Konjunkce ndsledujicich podminek je nutnd a postacugici pro to, aby funkce F': R —
(0. 1) byle distribucni funkel néjaké ndhodné veliciny:

1. F ge neklesajict.
2. F je zprava spojitd,
3. lim F(u)=0, lim F{u)=
U——OC U—C
Diikaz: Nejprve ovéfime nutnost podminek pro distribu¢ni funkei F'x nahodné velidiny X:
1. Je-li uw <. pak
Fx(v)—Fx(u) =P X<t —PX<u=Pu<X<v]>0.

2. Spojitost stalf ovéfit pro posloupnost reélnych ¢isel (un), oy klesajici k u. Podle tvr-
zeni 1.7.10

lim Fx(us) = lim Py ((—oc, un)) Px(ﬂ o, ) ) = Py ((—oo,u)) = Fy (u) .

n—oac n—oc
nelN

3. Necht monoténni posloupnost reélnych &isel (un),en, resp. (Un)nen, klesd do —oo, resp.
roste do +o¢. Podle tvrzenf 1.7.10

lim Fx(uy)= hm Px ((—oc, up)) P\’(ﬂ —0C, Un, ) =Px (0) =0,

e o
77.:

lim Fy(vy) = lim Py ((=5.v)) = Py ( UN (. un>) = Py (R)=1.
nelN

Abychom ovérili, Ze podminky jsou postadujici. musime k funkci F, kterd je spliiuje, najit
pravdépodobnostni prostor (2,4, P) a na ném néhodnou veli¢inu X, pro kterou Fx = F.
Stadi zvolit Borelovu g-algebru, tj. 2 = R, A = 5(R) a na nf pravdépodobnost P urenou
podminkami P ((—oc,u}) = F (u) (tém. vzhledem ke konstrukci Borelovy o-algebry, vyhovuje
pravé jedna pravdépodobnost, kterd je na intervalech ddna vzorci (3.2)). Za néhodnou velifinu
lze zvolit identickou funkci X : u +— . O

Poznamka 3.3.5: Rozdéleni pravdépodobnosti Py jsme mohli popsat hodnotami na intervalech
tvaru [ = (—oc,u), v € R, pravdépodobnostmi P[X < u] = Px({—oc,u)). Casto se v litera-
tufe (napf. |Zvara. Stépan 2002]) setkime s takto zavedenou zleva spojitou distribuéni funkei.
V bodech spojitosti distribu¢ni funkce se obé definice shoduji.

Predchozi véta nam mj. umoziuje definovat rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliéiny, aniz
bychom specifikovali p¥islusny pravdépodobnostni prostor. To nam zjednodudf mnohé uvahy.
Distribu¢ni funkci budeme indexovat bud p¥isluinou nahodnou veli¢inou, nebo odpovidajicim
typem rozdéleni. Vyjimku ¢infme u distribuéni funkce normovanéhio normélniho rozdéleni {danou
Gaussovym integralem). pro kterou budeme pouZivat i specidlni znaceni @.
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Priklad 3.3.6: * Nahodna veli¢ina mutZe byt konstantni, takZe nabyva na celém definiénim
oboru §2 stejnou hodnotu » € R. To znamend, Ze ,nen!{ ndhodnd®, nebot dava vidy stejny
vysledek. MiZeme ji ztotoZnit s redlnym Cislem r a také ji takto budeme znagit. Jeji rozdéleni je
Diracovo a jeji distribuéni funkce je posunutd Heavisideova funkce:

P = 0 pro rél, Folu) = 0 pro u <,
’ 1 pro rel, ' 1 pro u>r.

Timto zpGsobem jsou viechna realns ¢isla chdpana jako specialnf pfipady nahodnych veliéin, a
tedy nahodné veliCiny jsou zobecnénim realnych &isel.

Tvrzeni 3.3.7: Distribudni funkce ndhodné veliciny md spocetné€ mnoho bodi nespojitosti.

Diikaz: V kazdém bodé nespojitosti v se distribuéni{ funkce Fx méni skokem o kladnou hodnotu
Fx (v+) — Fx (v—). Soulet viech téchto rozdilt je konecny, nejvyse

1= lim F(u)—- lim F(u),

U—OC U— —00
takZe sCitancll musi byt spodetné mnoho. a
Distribuéni funkee je jednim ze zakladnich popist rozdélen! ndhodné veli¢iny. Pozd&ji uvedeme
jiné popisy, které jsou sice nazorngjsi, ale nejsou univerzalné pouzitelné.

Cviceni 3.3.8: [Zvara, étépén 2002, Pfiklad 6.5] Hodime tfemi kostkami; ndhodnd veli¢ina X
je potet dvojic kostek, na nichz padl stejny vysledek (nejvyse 3). Urete jejf rozdélent.

Regent:
pocet | pravdépodobnost obecné | pravdépodobnost &iselng
0 BE 5
6% 9
. GE <
63 12
2 0 0
6 1
3 & =

Cviceni 3.3.9: Pokracujme v cviCeni 1.5.26; jaké rozdéleni méa pocet zésahtu?

Resen:
pocet | pravdépodobnost obecné pravd. ¢iselné
0 (I-a)(1-0)(1-20¢) 0.016
1 a(l=-b)(l-c)+1—-a)b(l-c)+(1—-a)(1-b)c 0.212
| 2 ab(l—c)+a(l—=>b)e+(l1-a)be 0.628
| 3 labe 0.144

Cviceni 3.3.10: * Je n&jaky vztah mezi nerovnosti nahodnych veli¢in a nerovnosti jejich distri-
buénich funke{?

Resent: Je-li X <Y, pak Fy > Fy (nerovnost mé opaény smér!), obracené implikace neplati, ne-
bot z rozdéleni nelze rekonstruovat plivodni nahodné veli¢iny. Ctendr, ktery md problémy s timto
vysledkem, by se mél vrdtit na zaldtek kapitoly 3.
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3.4 Smés nahodnych veli€in

Priklad 3.4.1: V prikladu 2.1.1 jsme méli dva druhy hracich kostek; vysledky hodu miZeme
popsat ndhodnymi veli¢inami s hodnotami 1,...,6, feknéme U; pro spravnou kostku, Us pro

vadnou. UZ jsme popsali rozdéleni hodu nahodné vybranou kostkou. Nyn{ se ptame, jakd operace
s ndhodnymi veli¢inami (resp. jejich rozdélenimi) vede pfimo k vysledku.

Priklad 3.4.2: V prikladu 2.1.4 je vybrana jedna otazka, na kterou ma student odpovédét, a
podle té je hodnocen. Hodnocenf odpovédl na jednotlivé otazky lze pfirozené reprezentovat néa-
hodnymi veli¢inami. Z téchto nahodnych velidin vytvofime novou, kterd bude popisovat vysledek
celého pokusu (zde zkousky).

UkéZe se. Ze potfebujeme specidlni operaci. smés ndhodnych velicin, k niz téZko hledame
analogii jinde. Budeme potiebovat konstrukei smési pravdépodobnosti z kapitoly 2.4.

Definice 3.4.3: Necht (1. A1, P1)...., (1. Ap, Pr), jsou pravdépodobnostni prostory a mno-

Ziny $1..... {2, jsou po dvou disjunkini. Necht Uy..... Uy, jsou ndhodné wveliciny na pravdé-
podobnostnich prostorech (1. A1, P1) ... (Qn, A Pr) ¢ wy,....wx € (0,1}, Z§:1 w; = 1.
Oznacme (2 = Ule ;. Na souctu A o-algeber Ay.. . .. Ay definujeme smés ndhodnyjch velidin
Ui Uy s koeficienty (=vdhami) wy, ..., wy. jako ndhodnow velicinu X : 2 — R vztahem

vied{l. ... k} Vwe 02, X (w)=Uj(w) .

Xlo=U;. J=1,... .k
Pro z&pis pouZivame stejné konvence jako u smési pravdépodobnosti. Je-li w = (un,..., wy)
vektor vah, miuzeme psat Mix, (U1, Ug) = Mixy(Us, ..., Uy). Posledni vahu nékdy

v,

Mix (o 1—yy (U, V) = Mix (U, V). kde w je &islo, nikoli vektor.

Ukézeme, Ze rozdéleni smési X = Mixp,, 4, ) (Ut .., Ug) lze urcit pifmo z rozdéleni na-
hodnych velic¢in Uy, . ... U, bez ohledu na jejich popis pomoci pravdépodobnostnich prostori.
Ozna¢me smés pravdépodobnosti Pyrix = Mixpy, ) (P1.....P) (definovanou na A),

Pro libovolny interval I € R ({a také pro spocetné sjednoceni intervalii a obecngji pro libovolnou
borelovskou mnoZinu) padne X do I pravé tehdy. kdyZ ndhodna veli€¢ina U;, vybranaz Uy, ..., Uy
podatetnim pokusem,. d& hodnotu z I, tedy

k k k
Px(I)=P[Xcl]= R\HX<U Uyt (I)) =S, P (U]~1 (I)) =S w; Py, (1) .
J=1 j=1 j=1

(Px, Pu,, ..., Py, jsou pravdépodobnosti na Borelové o-algeb¥e.) Rozdéleni Px smési ndhodnijch
velicin X = Mixy, ) (Ul .., Up) je tedy smés rozdélent Py, ..., Py,
k
PX = Z‘(L’j PU]. .
j=1
Specialné pro I = (—oc,u) dostaneme obdobny vztah (konvexni kombinaci) pro distribuéni

funkee,
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k

FX :ijFUj-
j=1

(Neplést s konvezni kombinaci ndhodnych velicin, coz je jiny pojem!)

Poznamka 3.4.4: Smés ndhodnych velidin se plete s konvexni kombinaci mnoha studenttim a
obgas 1 autoriim uéebnic. Proto zde tomuto tématu vénujeme zvlastn{ pozornost. Z praktického
hlediska je pfitom: rozdil markantni, pokud uvazime pracnost provedeni jednoho vybraného po-
kusu (u smési) a vSech (u konvexni kombinace). Napf. je rozdil pro studenta i zkousejictho, jestli
se zkoud! z jedné vybrané otazky, nebo ze vsech (piiklady 2.4.10 a 2.3.4).

Priklad 3.4.5: Smés redlnych ¢&isel vy, ...,7, s vahami wi,...,wy je ndhodna velidina X =
MiXgy o w) (T Th)s
Px(D=PXell= Y w;, Fxu= > w
Jirsel Jri<u

Lze ji popsat té7 pravdépodobnostni funkci px: R — (0,1),
w; prou =rj,
px(u) = Px({u}) = P[X =u] = )
0  jinak.
Tyto vztahy lze zobecnit 1 na spofetné mnoho redlnych ¢isel.

Priklad 3.4.6: Vysledky zkougky z piikladu 2.4.10 lze pfirozené popsat smési ndhodnych veli¢in
odpovidajicich vysledkiim zkouSen{ jednotlivych otazek.

Na pofadi slozek smési nezalezi, pokud jim ponechame pfislusné vahy:

Tvrzeni 3.4.7: Pro libovolnou permutacim inderd 1, ...,k md Mix(
..... ) (U1, Ug).

Wer(1) s wn(k))( m(1)> - Uﬂ(k))
stegné rozdélent jako Mix(,,,

Sinés ze smési 1ze opét popsat jednoduse, ukdZeme to pro dvojice sloZek, zobecnén{ je zfejmé:
Tvrzeni 3.4.8: Je-li
X = Mix(yl}y2)<}/17}/2> s
Y = MiX(le Zu)(lez ZIQ)
Y2 = MiX (2, 200)(Z21, Z22)
pak
X = MiX(y, o0 1o p2201,92-222) (D11, 12, Za1,s Z2z)

Poznamka 3.4.9: Pojem smési nadhodnych veli¢in lze zobecnit i na posloupnosti ndhodnych
veli¢in. Zobecnén{ na nespotetn® mnoho ndhodnych velidin je sice moZné, ale nepfin4si nic nového,
nebot pouze spocetné mnoho vah mtZe byt nenulovych a ostatni neovlivni vysledek.

Poznamka 3.4.10: Pokud chceme vytvofit smés nadhodnych velicin a pifisluiné mnoZiny ele-
mentérnich jevil nejsou disjunktni, nahradime je stejné rozdélenymi ndhodnymi veli¢inami na
obdobnych (izomorfnich) pravdépodobnostnich prostorech s disjunktnimi mnoZinami elementar-
nich jevi.

Po'em smési nahodnych veliéin je zakladni pro fadu pravdépodobnostnich modelﬁ zejména

vvvvvv

mylné zaméhovan s jinymi operacemi.
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3.5 Druhy ndhodnych veli¢in

Nékteré nahodné veli¢iny mohou nabyvat jen konetné mnoha hodnot. (V krajnim pfipadé jedinou
hodnotu, v tom pfipadé je mizeme ztotoZnit s piisludnym redlnym &islem.) Naopak u nékterych
néhodnych veli¢in je p¥irozené predpokladat, Ze jejich hodnotou muZe byt libovolné reilné &islo
z néjakého intervalu nenulové délky, tedv Ze mohou nabyvat nespofetné mnoha hodnot. To klade
zcela jiné naroky na popis.

Poznamka 3.5.1: Lze namitnout, Ze v praxi (nap?. pii méfeni fyzikaln{ veli¢iny) méame vidy
omezenou informaci, kterd nedovoluje pfesné uréit realné éislo. které je vysledkem. Jsme tedy
schopni rozlisit jen konecné mnoho vysledka a matematicky model, pracujici s nespoCetné mnoha
hodnotami, se muZe zdat nepfiméfreny. Ve skutenosti bychom si timto pfistupem popis nezjed-
nodusili, ale naopak zkomplikovali.

Predeviim nebyva pfedem dana Zadné nejveétsi mozné presnost, takZe s ohledem na moZna
pozdéjsi zplesnéni potfebujeme v matematickém popisu rozlisit i takové vysledky, které jsme
dosud zvolen¥m postupem nerozligili.

Nahodné veli¢iny s nespodetné mnoha hodnotami jsou abstrakei, kterd dovoluje popsat né-
ktera velmi dualezita rozdéleni, napt. normalni (Gaussovo), a teprve ta v pripadé potieby diskre-
tizovat. Snaha obejit tento krok a pracovat jen s diskretizovanymi rozdélenim vede paradoxné
na mnohem slozitéjsi popis.

3.5.1 Diskrétni ndhodné veliiny
Priklad 3.5.2: Hodime kostkou, Ndhodné velidina je &islo, které na kostce padne.

Priklad 3.5.3: Ndhodn4 veli¢ina je uroven Sedi jednoho pixelu obrazku, vyjadfend pomoci 8
bitd. tj. ¢islem z mnoZiny {0.1...., 255}.

Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X definujeme mnozinu
Ox ={ueR|Px({u}) >0} ={ueR|P[X =u] >0}
(pfitom X muZe nabyvat jedté jiné hodnoty s nulovou pravdépodobnosti). MnoZina Oy je vzdy
spocetna, nebot
Px(Ox)= > Px({u}) <1,
u€Ox
coZ by se pro nespoletnou mnozinu kladnych &isel Px ({u}) nemohlo stat.
Definice 3.5.4: Ndhodnd velicin X se nazyvd diskrétni, jestlize Px{(Ox) = 1. V tom pripadé
definujeme pravdépodobnostni funkct (téZ funkci pravdépodobnosti) px: R — (0,1) vzta-
hem
px(u) = Px({u}) = P[X =uj.
Pravdepodobnostni funkce jednoznaéné uréuje rozdélen! diskrétnf ndhodné veli¢iny, nebot pro
libovolny interval 7
Px(I)=P[Xell=) px(u).
uelt
priCemz stall séitat pies u € INOyx (ostatni Eleny jsou nulové). Piisluina suma je vzdy absolutné
konvergentni, nebot
> pxw)=> px(u)=PX €eR]=Px (R)=1.
ueOx uwER

Distribuéni funkce Fx diskrétni{ ndhodné veliiny X je po ¢astech konstantni, méni hodnoty
v bodech u € Ox skoky velikost! px(u) = Fx (u+) — Fx(u—).
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Tvrzeni 3.5.5: Pravdépodobnostni funkce smési X = Mix,, (U, V) diskrétnich ndhodngjch velidin
Je :

px =uwpy + (1 -w) py.

px(u) = Fx(u) = Fx(u—) =
wFU(u) -+ (1 e w) F\/(U) - wFU(’ZL—) - (1 - w) Fv(u~) =
=w (Fu(u) = Fy(u—)) + (1 —w) (Fy(u) — Fv(u—)) = wpr(u) + (1 - w) pr(u).

Il

a

Poznamka 3.5.6: Kazdy nahodny pokus, ktery mé pouze spofetné mnoho vysledkti, lze pova-
zovat za realizaci diskrétni ndhodné veliciny (jejiz hodnoty rozlisuji vysledky pokusu).

Zakladn{ priklady diskrétnich rozdéleni jsou v kapitole B.1. Rozdélen{ hodu kostkou z p¥i-
kladu 3.5.2 je na obr. B.3.

3.5.2 Spojité ndhodné veli¢iny

Priklad 3.5.7: Hodime kostkou. Nahodunéd veliina je vzdalenost, ve které se kostka zastavi.
Realizaci je nezdporné realné &islo. Lze najit interval, v ném?z v8echny vysledky jsou mozné,
proto v8ech moZnych vysledkd je nespocetné mnoho.

Poznamka 3.5.8: Lze namitnout, Ze jsme schopni zméFit jen koneéné mnoho hodnot. Nicméné
lze pouZit presnéjii metodu, takZe nelze piedem stanovit konefnou mnozinu hodnot, do které
musi vysledek patrit.

Priklad 3.5.9: Nahodné veliina je vysledek méfent analogovym voltmetrem a je zarudeno, Ze
méfené napéti je v odpovidajicim rozsahu. Realizaci mtZe byt libovolné realné &islo z rozsahu
piistroje. JelikoZ meéfeni neni pfesné a je vidy zatiZeno néjakou chybou, v typickych pripadech
je kazda (pfesnd) hodnota pozorovana s nulovou pravdépodobnost{ (nicméné je mozZné).

Definice 3.5.10: Ndhodnd velicin X se nazjvd (absolutné) spojitd, jestliZe jeji distribucnit
Junkci lze vyjddrit ve tvaru

F(u) = / " ) du (3.3)

pro néjakou nezdpornou funkci fx: R — (0,00), nazgjvanou hustota nihodné veliciny X .

Poznamka 3.5.11: Pro to, aby ndhodné veli¢ina byla spojitd, je nutné, aby jejl distribuéni
funkce byla spojita. Nenf to viak podminka postatujici. Existuji 1 ndhodné veli¢iny se spojitymi
distribuénimi funkcemi, které nelze vyjadrit ve tvaru (3.3). Takové nadhodné veliCiny se nazyvajf
spojité, nikoli viak absolutné spojité. Majl spide teoreticky neZ prakticky vyznam a dale je neuva-
7ujeme. Proto nadale budeme vynechavat piivlastek ,,absolutné”. Budeme-li hovorit o spogitych
nahodnych veli¢inach, budeme mit na mysli absolutné spojité.

Poznamka 3.5.12: Integral funkce se nezméni, pokud zménime jeji hodnoty na mnoZiné nulové
miry (napf. ve spocetnd mnoha bodech). Totéz miZeme udélat s hustotou a dostaneme jinou
hustotu téZe nahodné velidiny; hustota nenf vztahem (3.3) definovana jednoznagné. Dvé hustoty
Fx,gx téze nahodné velitiny spliujf [; (fx(z) — gx(z)) dz = 0 pro vSechny intervaly I. Presnéji
bychom mohli zavést hustotu jako tfidu wgech funkef, jejichZ integraci dostaneme prislusnou
distribucni funkeci.

Lze volit
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dFy(u)

fx(u) = Tdw

pokud derivace existuje; takova funkce je navic uréena jednoznaéné. Tim bychom v8ak vylougili
nahodné velitiny, jejichz distribuéni funkce nema derivaci v nékterych bodech, a nemohli bychom
definovat hustotu mnoha dalezitych spojit¥ch rozdéleni (rovnomérné, exponencialnf ...). Zde
pouZit4 definice hustoty to pripousti.

Priklad 3.5.13: Necht nahodna veli¢ina X ma spojité rovnomérné rozdéleni na (0,1). To zna-
mend, Ze pro a, b spliujici 0 <a <b <1 je Py ({a.b)) = Pla < X < b =b— a. Jeji distribuéni
funkce je

0 prou <0,
Fy(u)=< u prol0<u<l,
1 prou=>1.

Jeji hustota mutze byt napf.

1 pro0<u<l.

() =
fx () 0 jinak.

Nezalezi na tom, jak definujeme hodnoty v bodech 0,1, a tfeba i v jinych (spoCetné mnoha)
bodech. takze i funkce

1 pro0<u <1,
gx (u) = 3.14 prou=112,
0 jinak,

je hustotou nahodné velid¢iny X.

Pro libovolny interval {(a.b) spliiuje rozdéleni spojité nahodné veli¢iny X vztah

b
Px ((a.H) = PIX € (@b = [ fx(e)dv = Fx(b) - Fx(a),

specidlné

Px({u})=0 pro véechna u € R,

/ fx(@)dv=P[X eR]=Px (R)=1.

Pri respektovani{ tohoto vztaliu muZze byt hustota véts7 ne# 1 (na dostatetné malém intervalu).

Tvrzeni 3.5.14: Hustota smési X = Mix,, (U, V) spojitgch ndhodnych velidin spliiuje vztah
fx=wfy+Q-uw) fv

aZ na mnoZinu nulové miry.

Diikaz: Pokud maji distribugni funkce derivace, je uvedeny vztah diisledkem linearity derivace.
V obecném piipadé miZzeme tici, Ze funkce

g=wfu+{1-w) fv—fx

spliiuje rovnost
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U u

/ g(t) dv = / (w fow) + (1= w) fu(v) — fx()) dv =

_ /fL Jdu+ (1 - /fv dv~/fs<v

=wFy(u)+ (1—w) Fr(u) - Fx(u) =
pro v3echna u € R, tedy ¢ je nulové aZ na mnoZzinu nulové miry.

Zakladni piiklady spojitych rozdélenf jsou v kapitole B.2.

3.5.3 Nahodné veli€iny se smiSenym rozdélenim

Priklad 3.5.15: Nahodna veli¢ina je vysledek méFeni analogovym voltmetrem, avSak nenf za-
rudeno, %e méfené napéti je v odpovidajicim rozsahu, takZe s nenulovou pravdépodobnost{ do-
stavame jeden z krajnich vysledki.

Priklad 3.5.16: Nahodné veli¢ina je mnozstvi destovych srazek za 24 hodin. Pokud byly srazky
nenulové, je pfimérené je chapat jako spojitou ndhodnou veliéinu. Nieméné s nenulovou pravdeé-
podobnost! mohou byt (pfesné) nulové, coZ nelze postihnout hustotou pravdépodobnosti.

Priklad 3.5.17: Pojistovna sleduje vyplacené nahrady z havarijntho pojisténi. Jejich vy&i lze
modelovat spie spojitym nez diskrétnim rozdélenim. Nicméné ¢ést fidicd neméla Zadnou pojist-
nou udalost, tedy hodnota 0 mé nenulovou pravdépodobnost.

Predchozi priklady ukazujl nahodné veli¢iny, které nejsou ani diskrétni, ani spojité. K je-
jich popisu nam nepostadi hustota (ktera nedovoluje, aby n&jaké hodnota vychéazela s nenulovou
pravdépodobnosti) ani pravdépodobnostni{ funkce (tu lze definovat, ale nedovoluje popsat nenu-
lovou pravdépodobnost na sjednoceni nespoletné mnoha elementarnich jevl, z nichz kazdy mé
nulovou pravdépodobnost). Takova ndhodné velicina se nazyvé smiSena (téZz nahodna velidina
se smiSenym rozdélenim). V 3irdim smyslu lze i diskrétni a spojité nahodné velidiny povazo-
vat za specialni pripady smiSenych. Ackoli mnohé uebnice se omezuji pouze na diskrétni nebo
spojité ndhodné veliiny, z prikladi je vidét, Ze bychom se tim pripravili o mozZnost popisu fady
dutlezitych nahodnych pokusid.

Poznamka 3.5.18: SmiSené ndhodné veliiny dostaneme téZ pfi zobrazeni spojitych nahod-
nych veli¢in funkcemi, které jsou na négjakych intervalech konstantni. Tak lze interpretovat i
priklad 3.5.13: pivodné spojitou ndhodnou veliinu (napéti, které méfime) zobrazime méfenim
do meéfictho rozsahu, pricemz hodnoty mimo tento interval nahradime nejbliZ8imi povolenymi,
tj. krajnimi hodnotami stupnice voltmetru. Je§té padnéjsf argumenty najdeme v kapitole 5 o né-
hodnych vektorech.

Pro smiSenou nahodnou veli¢inu X je typické, ze mnozina Ox je neprazdna, ale Px (R\Ox) =
P{X ¢ Ox]# 0. Na R\ Ox se X chova jako spojitd ndhodna veli¢ina, a proto ji popiSeme jako
smés diskrétn{ a spojité ndhodné velidiny.

Dulezité je, Ze rozklad na diskrétn{ a spojitou slozku je v podstaté jednoznaény.

Véta 3.5.19: KaZdé rozdélend pravdépodobnosti ndhodné veliciny je smést diskrétniho a spojitého
rozdélend, tj. md stejné rozdélent joko ndhodnd velicina Mix, (U, V), kde U je diskrétni a V spofitd
ndhodnd veli¢ina. Pritom w € (0,1) je uréeno jednoznacné. Je-liw # 0, resp. w # 1, pak rozdélent
pravdépodobnosti ndhodné veliciny U, resp. V', je urdeno jednoznaéneé.
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Obrazek 3.1. Distribuéni funkce smigeného rozdéleni (tucné) jako smés diskrétniho (Garkovand) a spojitého
(teckované)

Dikaz: (Viz obr. 3.1.) Pro ndhodnou veli¢inu X nejprve uréime spocetnou mnozinu

Ox ={ueR: Px({{u})#0}.
Ta je oborem hodnot diskrétnf slozky U, jejiz vaha mus{ byt
ur = P_\'(O_\') .

Jelllw =0,tj. Ox = 0. je X spojitd a X =V (diskrétni sloZka U je libovoln4, ale ma nulovou
vahu). Pro w # 0 uréime pravdépodobunostni funkei pr- diskrétnf slozky pro v8echna u € Ox ze
vztahu

Px({u}) =w Pr({u}) + (1 —w) w = w Py {{u}),
0
prlu) = PL'({U}) _ &%{Eﬁ

a distribuéni funkce je

Few) == 3 Px({eh).

P g
v v<u

kde stadf s¢itat pro v ze spodetné mnoziny Ox M {(—2c.u).
Je-li w = 1. je X diskrétni a X = U (spojita slozka V' je libovolna, ale ma nulovou vahu).
Pro w # 1 ur¢ime spojitou slozku rozdélen{ F-(I) pro libovolny interval I ze vztahu
Px(I)=wPr{l)+(1—w)Pvl),
Px(I) —wPr{d)
1-w ‘

P (1) =
Nahodna veli¢ina U byla zavedena tak. Ze Pi- ({v}) = 0 pro v8echna v € R, takze V ma spojité
rozdéleni. Specialué pro I = {—o¢, u) dostavame distribuéni funkci

Fx(u) —w Fy(u)
1—w '

Fru)= P {(—cc,u)) =

Pro w € (0,1) jsou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych velidin U,V urlena jednoznaéng. O

Diskrétni slozku U lze jesté dale rozlozit na smés Diracovych rozdéleni (konstantnich nahod-
nych veligin) dle prikladu 3.4.5.

Dasledek 3.5.20: Ka#dé rozdélent pravdépodobnosti ndhodné veliciny je smési spojitého rozde-
lent a Diracouvyjch rozdélent.
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Poznamka 3.5.21: Dokazali jsme jednoznacnost rozdéleni pravdépodobnosti, nikoli ndhodnych
veli€in, tento rozdil je zminén v pozndmce 3.2.5. -

V dalgim textu se omezime jen na takova rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in, ktera
1ze vyjadrit jako smési diskrétnich a absolutné spojitych rozdéleni.

P#iklad 3.5.22: ** Nahodn4 veli¢ina X ma distribuéni funkei (viz obr. 3.2)

0 pro u < 0,
Fx (u) = “—1’2 pro 0 <u <1,
1 prouw > 1.

Najdeme rozdéleni jeji diskrétni a spojité slozky dle dikazu véty 3.5.19. |

1,01 —
0,8
0,6- /
0,4+
0,24
-5 0 05 10 15

Obrazek 3.2. Distribuéni funkce smiZené nahodné veli¢iny X

Diskrétni slozka U bude nabyvat hodnot, v nichZ je Fx nespojita, tj. 0,1. Vaha bude
w = Px({0,1}) = Px({0}) + Px({1}) = Fx (0) — Fx (0—) + Fx (1) = Fx (1) = 3/4.
Pravdépodobnostni funkce diskrétni slozky maé nésledujici nenulové hodnoty:

1
=2 _ 3 2 B
4

1
=3

J’»lw‘»h—ﬂ

Nyni miiZzeme vyjad¥it distribuéni funkei spojité slozky (viz obr. 3.3)

Fy(u) Fy(w) 0 prou<Q,
Fy(u) = Xul_U;UUU =< u prol0<u<l,

1 prou=>1.

3.5.4 Obecnéjsi ndhodné veli¢iny

Komplexnf ndhodna veli¢ina ma za hodnoty (realizace) dvojice redlnych &isel interpretované
Zobechujeme na ni pojmy z redlnych nahodnych velidin.

Neékdy pfipousdtime i ,ndhodné veli¢iny“, jejichZ hodnoty jsou jiné neZ numerické. Podle miry
zobecnéni rozlidujeme nasledujici ndhodné veli¢iny (viz napf. [Disman 2005, Novovicova 2002}):

e kvantitativni {intervalové), s jejichZ hodnotami miZeme provadét operace znamé z line-
arniho prostoru realnych &isel (a po pokusu lze vyhodnotit, zda ndhodna veli¢ina padla do
daného intervalu),
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Obrazek 3.3. Distribucni funkee smiSeného rozdélenf {tuéné) rozlozena na smés diskrétntho (teckovang) a spo-
jitého (carkov aue}

e pofadové (ordinaln{}. na jejichz hodnotich je definovano usporadant, ale nikoli s¢itani a
néasobeni skalareni,
o kvalitativni {nomindalnfj, na jejichZz hodnotach nenf definovdno ani uspofadani.

Kvantitativui ndhodné veli¢iny byly doposud jediné. ktervmi jsme se zabyvali. [ nadéate, po-
kud budeme hovofit o ndhodné veli¢ing (bez daldf specifikace}, budeme tim minit kvantitativni
néhodnou velicinu. jeiiz hodnoty jsou realna ¢isla

Prikladem poradové ndhodné veli¢iny by mohla byt znamka u zkongky: je jasné, Ze jednicka
je lepsi nez dvojka. ale neni definovano. kolikrat. Stejné tak neni zifejmé. zda je lepsi jednicka
a trojka, nebo dvé dvojky. Zde jesté mZeme vypoditat aritmeticky prumér. a pokud jej pova-
Zujeme za smysluplnt. muZeme znamku chépat i jako intervalovou velicinu. Typictéjgim p¥ikla-
dem pofadové proménné je ukoncené vzdélani, klasifikované hodnotami ,zadné-zékladni-stFedni-
vysckoskolské . Zde je jasné poradi. ale nelze Fici, kolikrat je .stfedni’ vétsl neZ ,zakladn{". ani
neméa smysl vypoditavat v této &kdle pramérné vzdélani skupiny obyvatel. Nelze tedy definovat
stfedni hodnotu pofadové nahodné veli¢iny, (Kdybychom na tom trvali, mohli bychom zde pouzit
pocet roku skoly, s tim uz lze pracovat jako s kvantitativni veli¢inou [Disman 2003].)

fiklad 3.5.23: Pokud rozdélime populaci iidi do skupin podle véku (dovrienych let), napy. 0—4,
=9, ..., 75-79. 80 a vice. pak obdrzime poradovou ndhodnou veli¢inu. protoZe nelze fici, kolikrat
je skupina 5-9 AtuSI nez skupina 0—4. [ samotny vék v letech méa tuto vadu, nemluvé o skupiné
80 a vice. kreré neumime priradit vhodnou reprezentativini hodnotu. Jestlize toto ignorujeme a
pracujeme s “éhOdPO‘ veli¢inou jako s kvantitativni. dopouStinie se nepfesnosti, kterd zkreslf
vysledkyv. Napfiklad nenmiZenie z takovvceh tidaju uréit pramérny vék, pouze jej omezit zdola, ale

=g

()

nikoli shora.

Fkiad 3.5.24: Priklady poradovich velidin: stupeil biometeorologické zatéZe, stupeil utajeni

Prikladem kvalitativnic u tv. které nabyvaji konetné mnoha hodnet,

jimz ponechanie jejicl: plivozené oznaleni. nam‘. ..Lub—nu. Kamen-nuzky-papir® apod. Mohli
¢

byclhiom v8echny hodr :ot\ o¢islovar. ale neni zadny duvod. pIOC bychom to méli udélat pravé
wréityim zpusobem 1kt v ovlivanil nasledné numerické vypocty).

Priklad 3.5.25: Politickvm strandam v CR jsou pred volbami pfidélena &isla bez dalsiho vy-
znamu. Neméd smysl spekulovat o viznamu toho. Ze jedna strana mé vétsi ¢islo neZ jina, nebo

dokonce o priameéru volenych ¢isel.
Kvalitativni nahodné velitiny mohou byt téZ napi. nahodné mnoziny.

Priklad 3.5.26: Velitel necha nastoupit vojaky do fady a vybere kaZdého desatého. Pokud na-
stoupili v nahodném poradi. lze to povazovat za nadhodny pokus, jehoZ vysledek bude pfirozené
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popsan mnoZinou vybranych vojaka, Oéislovani vSech mozZnych vysledki je sice moZné, ale neu-
Zitetne.

Priklad 3.5.27: Nahodny pokus z prikladu 1.7.26 (hraci kostka, z niz vidime bo¢ni sténu) mu-
Zeme popsat pomoci ndhodné veliGiny, jejimiz hodnotami budou mnoZiny moznych vysledku.

Ukazali jsme dva dulezité specialni pfipady ndhodnych veli¢in - diskrétni, resp. spojité - a
prostiedky, které zjednoduguji jejich popis (pravdépodobnostni funkei, resp. hustotu). Neposti-
huji v8ak obecny pifpad; ten lze popsat pomoc{ smési piedchozich dvou. Nauc¢ime-li se pracovat
se smési rozdéleni, postihneme v8echny prakticky dtlezité piipady.

Kromé toho mé&jme na paméti, ze ne vSechny vysledky nadhodnych pokust maji p¥irozeny
popis pomoci redlnych ¢isel. P¥{leZitostné se budeme vénovat i takovym pripadm.

3.6 Kvantilova funkce

Piiklad 3.6.1: Jaky pifjem méa ,hornich deset tisic*, tj. 1/1000 nejbohatsich ze zemé& s 107
obyvateli?

Stejnou informaci jako distribuéni funkce nam poskytne i kvantilovd funkce. Zvolme pravds-
podobnost « € (0,1). Pokud je distribu¢ni funkce Fx spojitd a rostouct, je u = F;l () jediné
¢islo, pro které o = Fx (u) = P[X < u]. Pro obecné ndhodné veli¢iny takové &islo existovat
nemusi, nebo jich mize byt nekone¢né mnoho. Vidy v8ak existuje u takové, ze

Fx(u—)=PlX <ul <a<P|X <ul=Fx (u)=Fx (u+) .

Pokud je takovych ¢&isel u vic (tj. pokud je zde Fx konstantni), pak tvoif omezeny interval a
vezmeme z néj jeden bod. Mohl by to byt jeden z krajnich bodf, zde v3ak volime stfed:

Definice 3.6.2: Necht X je ndhodnd velicina, o € (0,1). Funkce gx: (0,1) — R dand vzorcem
1
gx () :-i(sup{veR | PIX <v]<a}+inf{veR|P[X <v]>a})

je kvantilovd funkce ndhodné veliciny X . Cislo gx (@) se nazgud a-kvantil ndhodné velicing X
(téZ jejiho rozdélent).

Piiklad nespojité kvantilové funkce je na obr. B.4.

Kvantilovou funkei nedefinujeme v krajnich bodech 0,1. Dilezité kvantily maji své nazvy:
qx(%) je median, qx(%) dolni tercil, qx(%) horni tercil, qx(%) dolni kvartil, qx(%) horni
kvartil, ..., pro desetiny decil (prvn{ az devaty), pro setiny centil nebo percentil apod. Obvykle
se zavadi znafen{ pro kvantily vyznalnych rozdéleni, napf. u, pro a-kvantil normovaného nor-
mélntho rozdéleni; ten zde znatime &' (&), nebot kvantilova funkce je v tomto piipadé inverzi
distributn{ funkce. Zvlastni znaleni ostatnich kvantili a kvantilovych funkei zde nezavadime,
avBak uvadime je v dodatku B.2.

Véta 3.6.3: Konjunkce ndsledujicich podminek je nutnd a postacujict pro to, aby funkce q: (0,1)
— R byla kvantilovou funkci néjaké ndhodné veliciny:

1. g je neklesajict,
2. Va € (0,1) : g(e) = 3 (gla—) + gla+)) .

Tvrzeni 3.6.4: Kuvantiloud funkce md spocetné mnoho bodid nespojitosti.

Digkaz: Kazdému bodu nespojitosti kvantilové funkce odpovida interval nenulové délky, na némiz
je distribuénf funkce konstantni. Tyto intervaly jsou disjunktn{. Na R neexistuje nespoetng
mnoho disjunktnich intervalt nenulové délky. - O
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Operace s ndhodnymi veli¢inami maZeme s vyhodou provadét ve vhodné zvolené reprezentaci.
Napf. smés lze dobfe poéitat z distribuénich funkei, ale pro kvantilové funkce nemé nazorny
vyznam. U jinych operaci to bude naopak. Proto je dtlezité umét je navzdjem pfevadét pomoci
nésledujicich vzorct:

1 |
gx (o) = 5 (sup {veR| Fx(v—)<a}+inf{veR| Fx(v)>a}),
Fx(u) = inf{a € (0,1) [ ¢x (a) > u} = sup{a € (0,1} | ¢x{a) < u}.
Snazs! k zapamatovani viak muZe byt nasledujici poucka:

Tvrzeni 3.6.5: Necht' X je ndhodnd velicina, Fx: R — (0,1) jeji distribucni funkce a qx : (0,1)
— R kvantilovd funkce. Funkce Fx,qx jsou navzdjem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouct
(tyto podminky staci ovéFit pro jednu z nich). Svymi hodnotami v bodech spojitosti jsou funkce
Fx.qx jednoznacné urceny.

Poznamka 3.6.6: Kvantilovou funkei lze definovat i pro mnohé poradové ndhodné veli¢iny, pak
ale nesmime v bodech spojitosti pouzit aritmeticky primér limit zprava a zleva, nybrZ jednu
z téchto limit (a ta musi existovat).

Kvantilova funkce poskytuje stejné univerzaln! popis rozdéleni ndhodné velifiny jako distri-
buéni funkce. KaZd4 z téchto reprezentaci je vyhodna pro nékteré operace s ndhodnymi veli¢inami
a dava uZiteénou odpovéd na jinak formulované otézky.

Cvicenf 3.6.7: Je n&jaky vztah mezi nerovnosti ndhodnych veli®in a nerovnosti jejich kvantilo-
vych funkef?

Reseni: Je-li X <Y, pak gx < gy. obrécené implikace neplati{. Na rozdil od cvicen{ 3.3.10, zde
maji nerovnosti stejny smér.

3.7 Intervalové odhady ndhodnych veli¢in

Priklad 3.7.1: Rozdéleni poctu p¥ichozich telefonnich hovorii na zéakaznickou linku povazujeme
za znamé. Kolik zaméstnanca potiebujeme, aby riziko, Ze v8echny linky budou souéasné obsazené,
bylo mensi nez 3 %7

Casto nas zajimé interval, v ném# se nahodné velidina nachazi (alespofi) s danou pravdépo-
dobunosti. Pro dané o € (0.1/2) hledame miniméaln{ interval I takovy, ze

PXell>1l—-c.
Vysledek je dan kvantily rozdéleni. Horni. resp. dolni jednostranny odhad je
I'=(—0c0.qx(1—a)), resp. I = (gx(a),00).

Neékdy potfebujeme oboustranny odhad (horni i dolnf), ten v8ak neni jediny. Mohli bychom
mezi nimi hledat napf. interval, ktery je nejkratsi, ale to by mohlo byt velmi pracné. Nejcasté&ji se
pouziva symetricky oboustranny odhad, pro ktery mé p¥ekrofeni horni i dolni meze (pokud
moZno) stejnou pravdépodobnost /2,

I'=(gx (a/2).qx (1 - a/2)) .

Symetrie intervalového odhadu neznamenad, Ze by musel byt symetricky kolem medidnu nebo jiné
vyznaéné hodnoty.
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qu(l —-a) qu(a) qx(a/Z) qx(l —2)

Dolnf intervalovy odhad Horn{ intervalovy odhad Symetricky intervalovy odhad

Poznamka 3.7.2: Uvedené vzorce lze bez problémi pouZit pro rozdéleni, jejichZ distribuéni
funkce je spojita a rostouci (alespoii v okolf pot¥ebnych kvantilit). Pak jsou hranice intervalového
odhadu jednoznadné uréeny a P[X € I| =1 — a. V&tSinou budeme intervalové odhady pouZivat
jen pro rozdéleni, kterd tuto podminku spliwji. V pfipadé nespojitosti distribuéni funkce se maze
skutetna pravdépodobnost lisit, ale nerovnost P[X € J] > 1 — « lze splnit pro interval J D I,
jehoZ meze se od mezi intervalu I lidi libovolné malo. (Nemusf ani existovat nejmensi interval
s touto vlastnosti.) Je-li distribu¢ni funkce v pfisludném mist8 konstantni, hodnota kvantilu
nemusi byt pravé mezi nejmensiho vyhovujiciho intervalu. Diskuse v8ech moznych piipada by
byla zdlouhav4, ale rozhodnuti v konkrétnich pfipadech nedini zvlastn{ obtiZe.

Kvantilova funkce dava odpovéd na to, v jakém intervalu se ndhodna veli¢ina nachéazi s danou
pravdépodobnosti. Casto o pfesnost: ndhodné veli¢iny, zejména statistickéhe odhadu, mizeme
pedat pouze informaci tohoto druhu. Pokud existuje interval, do nghoZ nadhodn4 veli¢ina zarudené
patFi, obvykle je tak velky, Ze nas nezajima.

3.8 Diskretizace

Priklad 3.8.1: P mé&fenf analogovym voltmetrem rozli§ime a zaznamename jen kone&ny podet
&islic, které jsme schopni odedist na stupnici. Pak je jiZ jen koneéné mnohe moznych vysledki.

Spojita ndhodné velidina je daleZitym teoretickym néstrcjem, nicménd praktické aspekty néas
nuti rozliSovat jen spocetné (1épe konedné) mnoho hodnot. Tomu odpovidé diskretizace ndhodné
velidiny.

Poznamka 3.8.2: Diskretizaci lze pouZit na libovolnou nahodnou veli¢inu. M4 smysl 1 pro dis-
krétni ndhodnou veli¢inu, nebot né&kdy je Zaddouci sniZit podet hodnot.

Typicky jedna diskrétni hodnota odpovida intervalu hodnot plivodni ndhodné veliGiny. Re-
alnou pfimku rozdeélime na spoetné mnoho disjunktnich intervald. (Stagi, kdy% jimi pokryjeme
obor hodnot nédhodné veli¢iny.) Takto vsak dostaneme pouze pofadovou nshodnou velidinu (viz
priklad 3.5.23). Chceme-li ji zménit na kvantitativni, musime jeji hodnoty ztotoZnit s &sly (ob-
vykle z p¥islugnych intervalil), co? lze ulinit vice zpisoby. Z hlediska pfesnosti aproximace se
mohou hodit stfedy intevalG. Preblém vSak je, pokud chceme neomezenou nadhodncu veli¢inu
nahradit diskrétni ndhodnou veli¢inou s konetné mnoha hodnotami. Nemame jakou hodnotou
smysluplné nahradit neomezeny krajni interval.

Diskrétnf aproximace nahodné veliiny

Volba hodnoty reprezentujic{ interval bude tim méné podstatn, éim bude interval kratsi. Zkraco-
vanim intervald mtZeme nahodnou veli¢inu aproximovat ,libovolné pfesn&“. Pro libovolné ¢ > 0
miZeme k diskretizaci pouzit funkei he: R — {ne|n € Z},

[

he(w) = |2 e,

ktera nabyva hodnotu n € na intervalu (ne, (n + 1) €). Aplikujeme-li ji na libovolnou néhodnou
veli¢inu, vysledkem je diskrétni nahodné veli¢ina s hodnotami z {ne | n € Z}.
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Tvrzeni 3.8.3: Pro kazdou ndhodnou velidinu X a pro kazdé € > (0 platd

he(X) < X < he (X)+=.

Je-li X > 0. je h. (X)) > 0. Je-li X omezend, md h: (X) koneéné mnoho hodnot.

Tedy kaZdou nahodnou veli¢inu X lze vyjadrit jako limitu diskrétnich ndhodnych velidin
fe (X). £ € (0.00). Pro £ — 0 konverguji kvantilové funkce g, (xy — ¢x. Pro distribu¢n{ funkce
plati F}_(xy (u) — Fx (u). je-li Fix v bod& u spojitd, jinde to byt nemusi.

Spojita aproximace diskrétniho rozdélent

Poznamka 3.8.4: Zde budeme hovofit pouze o konvergenci rozdélent, nikoli ndhodnyjch velicin,
nebot tv by musely byt definovany na stejné o-algebfe. Pfitom na konecné o-algebfe lze definovat
pouze diskrétni ndhodné velic¢iny.

Pro n — ¢ konverguji napf. normalnf{ rozdéleni N (0,1/n) k Diracovu rozdéleni v 0 v tom
smyslu. Ze gxo1/n) — 0 & F\(0,1/,) konvergujl k Heavisidové funkei v bodech jeji spojitosti, tj.
mimo 0. Dané diskrétnf rozdélen{ je smési Diracovych rozdéleni v hodnotach ug. Odpovidajic
smési normalnich rozdéleni N (ug.1/n) pak pro n — o¢ konverguji k danému rozdéleni v tom
smyslu. Ze jejich distribuéni. resp. kvantilové funkce konverguji k distribucni, resp. kvantilové
funkei daného rozdéleni v jejich bodech spojitosti.

V jistém smyvslu lze kazdé rozdéleni libovolné presné aproximovat diskrétnim nebo spojitym.
Neékdy odvodime pojmy a tvrzeni {napf. definici stfedni hodnoty a jeji vlastnosti) pro jeden typ
rozdéleni a pomoci aproximace zobecnime na viechna.

Cvi€eni 3.8.5: * Navrhnéte zpusob diskretizace spojité nahodné velidiny tak, aby vyslednych
hodnot byl dany pocet a vechny byly stejné pravdépodobné. (Navod: pouZzijte kvantilovou funkei.)
Nakolik lze tento postup aplikovat na diskrétni a smi8ené nédhodné veliciny?

CviCeni 3.8.6: Najdste posloupnosti spojitych rozdéleni (jinych nez normalnich), které konver-
guji k Diracovu rozdéleni.

3.9 Nezavislost ndhodnych veli¢in

Piiklad 1.5.1 mtiZe poslouZit i jako pfiklad na nezévislost ndhodnych velidin, které v ném lze
piirozené zavést.

Definice 3.9.1: Ndhodné velidiny X1, Xo jsou nezdvislé, pokud pro viechny intervaly 11, Is jsou
jevy X1 € I1, Xo € Iy nezduvislé. 1j.

P ‘}&Xl e, Xy € Ig' = P’r,Xl S I]wl . P'F_Yz € IQ\' . (34)
P11 testovani nezavislosti se stai omezit na intervaly tvaru (—oc, u):

Tvrzeni 3.9.2: Ndhodné velidiny X1. Xy jsou nezdvislé, prdveé kdyZ P[X] < up, Xo <up] =
PX1 <wpi- P Xs <usj pro vdechna ui.up € R.

Didkaz: Ve vzorcich (3.1) byvlo ukézdno, Ze viechny intervaly lze ziskat pomoct dopliiku a spo-
Cetnych disjunktnich sjednoceni z intervald tvaru (—oc,u), u € R. Stall zkontrolovat, se pfi
pouzitych operacich zachovava platnost vztahu (3.4), coZ ponechavame Sten4ri. O

Tvrzeni 3.9.3: Kaidé dvé ndhodné velidiny, z nichz jedna je konstantni (tj. redlné &islo), jsou
nezdvislé.

Dikaz: Je-li X konstantni nahodnd veli¢ina s hodnotou r € R, pak pro libovolny interval I je
jev X € I (neboli r € T) bud nemoZny, nebo jisty. To dovoluje pouzit tvrzeni 1.5.9. O
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Definice 3.9.4: Ndhodné veliciny Xi,...,Xn jsou mezdvislé, pokud pro libovolné intevaly
L,..., I, platd

PXie€h,.. XneLl=][PIX;eL. (3.5)
j=1

Na rozdil od definice nezavislosti vice neZ dvou jevit zde neni tieba poZadovat nezévislost
pro libovolnou podmnoZinu nahodnych veli¢in Xq,...,X,. Ta vyplyva z toho, Ze libovolnou
nahodnou veli¢inu X; lze ,vynechat® tak, Ze zvolime I; = R. Pak P [X; € I;] =1 a v soucinu se
tento &initel neprojevi. Op&t stag! omezit se na intervaly tvaru (—oo, u):

Tvrzeni 3.9.5: Ndhodné veliciny X1, ..., X, jsou nezdvislé, prdvé kdyZ

PXy<wu,..., Xn Sun]= [[P1X; <yl
j=1

pro vdechna ui, ..., un € R.

Definice 3.9.6: Nekonednd mnoZina ndhodnijch velidin se nazyvd nezdvisld, pokud kaZdd jeji
koneénd podmmnoZina je nezdvisld.

Definice 3.9.7: Ndhodné veliciny X1, ..., X, jsou po dvou nezdvislé, pokud kazdé dvé (rizné)
z nich jsou nezdvislé.

Nezavislost jsme rozgitili z jevd na nahodné veli¢iny. Nezavislost po dvou je opét slabsi pod-
minka.

Cvicent na nezdvislost ndhodnych veli¢in jsou v kapitole 5.

3.10 Operace s ndhodnymi veli¢inami

Priklad 3.10.1: Zname-li rozdéleni platl, zndme rozdéleni ndhodné veli¢iny, kterou je plat na-
hodné vybraného zaméstnance. Z néj miZeme odvodit i rozdéleni dané z pifjmu, pokud pro
zjednodugeni pfepokladame, Ze zavisf pouze na platu.

Priklad 3.10.2: Pfedpokiddejme, Ze polomér R de§tovych kapek v mm ma logaritmicko-
norméalni rozd&leni s parametry p = 1, 02 = 1. Jaké je rozdéleni jejich objemu V = %WRS?

Priklad 3.10.3: Lukostielec m{f{ do terée, chyba ve vodorovném, resp. svislém sméru v cm méa
normadlni rozdéleni N (0, 100), resp. N (5, 225). Mame ur¢it rozdéleni vzdalenosti zasahtt od st¥edu
terée za predpokladu, Ze obé chyby jsou nezavislé.

V téchto pfikladech je zfejmé, Ze méame dostatetnou informaci, kterd jednoznainé urduje
odpovéd, ale feSenf nemusi byt snadné. Uvedeme alespoii odpovEd na nejjednodussi otazky
tohoto typu.

V této kapitole jsou XY ndhodné veliciny, I,J C R intervaly (mohou to byt i spoletns
sjednoceni intervaltl a libovolné borelovské mnoziny), u,v € R. Operace budeme demonstrovat
na nédhoduné veli€ing, jejiz rozdéleni je na obr. 3.4.

Pri¢teni konstanty r € R odpovida vodorovné posunuti argumentu:
Px.w(I+7r)=P[X+rel+r|=P[Xel]=Px(I),
kde I+r={u+7|uel} Podosazeni J=1I+r

Pxsr(J) = Px(J —7).
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Obréazek 3.4. Distribuéni a kvantilova funkce nahodné veli¢iny X pro demonstraci operaci

1.0-‘// 0,5+

-0,5-

J

Obrazek 3.5. Distribugn{ a kvantilova funkce ndhodné veliginy X (tence) a X + 0.3 (tutng)

d
0,5

Vzorce pro distribuén{ funkci dostaneme pro I = (—oc,u), J = (—oo,v), v =u+7:
Fxir(u+r)=Fx(u),  Fxu(v)=Fx(v-r).
Kvantilova funkce se zvysi o r:

gxir(@) =qx(a) +7.

Vynéasobeni nenulovou konstantou r € R\ {0} odpovid4 podobnost ve sméru vodorovné
osy:

P.x(r)=PrXerl|=P[Xell=Px(I),
kde rI = {ru|u € I}. Po dosazeni J =11
Pox(J)=Px (3+J) .
Pro distribuéni funkei v8ak musime dat pozor na znaménko:
e Pro 7 > 0 postupujeme stejné:
F x(ru) = Fx(u), Fox(v) =Fx (%),

pro kvantilovou funkci op&t mame nazornéjsi vzorec

g-x(a) =rgx(a).
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Obrazek 3.6. Distribuénf a kvantilova funkce ndhodné velidiny X (tence) a X/2 (tudné)

e Pro r < 0 se projevi nesymetrie v definici distribuénf{ funkce. VyfeSme napfed specidlni pfipad
udsobeni ¢islem —1:

Fx(-uy=P-X<-u=PX>u=1-P[X <u].
V bodech spogitost: distribuéni funkce je P[X = u] =0,

F x(—u)=1-PX <u|=1-P[X <ul=1-Fx(u),
F_x(v)=1- Fx(—v)

a graf F_x je stfedové symetricky ke grafu Fx podle bodu (0,1/2); zbyvéa dodefinovat hodnoty
v bodech nespojitosti jako limity zprava. Kvantilova funkce splituje

g-x(a)=—gx(1-0),

diky symetrii v jeji definici neni potfeba provadét opravy v bodech nespojitosti.

05

05 Lo

; . -0,5-
-0,5 o 05

Obrazek 3.7. Distribu¢ni a kvantilova funkce nahodné veli¢iny X (tence) a —X (tuénsg)

¢ Obecny pripad r < 0 fesime kombinaci pFedchozich postupt jake postupné nisobeni —1 a
lrl > 0.
|

Smés ndhodnych veli¢in jsme jiz probrali v kapitole 2.4. Na rozdil od souétu je plné uréena
rozdélenimi argumentt a vahami smési. Na smés lze funkei aplikovat ,po sloZkach:

Tvrzeni 3.10.4: Obraz smési ndhodnych velicin Mix,, (U, V') v méritelné funkci h je smés obrazt,

h(Mixe, (U, V) = Mixy, (h(U), R(V)) . (3.6)
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Dikaz: Tvrzen{ vyplyva pfimo z podstaty smési ndhodnych velic¢in: Podle pocateéniho pokusu
rozhodnemne, ktera slozka bude urlovat vysledek, a je jedno, jestli jsme funkci aplikovali pfed
timto rozhodnutim. nebo aZ po ném. l

Zobrazeni spojitou rostouci funkci h:

Prooy(h(I)) = Px(I), Fro(h(w) = Fx(u), (@) = higx(a)),

pfi¢emZ posledni vzorec plati jen v bodech spojitosti kvantilové funkce (éimZ jsou zbyvajici hod-
noty jednozna¢né urceny).

Priklad 3.10.5: Nahodnou veli¢inu X s rovnomérnym spojitym rozdélenim R (1/3,1) zobra-
zime funkef h (u) = u®. (Ta sice neni monoténni, ale je ostfe rostouci na intervalu (1/3,1);
mimo tento interval ji nepotfebujeme, takze bychom si ji mohli pfedefinovat tak, aby i tam byla
rostouct. napf. k (u) = u? sign (u), a nezménili bychom vysledek.)

Postup ukazeme na obrazku 3.8, kde je v kazdém ze ¢tyf kvadrantu graf jiné funkce. (Pro
studenta elektrotechnické fakulty by to nemél byt problém. VyuZili jsme toho, Ze u viech funkef
nés zajimaji jen nezdporné hodnoty, jinak bychom museli grafy rozdélit a mit étyfi pocatky
soufadnic ve vrcholech obdélnika.) V prvnim kvadrantu je graf funkce h, v = h(u), ale lze jej
chépat i jako graf inverzni funkce A=Y, u = A™! (v). Ve étvrtém kvadrantu je graf distribuc¢ni
funkce Fy,

0 pro u<1/3,
a=Fx ()= % pro 1/3<u<1,
1 pro 1<,

resp. kvantilové funkce qx,

2a+1
u=gx(a)= o

Ve druhém kvadrantu konstruujeme vysledek. Treti kvadrant slouzi jen k pfevedeni hodnoty «
ze svislé osy na vodorovnou (nebo naopak) pomoci identické funkce, zobrazené osou kvadrantu.

1. postup: K danému v € R najdeme hodnotu distribuéni funkce £, xy (v) tak, Ze postupujeme
po obdélnfku ve sméru hodinovych ruditek: © = A7 (v) = V7, a = Fx (u) = Frxy(h{w) =
Frxy (v). Napf. v = 9/16, u = 3/4, a = 5/8. Obecné

0 pro v <1/9,
a=Fyx)(v)= 3‘/5_1 pro 1/9<v<1,
1 pro 1 <w.

2. postup: K danému a € (0.1) najdeme hodnotu kvantilové funkce g;(x) (a) tak, Ze postu-
pujeme po obdélniku proti sméru hodinovych ruéicek: v = gx (o) = 2a+1)/3, v = h(u) =
h{gx () = qn(x) (@) neboli v = u? = (gx (a))2. Obecné

2a+1\2
U = Gn(X) (o) = 3 :

Zobrazeni spojitou neklesajict? funkei h:
Frox(u) = Fx(v), kde v = sup{w € R | h(w) < u}.

(Zde stacila spojitost zleva.)
Zobrazeni spojitou mnerostouct funkci h: Zobrazime neklesajici funkci —h a vynéso-
bime —1.
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Obrazek 3.8. Zobrazen{ nahodné veliGiny spojitou rostouci funkei

Zobrazeni funkci h, ktera je po ddstech monotonnt a spojitd: Obor hodnot ndhodné
veliéiny X pokryjeme disjunktnimi intervaly I;, na nichZ je A monoténni a spojitd. Je-li pocet
takovych intervald k, vyjadiime X jako smés X = Mix, (U1, ..., Uy) tak, Ze U; nabyva hodnot
z I;. Podle tvrzeni 3.10.4 je h(X) = Mixy(h (U1),...,h(Uy)), piicemZ jednotlivé slozky této
smési spoditame dle pfedchozich pravidel. Obdobné mtZeme vyuzit nekonetnou smés, je-li inter-
vall nekonedné mnoho (urcité je jich spoetné mnoho, protoze jsou disjunktni a maji nenulovou
delku).

Samoziejmé lze tento postup v mnoha konkrétnich p¥ipadech zjednodusit.

Priklad 3.10.6: Nahodnda velicina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,2). Urdete
rozdéleni nahodné veli¢iny (a) | X, (b) X + |.X|.

Resent: (a) Funkce absolutnf hodnota je klesajici na (=0, 0), rostouci na (0,+0c0). Nahodnou
velidinu X lze vyjadfit jako smés, X = Miz,(U,V), kde ndhodné veliéina U nabyva pouze
zédpornych hodnot (s rovnomérnym rozlozenim na (—1,0)), V nabyva pouze nezdpornych hodnot
(s rovnomérnym rozloZenim na (0,2)) a w = P[X < 0] = % (viz obr. 3.9),

0 pro u < —1, 0 pro u<0,
Fy(uy=¢ u+1 pro —-1<u<0, Fy(u)=4q 3 pro 0<u<2,
1 pro 0 < u, 1 pro 2<u.

Po zobrazeni absolutn{ hodnotou
F\x/((U) = Fv(u) y

0 pro u<0,
Fow) =Fyu)=1-Fy(~u)=¢ u pro 0<u<]l,
1 pro 1<y,

nebot Fy je vBude spojité.
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Obrazek 3.9. Hustoty a distribuéni funkee nahodnych veli¢in U (teckované), V' (¢arkované) a jejich smési X

~
=

Fixi() = wFp(u) + (1 —w) Fy(u) =

=Wl win O
w2

(Viz obr. 3.10.) Uvedeny postup se muZe zdar zdlouhavy.
slozitejsf priklady.

pro
pro
pro

pro

u < 0,

0
1

2

<u<l1,

<u<2,
< u.
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je viak univerzalné pouZitelny i na

Obrazek 3.10. Distribuénf funkce ndhodnych veli¢in [U} (te€kovang), |V'| (Sarkovang) a jejich smési | X|

(b} Jedna se o zobrazeni funkei

( 0 pro u<0,

hiw) =
e, 1 2u pro u>0.

konstantni na (—oc,0). rostouci na (0.+¢). Ndhodnou veli¢inu X vyjadiime jako smés X =
Miz,. (U, V') stejné jako v pripadé (a). Po zobrazeni funkei h dostaneme

0 pro u <0,
U
F/z \\(U) F\<3> = % pro OSU<4‘
B 1 pro 4<u,

Franlu) =

nebot A(U) =0 (tj. ~(U) nabyva hodnoty 0 s pravdépodobunosti 1).
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Obrazek 3.11. Distribuéni funkce nahodnych veligin h (U) (tetkovang), h (V) (8arkovans) a jejich smési k (X)

0 pro u <0,
Fuoxy(w) = w Fyy(u) + (1 —w) Fyy(w) = ¢ 24+ gu pro 0<u <4,
1 pro 4<u

(viz obr. 3.11), coZ je distribuéni funkce smiSeného rozdéleni (nabyvéa hodnoty 0 s pravdépodob-
nosti 1/3). G

Ptriklad 3.10.7: Ndhodnou veliinu X s rovnomérnym spojitym rozdélenim R (-2, 2),

0 pro u < —2,
Fx(u) = 3‘—3—2 pro —2<u<2,

1 pro 2 <.
zobrazime funkci h z obr. 3.13

u  prou € (0,1),
h(u)=4¢ 0 prou<0,
1 prou>1.

(Tento piiklad ukazuje typickou situaci, kdy pfevodni charakteristika vykazuje saturact. To miide

byt napt. operaéni zesilovad nebo méfict pFistroj z pFikladu 8.5.15. Pro ndzornéjst zobrazent zde

uvaZujeme ,zesilovac” se zesilenim 1, ale lze si predstavit, Ze vstup se méri v finych jednotkdch.)
Funkee A je spojita a neklesajici.

1. postup: Funkce h je navic prosta a rostouci tam, kde nenabyva hodnot 0,1 (které budeme
diskutovat zvlast). Tedy pro u € (0,1) je

Fiy(h(w)) = Fx(w) = 232,

zde navic h(u) = u, takze mame piimo hodnoty distribuéni funkce

U+ 2
4

Froxy(u) = prowu € (0,1) .

ProtoZe hodnoty zaporné ani vétsi nez 1 funkce h nenabyva, vychézi distribu&ni funkee z obr. 3.2

0 pro u < 0,
Froo(w) =< *5* pro0<u<l,
1 prou > 1.
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Obrazek 3.12. Hustota (tence) a distribuéni funkce (tu¢n&) nahodné velitiny X s rovnomérnym rozdéle-
nim R (-2,2)

08+
0,64
0,44

024

Obrazek 3.13. Funkce h. kterou zobrazujeme

(Hodnoty v bodech 0,1 jsou dany spojitosti zprava.)

2. postup: Kvantilovou funkei
gx (o) =4a—2

slozime s funkc A,

0 pro o < 1/2,
Ghxy (@) =hlgx () =< 4a—-2 prol/2 <o <3/4.
1 pro o > 3/4.

Predchozi priklady ukazuji, Ze zobrazenim spojité ndhodné velidiny funkct, kterd nent ryze mo-
noténnid, miZeme dostat ndhodnou velicinu se smiSengm rozdélenim. 1 proto je nutno studovat
smiSend rozdéleni, nebot se s nimi setkame zcela béZné. Pokusy vyhnout se jim pomoci aproxi-
mace spojitym (nebo naopak diskrétnim) rozdélenim nevedou na jednodussi a uzitednéjsi model.
Kvantilova funkce nam muiZe praci usnadnit.

-

Priklad 3.10.8: * Nahodna veli¢ina X ma normované norméini rozdéleni N (0, 1). Popiste roz-
déleni nahodné veli¢iny ¥ = X2

Reseni:- Prow < 0je Fy (u) = 0. fy (u) = 0. Prow > 0 je
. Vi
Fy(u):P[YS'uJ':P[—\/ﬂgXS\/ﬂ:/ fx (v) dv =
Vi

_ 1 /ﬁ exp (—02/9) dv = 2 /ﬁex (—02/2) dv
—/T - V2 Jo P '
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Po substituci v = /w, dv = dw:

2\/—

1 ¥ exp (—w/2)

FY ('LL) = \/2_71- A \/E dw s
1 exp(~u/2)

fY(u)'“ V@?; \/ﬂ :

(Distribuc¢ni funkee je transcendentni.) Odvodili jsme rozdéleni x* s jednim stupném wvolnosti
(viz dodatek B.2). Mohli jsme také pouZit rozklad X na smés dvou nahodnych veli¢in, z nichz
jedna nabyva nezéapornych, druha nekladnych hodnot; v tomto specialnim piipadé maji jejich
obrazy stejné rozdéleni (jako Y7). a

Soudet ndhodnych veli¢in pfinasi ten problém, Ze jeho rozdélen{ nenf jednoznaéné urceno
rozdélenim jeho argumentii. Z definice distribuén{ funkce vyplyva

Fxiy (W) =PX+Y <u=P({(z,y) eR* |z +y < u}).

K uréeni vysledkti potfebujeme znat sdrufené rozdélenf ndhodnych velidin X, Y (tj. ndhodného
vektoru (X,Y)). Pokud jsou nahodné velitiny X,Y nezdvislé, pak jejich rozdéleni jednoznaéné
urcuji 1 sdruzené rozdéleni a tim rozdéleni jejich souctu. Nenf to viak jednoduchd operace. Uve-
deme ji ve specidlnich pfipadech.

Jsou-li X.Y spojité nezdvislé ndhodné velidiny, pak hustota jejich souétu je

fxay (u) = /_Oo fx (W) fy (u—v) dv= /_Oo fr (w) fx (u—w) dw=(fxx* fy) (), (3.7)

coz je konvoluce hustot argumenti. (Jeji zakladni vlastnosti jsou v dodatku C.)
Jsou-li X,Y diskrétni nezdvislé ndhodné veli¢iny s obory hodnot Ox, resp. Oy, pak pravdeé-
podobnostn{ funkce jejich soudtu je

px+y (W) =D px (v) py (u=v) = > py (w —w),

vER weR

coZ je vlastné diskrétni obdoba konvoluce. Ze séitanc v suméach je jen spogetné mnoho nenulo-
vych, prov € Ox N(u—O0y) (kde u — Oy = {u—w|w € Oy}) aw € Oy N (u— Ox), proto
nejsou problémy s konvergenci.

Jsou-li X, Y nezdvislé ndhodné velidiny, z nichz X je spojitd a Y diskrétni s oborem hodnot Oy,
pak jejich soudet ma spojité rozdéleni. MuZeme je dostat napt. tak, Ze Y vyjadiime jako smés
Diracovych rozdéleni (jejichZ pri¢teni odpovidd pri¢teni konstanty) a vysledek dostaneme jako
smés soucti:

Fxyv ()= Y py (w) Fx(u-w),
weOy

fxey (W)=Y py (w) fx (u~w).
weOy

I pfiblizny vypocet konvoluce miZe byt pracny, proto se nam bude hodit alternativni vypodcet
pomoci charakteristické funkce, ktery uvedeme v kapitole 4.7, Ten navic soudasné resi i obecny
pfipad bez ohledu na typ rozdéleni.

Specialné vyraz ¢ X +bY se nazyva konvexni kombinace ndhodnych veli¢in X, Y, jestlize
a,b € (0,1), a+b =1 (podobné pro konvexni kombinace libovolného spoéetného poétu ndhodnych
velidin).

Naudili jsme se zakladni podetni operace s ndhodnymi velidinami. Ty dovoluji stanovit roz-
déleni vysledku vypoCtu ze znalosti rozdéleni argument. Pokud zde nékteré zakladni operace
chybély, je to proto, Ze jsou pro nahodné velidiny definovany jen ve specialnich piipadech, nebo
jsou prili§ obtizZné.
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Cviceni 3.10.9: Demonstrujte rozdil mezi smési a konvexni kombinaci ndhodnych veli¢in po-
moc{ misici baterie na teplou a studenou vodu.
Resent: Nahodneé veliginy X, Y reprezentuji teplotu pritékajicl teplé, resp. studené vody. Pokud
pustime 1/3 teplé a 2/3 studené vody, vysledna teplota je konvexni kombinace 1/3X + 2/3Y.
Smés Mix, /3 (X,Y) by popisovala pokus, kdy pustime vodu z jednoho kohoutku nahodné zvo-
leného (pfitem?Z teplovodni méa pravdépodobnost 1/3, Ze bude vybran). Je zfejmé, Ze stfednf
hodnota je v obou piipadech stejnd, rozptyl nikoli.
Cvi€eni 3.10.10: Nahodna veli¢ina X mé rovnomérné rozdéleni na intervalu (—4,2). Urdete a
znazornéte rozdélen{ ndhodnych velidin
(a) X +4, (b) —X/2. (c) 1X].
Resent: (a) rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 6),

(b) rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,2),

1/3 proz € (0,2),
(¢) fix)(x) =< 1/6 proz e (2,4), O
0 jinak.

Cvi€eni 3.10.11: Z jeduotkového kruln vybereme bod (pfedpokladame rovnomérné rozdéleni).
Ndhodna veli¢ina X je vzdélenost bodu od stfedu kruhu. Uréete rozdéleni ndhodnych veli¢in X
a X°.
Reseni: Pro u € (0.1) jsou hustoty fx (u) = 2u, fyz (u) = 1 (jinde nulové). To znamené, ze X2
mé rovnomérné rozdéleni.
Cviceni 3.10.12: Nahodna veli¢ina X m4 rovnomérné diskrétni rozdélen{ s hodnotami 1, 2, 3,

4,5,6. Zobrazte ji funkei h (u) = cos % mu. (Interpretace: ndhodné vybereme vrchol pravidelného
Sestithelnika, funkéni hodnota je jeho kartézska soufadnice.)

Resent: Obrazem diskrétni ndhodné veliciny bude opé&t diskrétni ndhodna velitina h (X)) (protoZe
pocet hodnot se nezvysi). Jeji pravdépodobnostni funkce méa nasledujici nenulové hodnoty:

mwﬂ):Pmujzn:Pw:m:%

we) (3) X)=1]=Px=1+PXx=5=1,
ph(X)( )= X)=3]=PX=2+PX=4=1,
Phxy (1) =P (X)=-1]=P[X =3]=1}.

Cvi€eni 3.10.13: Nahodné veli¢ina X m4 hustotu
Frlu) = c(u+2) ?ro u e (—2,1),
0 jinak,
kde ¢ € R. Znéazornéte a popiste rozdéleni ndhodnych veli¢in (a) —2 X, (b) X +2, (¢) max(X,0).

Cviceni 3.10.14: Ndhodn4 veli¢ina X m4 diskrétni rovnomérné rozdéleni s hodnotami —1, 0,
1,2. Popiste a znazornéte rozdéleni ndhodnych velicin (a) X —1/2, (b) 2.X, (c) | X].

Cvi€eni 3.10.15: Nahodn4 veli¢ina X méa spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,2).
Popiste a znézornéte rozdéleni ndhodnych velidin (a) X + 3, (b) 3X, (¢) |X|.

Cviceni 3.10.16: Nahodna veli¢ina X ma distribuéni funkei
1 —e %2 pokud z > —1,
0 jinak.
Urlete a znazornéte rozdéleni nahodnych veli¢in (a) X + 2, (b) X/2, (¢) -2 X.

Cviceni 3.10.17: [Rogalewicz 2000] Najdéte rozdéleni, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné ve-
li¢iny min (X, 1), jestlize X m4 exponencialn{ rozdéleni Ex (1).
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4.1 Stfedni hodnota

Velmi ¢asto se u nahodnych veliin ptame na jejich ,pramérné” hodnoty. Ty se pouZivaji napf. pro
porovnani vlastnosti velkych soubori. Pfesnym matematickym pojmem pro tento el je st¥edni
hodnota EX nahodné veli¢iny X. Kupodivu jeji zaveden{ nenf jednoduché a studenttim déla
Sasto problémy. Ctena¥, kterému nevadi postup ,definice-véta®, mize preskoit k definici 4.1.3
a vétd 4.1.4, kde se dozvi, jak stfedni hodnotu poéitat. Kdo chce pochopit dalsi souvislosti, mél
by projit i nastedujici vysvétleni (volné& upraveno dle [Rozanov 1971, Zvara, Stépan 2002]). Na
to se budeme odkazovat i u vlastnosti stfedni hodnoty.

Co nam Fika specialni pfipad
Nejdfive uvazujme nezdpornou nahodnou veliéinu X s konedné mnoha hodnotami. Vzorec (1.1)
poslouzil pouze v Laplaceové modelu, kde viechny elementarn{ jevy byly stejné pravdépodobné.

I tam bychom ale efektivngji s¢itali pfes hodnoty neZ pres elementarn{ jevy (hodnot ndhodné
veli¢iny urdité nenf vice), tedy podle vzorce

EX =Y wu px(u, (4.1)

u€Qx

kde s¢itdme pfes koneény obor hodnot Oy nédhodné veli¢iny X. V Laplaceové modelu plat{ pro
pravdépodobnosti

X )

px(u) = T

kde X~1(u) = {we 2] X (w) =u}. V rozéffeném Laplaceové modelu, kde jsou tyto pravdé-
podobnosti témér libovolné, vzorec (4.1) zistava v platnosti. Vyjdeme z ngj i v Kolmogorovové
modelu. (To je obuykly poZadavek na zobecnéni, kdy zachovdme vyhovujict pivodni pojmy a pfi-
ddme k nim néco nového, v tomto pFipadé nap?. stfedni hodnotu ndhodniyjch velidin s nekoneiné
mnoha hodnotamd.)

Podle vzorce (4.1) je stfedn{ hodnota vdZenym primérem vSech hodnot ndhodné veli¢iny,
priem? vahy px(u) jsou jejich pravdépodobnosti. Lze ji nazorné interpretovat jako vodorovnou
soufadnici tézisté tselek, tvoficich ¢arovy graf pravdépodobnostni funkee (viz obr. 4.1). Stejné
tak ji 1ze vycist ze stejné dlouhych tiseéek odpovidajicich skoklim distribuéni funkce. UkaZzeme to
na nahodné veli¢ing X, kterd nabyva hodnot 1, 3,4 s pravdépodobnostmi po Fadé 1/2,1/3,1/6;
jeji stfedn{ hodnota je

Prispévek hodnoty u ke stfedni hodnotg je obsah obdélnika o stranach u, px (u); tyto obdélniky
lze opét zobrazit v grafu pravdépodobnostni, nebo lépe distribuéni funkce (kde se nepfekryvaji,
viz obr. 4.2):
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Pyl u); i)
1

1+
172 -
l/"3 1/3 -
1/6 l 1/6 -
0 1 2 ?ﬁ 3 4 u 0 1 21£ 3 4 U
6 6

Obrazek 4.1. Stanoveni stfedni hodnoty z pravdépodobnostni nebo distribuéni funkce

pX(u) FX(u)
1- 1

: ]

1

- !
112 172 j
1/3 1= 1/3 |
16 l 1/6 |

0 1 24, 3 4 0 ! 2%, 3 4
6 6

Obrazek 4.2. Stanoveni stiedni hodnoty z pravdépodobnostni nebo distribuéni funkce

Vidime, Ze stfedni hodnota ma vyznam plochy nad grafem distribuéni funkce, omezené shora
jednickou a zleva nulou (svislou osou). Ta je dédna integralem

(1 - Fx(u)) du.

O\x

Je to souCasné plocha pod grafem kvantilové funkce gx (ktera nabyva hodnotu u € Ox na
intervalu délky px (u), viz obr. 4.3), tedy integral

1
/C]X(a) da. (4.2)
0

Pro konstantni ndhodnou veli¢inu s hodnotou EX by byla tato plocha stejné velka.

Kvantilova funkce zavis{ linearné na hodnotdch u nadhodné veli¢iny, distribuéni (i pravdépo-
dobnostni) funkce zavisi linedrné na pravdépodobnostech px (u). Stfedni hodnota dle vzorce (4.1)
je bilinedrni, tj. zavisi linearné jak na hodnotdch u nahodné velifiny, tak na jejich pravdépodob-
nostech px (u).To mé nasledujici kli€ovy disledek:

Lemma 4.1.1: Necht X, U,V jsou nezdporné ndhodné wveliciny s konedné mnoha hodnotami,
r,s € R. Jestlize plati pro kvantilové funkce gx = v qu + s qv nebo pro distribucni{ funkce Fx =
r Fy + s Fy, pak stiednd hodnoty splniugi rovnost EX = rEU + sEV.

Predchozi lemma se uplatni zejména pro smés X = Mix,(U,V); pak Fx = Fyix,wv) =
wFy 4 (1 — w) Fyvoa

E Mix(U, V) = wEU + (1 — w) EV (4.3)

(to vyplyva i pfimo z tvrzen{ 3.5.5). Pro X = rU 4 s mame qx = ¢ y+s = 7 qu + s. PoloZime
V =1 (konstantni ndhodna veli¢ina) a dostaneme
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qX(a)
4

0

|
w|—
to [ —

Obrazek 4.3. Stfedn{ hodnota z kvantilové funkce

E(rU+s)=rEU+s.

(4.4)

vvvvvv

Zde se musime vratit k podrobngjsimu popisu [Zvéara, Stépan 2002]:

EU+V)=> Y (w+v) PlU=uV=1=

w0y vely

=Y > uPU=uV=uv+ > > vPU=uV=y=
u€Oy veQy ueOy veQy

= Z u Z PlU=uV =1+ Z v Z PlU=u,V=1]=
uweOy veOy veQy u€ly

= > uPU=u+ > vP[V=0=EU+EV.
u€Oy u€O0y

Je-i ULV, pak EU KEU+E(V-U)=EV.

Stfedni hodnotu soudinu néhodnych veli¢in nelze obecné vypoditat z jejich stfednich hodnot,

je to mozné pouze pro nezdvislé ndhodné veliciny:

E(UV)= Z Z wvPlU=uV=0u]= Z Z wvP[U=u]-P[V=1]=

ueO0y veOy uw€0y veOy
:(Z uP[U=u])-<Z vP[V:v]) =EU-EV.
u€O0y vEOQy

Zobrazeni nezdpornou funkci h se projevi jen drobnou zménou vzorce (4.1):

1

n

E((U) = 3 h(w) polw) = [ hlax(e) da.

€0y 0

Zobecnéni

(4.5)

Diskrétni ndhodné veli¢ina muze nabyvat nekoneéné mnoha hodnot. I pak lze pouZit pfedchozi

vysledky, pokud ovem pfislugné sumy konverguji, co? nemusi byt splnéno:

Priklad 4.1.2 (neexistence st¥fedni hodnoty): Mé&me diskrétni ndhodnou veli€inu Z s prav-

dépodobnostni{ funkei
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kde ¢ = ;f} na zéklad® podminky > po;pz(k) = 1 a vzorce (C.3). Vzorec pro stfedni hodnotu
(4.1) dava znamou divergentni sumu (C.2):

ZAPZ

[ ledybychom pripustili nekone¢nou stfednf hodnotu, nemohli bychom ji pouZit pro dalsi vypocty.
Kromeé toho jednoduchou upravou ziskdme piiklad nahodné veli¢iny, jejiZ stfedni hodnotu nelze
vibec definovat. Napf. pro diskrétni ndhodnou veli¢inu W s pravdépodobnostni funkei

o

?Nl»—t

k=1

c

55 kel

pw (k) = pw(—Fk) =

dostavame sumu
e A |
2 kpw() =3 Z .
R=—0oC

ktera nenf definovana. nebot nenf absolutné konvergentni a obsahuje ¢leny s raznymi znaménky.
Podobné lze zkonstruovat prikiady spojitych ndhodnych veliéin, které nemajf st¥edni hodnotu.

Nezdpornou ndhodunou veliéinu X lze podle tvrzeni 3.8.3 vyjadfit jako limitu posloupnosti
nezapornych diskrétnich nahodnych veli¢in. Jejich stfedni hodnoty konverguji k hodnoté dané
integralem (4.2). ktery lze opét interpretovat jako plochu nad grafem distribu¢ni funkce, resp.
pod grafem kvantilové funkce (viz obr. 4.4). Pokud je tato hodnota konefn4, prohlasime ji za
stfedn{ hodnotu EX. (Uvedeny postup je korekini jen diky tomu, Ze limita stfednich hodnot
nezdvisi na volbé posloupnosti. Podrobné zdivodnéni zde neuvddime, je viak disledkem toho, Ze
konstrukce integrdlu v matematické analyze kopiruje aprozimact z turzeni 3.8.8. Presné zavedent
by vyZadovalo tzv. Lebesguenv-Stieltjestv integral. )

F(u}) oc,j
Xu. qX()

0. u 0 1«

Obrazek 4.4. Stfedni hodnota jako plocha nad distribuéni funkci nebo pod kvantilovou funkci nezaporné nahodné
veliciny

Libovolnou ndhodnou velic¢inu X lze rozlozit na rozdil dvou nezdpornych ndhodnych velicin,
X = X+~ X~ Pokud existuji (konetné) stfedni hodnoty EX*,EX ™, definujeme EX = EXT —
EX~. Opét dostavaine integral (4.2} a lze jej interpretovat jako plochu pod kiivkou, pouze je
potieba vzit plochu se zdpornym znaménkem tam, kde je kvantilova funkce zaporna (viz obr. 4.5).

1 oo 0
EX:/ / 1— Fx(u)) du— / Fx(u)du.
0 0 oo

(Misto rozdilu jsme zde mohli pou#it také smés nezdporné a nekladné ndhodné veliciny a dospéli
bychom ptes jiné vzorce ke stejnym vysledkim. )
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R 9, (0
1

0 u

Obrazek 4.5. Stfedni hodnota jako plocha nad distribuéni funkei nebo pod kvantilovou funkci obecné nahodné
veliciny

Stfedn{ hodnota mé i daldf ndzorny vyznam. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu je to vodorovna
soufadnice tézisté plochy pod grafem hustoty. V obecném p¥ipadé je stfedni hodnota vodorovnou

soufadnic{ t&Zisté grafu distribuénf funkce, jsou-li jeho elementy viZeny pfirtistkem distribucni
funkce (viz obr. 4.6).

-05 0 0,5

Obrazek 4.6. Stfedni hodnota jako vodorovna soutadnice tézisté grafu distribuéni funkce, vaZeného jejim pfii-
ristkem

Dfive odvozené vlastnosti stfedn{ hodnoty se zachovavaji limitou ve smyslu tvrzeni 3.8.3 i
pfechodem od nezépornych ndhodnych velidin k obecnym, takZe zlstavaji v platnosti a nebudeme
je znovu dokazovat. V (4.5) navic nemusi byt funkce h nezdporné, pouze méfitelnd, coZ neni
problém.

Nékdy naopak odvodime vlastnosti pro spojité rozdéleni a rozs§tfime na diskrétni rozdélend,
které lze aprozimovat spojitym dle kapitoly 3.8.

Obecna definice a vlastnosti
Definice 4.1.3: Stredni hodnota ndhodné veliciny X je
1.
EX :/qx(a) da, (4.6)
0
pokud tento integrdl existuje o je absolutné konvergentni.
Alternativni znaceni: ux, u.
Pro existenci integralu je dulezité, Ze kvantilova funkce mé jen spofetnd mnoho bodd nespo-

jitosti (tvrzeni 3.6.4); na vysledek nema vliv, jak v nich byla definovana. Zde uvedené definice
stfedni hodnoty nenf obvykla, béZné se zavadi zvlast pro rizné typy rozdéleni:
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Véta 4.1.4: Stiedni hodnota diskrétni ndhodné veliciny U s oborem hodnot Oy je
EU= Y u-pu(y). (4.7)
uweOy
Stiedn{ hodnota spojité ndhodné veliciny V je

o

EV = / U - fv(u) du. (4.8)

-

V obou pfedchozich pfipadech poZadujeme absolutni konvergenci (sumy, resp. integrdlu).
Stiedni hodnota smigené ndhodné veliciny X je

EX =wEU + (1 —w)EV, (4.9)

kde X = Mix (U. V), w € (0.1), U je diskrétni a V' spojitd ndhodnd veli¢ina (tento rozklad je
dle véty 3.5.19 jednoznacéng).

Dikaz: [Rozanov 1971] Novy je pouze vzorec (4.8). PouZijeme stejnou diskretizaci jako v tvr-
zeni 3.8.3, tj. na V aplikujeme funkei

he (1) = [EJ e

£

kde ¢ > 0. Pak pron € Z je h, (V) =ne, pravé kdyz V € (ne. (n+ 1) £), coZ nastavd s pravdé-
podobnost{
(n+1)e
Pihe(V)=nel =PIV € (ne.(n+1) o) = P (n+ ) ) = Fr () = [ fulw)du.

ne

(Diky spojitosti Fy- jsme nemuseli uvaZovat jeji limity zleva.) Dosazenim do vzorce pro stfedni
hodnotu diskrétni ndhodné velifiny A, (V) dostaneme

(n+1)z
Eh: (V) ———anPfh (V)=ne Znt / fir(w)du =
nezi nel ne
nJ—l o
=3 / ) frdu= [ he) friwdu
HEZ ne —C
Pro £ — 0 konverguje h. (u) — u a Ehe (V) — EV, &im? dostavame (4.8). ad

Umluva: Kdekoli naddle pracujeme se stfedni hodnotou, automaticky predpokldddme, Ze exis-
tuje a je konedénd.

Nasledujici tvrzeni byla odvozena pro nezédporné diskrétni ndhodné velidiny, poté zobecnéna
prechodem k limitam a diskus{ znamének.
Tvrzeni 4.1.5: Pro ndhodnou velidinu X je

o o]

EX:/(l—FX(u)) du — /O Fx(u)du,

0

pokud jsou oba integrdly konelné.
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Pro existenci integralu je dilezité tvrzen{ 3.3.7, Ze distribuénf funkce ma jen spoetné mnoho
bodi nespojitosti; na vysledek nema vliv, jak v nich byla definovana.

Tvrzeni 4.1.6 (linearita stfedni hodnoty): Jsou-li X,Y ndhodné veliciny a r,s € R, pak
ErX+4+sY)=rEX+sEY.

Disledek 4.1.7:

Er=r,
E(X+r)=EX+r,
E(rX)=rEX,
E(X+Y)=EX +EY,

E(X~Y)=EX -EY,
X<Y = EX<EY.

Tvrzeni 4.1.8 (stfedni hodnota smési): Stfedni hodnota smési ndhodnych velicin Z =
Mix, (X, Y) je

EZ = E (Mixy(X,Y)) =wEX + (1 — w)EY . (4.10)

I smési tedy v jistém smyslu ,zachovavaji* stfednf hodnotu. Vztah (4.10) nent linearita st¥edn{
hodnoty, nebot na levé strané je smés, nikoli linedrni kombinace ndhodnych veli¢in.

Tvrzeni 4.1.9 (stfedni hodnota souinu nezavislych nahodnych veliéin): Jsou-li X, Y
nezavislé ndhodné veliciny, pak

E(X Y)=EX EY.

Tvrzeni 4.1.10: Necht X je ndhodnd velidina, h: R — R métitelnd funkce. Pak

1
=‘/h«unw>da
0

Specidlné pro diskrétni ndhodnou velidinu

= Z h‘<u) '10){(’&),

u€O0x

pro spojitou ndhodnou velifinu
B((X) = [ b fxlu)du

Vyhodou téchto vzorci je, Ze nepotfebujeme znéat rozdéleni ndhodné veli¢iny h(X), coZ by
mohl byt problém (h nemusi byt monoténni). Nevadf ani to, Ze funkce spojité ndhodné veli¢iny
nemusi mit spojité rozdéleni.

Interpreface

Poznamka 4.1.11: Kdyz se hovoif o ,pramérnych hodnotach, mame obvykle na mysli stfedni
hodnotu nadhodné veli¢iny. Nicméné neni vzdy ziejmé, joké ndhodné veli¢iny na jakém pravdé-
podobnostnim prostoru, coz mtZe byt i zneuZito ke zkreslovani informaci.

UvaZme, co znamend napf. ,pramérnd cena vajec’. MlZe to byt jedna z nésledujicich veli¢in:
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1. Prumérné cena, za kterou se vejce nabizeji v obchodé, tj. stfedni hodnota ceny v obchodé,
néhodné vybraném ze viech obchodt se stejnou pravdépodobnosti.

2. Priimé&rna cena, za kterou spotiebitelé kupuji vejce v obchodg, tj. stfedni hodnota ceny
pro spotiebitele, ndhodné vybraného ze viech spotfebiteld se stejnou pravdépodobnosti.
(Ta byva nizZsi, protoze spotiebitelé ¢astéji nakupuji tam, kde jsou ceny niZsi.)

3. Priunérna cena, za kterou se kupuje vejce v obchodg, tj. stfednf hodnota ceny vejce,
ndhodné vybraného ze v8ech prodanych vajec se stejnou pravdépodobnosti. (Ta byva
opét nizsi, protoze spotrebitelé nakupuji vice zboZi tam, kde jsou ceny nizsf.)

Vsechny tii uvedené pfipady jsou pfitom popsdny jako stfedn! hodnoty nadhodnych velidin,
ale na ruzn¥ch pravdépodobnostnich prostorech. Elementarnim jevem je v prvnim piipadé vybér
obchodu, ve druhém spotfebitele, ve tfetim vejce. Ruzné vysledky jsou zde zplisobeny tim, Ze jde
o rizné nahodné pokusy a razné nadhodné veli¢iny; ve v8ech piipadech je hledanou ,primérnou”
cenou stfedni hodnota odpovidajici ndhodné veliiny. Mohli bychom také za elementarni jev vzit
vzdy vybér vejce, oviem s pravdépodobnosti imérnou tomu, Ze pravé toto vejce bude koupeno,
tedy mensi pro vejce v obchodech s vysokymi cenami. Zde je potfeba pfipomenout, ze nemame
jen jedinou pravdépodobnost, ale mame jich cely prostor, viz kapitola 2.

Situace muze byt jedté komplikovanéjdi, pokud se misto ,prumérnych® cen vajec budeme
ptat tfeba na .prumérnou’ cenu benzinu. Ten se, na rozdil od vajec. neprodava na kusy. Lze
opét stejné popsat prvni dva pripady (pramérnou cenu, za kterou se benzin nabiz{ u erpadel a
prumeérnou cenu, kterou plati zakaznik). Nicméné& nelze k danému litru benzinu jednoznaé¢né fici,
kde, komu a za kolik byl prodan, nebot se prodava spojité mnozstvi. Pfesto existuje 1 prumérna
cena, za kterou se prodaval litr benzinu (a ziska se teoreticky snadno jako podil trzeb a mnoZstvi
prodaného benzinu).

Pojem ,primér” nemusi mit bez dalsiho upfesnéni jednoznaény vyznam, coZ se muZe stat
nastrojem zkreslovani idaju. My zde vidy pfedpokladame, Ze podminky nahodného pokusu jsou
stanoveny jeho matematickym popisem, takze daldf zavéry jsou jiZ jednoznaéné.

Vsechny piedchozi situace v3ak byly zjednoduSené. Veskera potiebna data byla (aspoii teo-
reticky) dostupna a nahodnost pokusu spoéivala pouze ve vybéru obchodu, zakaznika &i zbozi.
Pokud v8ak budeme hovofit o pramérné cené v pfistim roce, do pokusu zasdhnou dal3i ndhodné
vlivy. Nicinéné i pak si budeme muset vyjasnit, vzhledemn k jaké pravdépodobnosti chceme pocitat
stfedn{ hodnotu.

Pfiklad 4.1.12 (nejvice lidi éeka v nejdeldich frontach): Predpokladame, Ze poet lid{ ve
front& ma geometrické rozdéleni s parametrem g € (0,1), tj. px (k) = ¢*(1 — ¢). Jak dlouha je
wprumérnd” fronta? V jak dlouhé fronté dekd ,primeérny* ¢lovék?

Redend: Prumérma délka fronty je stfedni hodnota
EX =) kpx(k)=(1- kg = ——.
S kel = -0 3 k' =

(Vsimnéte si, Ze tyto tvahy maji obecnou platnost bez ohledu na neznamy koneény podet front.)
Pocitali jsme priumeér pies fronty. Ten odpovida pokusu, kdy kazda fronta ma stejnou pravdépo-
dobnost, Ze bude vybrana. Z pozice zékaznika ov8em uvaZujeme rovnomérné rozdéleni pFes lidi
ve frontach, tedy pokus, kdy kazdy zdkaznik méa stejnou pravdépodobnost, Ze bude tazan, v jak
dlouhé fronté stoji. Pravdépodobnost pz(k), Ze ndhodné vybrany zékaznik je ve fronté délky &,
je mnérnd kpx (k). z podminky > 5, pz(k) =1 vychézi

kpx (k)

Ry — 12 gkl
pz(k) X (1-q)" kg,

Strednf{ hodnota je

tg

o0 o0
1
— _ 2 2 k=1 __
EZ—kE_OkpZ(k)—(l—q) ;—ok ¢ = >EX.
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Tento vysledek nevypovidd pFimo o tom, jok dlouhd je v pridméru fronta ve chvili, kdy do n{
zdkaznik pfichdzi, jen o tom, v jak dlouhé fronté stoji. - O

Poznamka 4.1.13: Je tfeba zdiraznit, Ze stfedni hodnota je obvykle skrytym parametrem roz-
déleni. Pfedpokladame, Ze pro dany pokus objektivné existuje, ale mame o nf jen nepfimé infor-
mace z realizaci, které nedovolujf ji pfimo méfit. (Vice o tom bude v kapitole 9.2.)

JestliZe jsme z urny vytahli (s opakovanim) 10 bilych koulf a 90 €ernych, pak mame divod
se domnivat, Ze je v ni 10 % bilych koulf a 90 % &ernych (aniz bychom méli z &eho usuzovat na
jejich pocet). Je to v8ak jen pfiblizny udaj, skute¢nost mize byt jind. NemuZeme vylouéit ani
to, Ze je v urné napi. 90 % bilych kouli a 10 % Cernych. Dokonce musime pfipustit i moZnost,
ze je v ni nap¥. 10% bilych kouli, 10 % Zernych a 80 % Cervenych (z nich? jsme ndhodou dosud
zadnou nevytahli).

V tomto pfikladu miiZeme moZné nahlédnout do urny a podivat se, co je v ni. Tim se dovime
pravdépodobnostni model, ktery generoval vysledky naSeho pokusu, a tim i stfedn{ hodnoty
nahodnych velidin na ném definované. To je viak netypicky pfiklad. Obvykle takovou moZnost
nemame.

Stfedni hodnota je zakladnim prostfedkem pro vyjadfenf ,primérnych® udaji. Kupodivu
nen{ snadné ji zavést tak, aby se postihlo diskrétni a spojité rozdélen{ i obecny pfipad smiSeného
rozdéleni. Pokud nezname Lebesgueiv-Stieltjesiv integral, miZe v tom pomoci kvantilova funkce.
Kdy? uZ jsme tento pracny postup absolvovali, v maximalni mife jej vyuZijeme u budoucich
pojmii, které ¢asto zavedeme pomoci stfedni hodnoty, aniz bychom znovu diskutovali kazdy typ
rozdéleni zvlast.

Je tieba zduraznit, Ze stfedni hodnota (na rozdil od jejich odhadi) byva skryta, nepkistupna
primému pozorovani, a dokonce nemusi viibec existovat.

Cviceni 4.1.14: Urdcete stfedni hodnotu poctu zasahtt ze cvifeni 1.5.26, 3.3.9.
Reseni: EX = 0.016 -0+ 0.212-1 4+ 0.628 -2 + 0.144 -3 = 1.9. O

Cvigenf 4.1.15: [Zvara, St&pan 2002, Piiklad 6.5] Urgete stfedni hodnotu podtu dvojic kostek
ze cviCeni 3.3.8.

Re§em’:EX=8.0+1_5’2.1+_3%,3=%_ g

Cviceni 4.1.16: Urlete stfedni hodnotu Poissonova rozdéleni Po (w).

Regen:
oG oG o
kwk w w k w™
e S S e S
1 — 1
= k! st (k 1)! = ml
| —
1
s vyuzitim (C.6). 0

Cvi€enf 4.1.17: Uvedte prfiklad nahodnych veli¢in X,Y, pronéz E(X -Y) # EX - EY.

Cvieni 4.1.18: Zduvodnéte, pro¢ EEX = EX.

4.2 Median

Stiedni hodnota jako charakteristika polohy mé své jasné vyhody, ale i nedostatky. Napf. na-
prosta vétiina lidi mé nadprimérny pofet nohou. Rovnéz kazdé zvefejnéni primérnych platd
rozzlobi zhruba 2/3 zaméstnanci, jejichZ plat je podprimérny. Zde je to tim, Ze kladné odchylky
mohou nabyvat mnohem vétSich hodnot nez zaporné. (V ptipadé potu nohou naopak.) Medidn
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by v pfipadé plata mél Lyt takovou hodnotou, Ze polovina lidi ma plat mensi, polovina v&tsi.
(Musime se jesté néjak vyrovnat s moznosti, Ze néktefi maji plat pravé takovy.) V pfipadé podtu
nohou lze ofekavat, Ze median bude 2. Pokud do souboru pfibude jedinec, znaéné se vymykajici
priméru, pak muZe citelné ovlivnit stfedni hodnotu, nikoli v8ak median. To odpovida tomu,
7e prestéhovanim bohafe do chudé zemé se platové podminky primérného obyvatele nezméni.
Vypovidaci hodnota medianu je tedy cennd, pfesto byva medidn Casto opomijen a byva upfed-
nostfiovana stfedn{ hodnota. Vypodetni divody pro to uvedeme v kapitole 9.7. Zde uvedeme
nékteré vyhody a nevyhody medidnu ve srovnan{ se stfednf hodnotou; nékteré skutecnosti jsou
jen opakovanim obecnéjsich vlastnosti kvantilové funkce z kapitoly 3.6.

Na rozdil od stiedni hodnoty median vzdy existuje (i kdyZ byl problém, jak jej jednoznaéng
definovat), Dal3{ vyhodou medidnu jsou jeho vlastnosti viiéi monoténnim zobrazenim.

Tvrzeni 4.2.1: Je-li X ndhodnd velidina a h monotdnn{ funkce, pak

anixy (1/2) = h(gx (1/2)) ,

(neboli medidn funkéni hodnoty je funkéni hodnotou medidnu), pokud kvantilovd funkce gx je
v bodé 1/2 spojitd.

Kdyby napr. dané zavisely pouze na v¥si platu (monoténné), pak median dani zaméstnance
by bvl danf vypoctenou z medianu plati. O stfedni hodnoté to fci nelze a odhad stfedni hodnoty
dani vyzaduje podrobnéjsi znalosti o rozdéleni.

Disledek 4.2.2: Je-li X ndhodnd veli¢ina a r,s € R, pak

Grx+s(1/2) =7qx (1/2) + 5.
O medianu souétu, soudinu a smési ndhodnych veliin nelze fici mnoho.

Tvrzeni 4.2.3: Jsou-li X.Y ndhodné veliciny a w € (0,1), pak medidn smési Mix,, (X,Y) spl-
niuje nerovnosti

min (gx (1/2), v (1/2)) < Grticixvy (1/2) £ max (gx (1/2) 9y (1/2)) .

Priklad 4.2.4: Predchozi tvrzen{ nelze v obecném piipadé zesilit. Vezmeme-li nap¥. za X,Y
konstantni nadhodné veli¢iny 1,0, pak jejich smés méa alternativn{ rozdélenf s parametrem w.
Median tohoto rozdélen{ mize byt 0,1/2, nebo 1, v zavislosti na tom, zda w je mensi, rovno,
nebo vét3f nez 1/2.

Medidn muZe byt uZitenou alternativou ke stfedni hodnoté, pokud chceme charakterizovat
polohu, kolem nfZ jsou hodnoty ndhodné velid¢iny rozloZzeny. Kazdy z t&chto pojmu mé své vyhody
a nevyhody.

4.3 Rozptyl

+KdyZ ma soused k ob&du celé ku¥e a ja susim hubu, tak podle statistiky jsme
méli kazdy pul kutete.”

G.K. Chesterton

Znanyy spisovatel se v tomto pripadé hluboce myli. Zde probirané charakteristiky polohy (angl.
measures of central tendency) — stfednf hodnota i median - sice davaji v obou pfipadech 1/2,
avSak zname dalsi charakteristiky, zejinéna charakteristiky variability (angl. measures of disper-
sion). Podle téch se pozna, Ze nebyla viechna data stejna, dokonce, Ze nastal uvedeny extrémni
pripad. Zde se budeme zabyvat jednou z nich, a to rozptylem.
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statistiky, jak vysvétlime v poznamce 8.1.6.
Definice 4.3.2: Rozptyl (disperze, angl. variance) ndhodné veliciny X je
DX =E ((X - EX)2>

(pokud existuje).

Alternativni znadeni: o*%(, o2, var X. Rozptyl je stfedni hodnota kvadratu odchylky od st¥edn{
hodnoty. Uvedeny vzorec se odvolava na jiz zavedenou definici stfedni hodnoty, ¢imZ se vyhyba
rozliSovan{ diskrétnich, spojitych a smienych nadhodnych veliin. Casto se pouziva ekvivalentni
vzorec:

Tvrzeni 4.3.3:
DX =E(X?) - (EX)* (4.11)

Dikaz: DX = E ((X - EX)2> =E <X2 _2XEX + (EX)2> —E(X?) - 2EXEX + (EX)’ =
=E(X?) - (EX)?. o

Z definice plyne, Ze rozptyl je vidy nezdporny, nulovy je pouze pro nadhodné veli¢iny s Dira-
covym rozdélenim. Nelze jej definovat pro nahodné veli¢iny, které nemaji stfedni hodnotu, ale i

kdy? ji maji, rozptyl nemusi existovat. Z tvrzen{ 4.1.10 vyplyvaji vzorce
1

DX = / (gx () —EX)? da,
0
pro diskrétni ndhodnou velidinu

DX =) (u=EX)" px(w) = ) (u=EX)" px(u).
u€R ueOyx

pro spojitou ndhodnou velidinu

DX = / (u—-EX)* fx(u)du.

Tvrzenf 4.3.4 (vlastnosti rozptylu): Je-li X ndhodnd velidina a r € R, pak
D(X + 1) =DX, D(rX)=r’DX.
Dikaz: D(X +7) = E <(X +r— (EX + r))2> =B ((x - EX)2> - DX,
D(rX)=E ((TX ~E(r X)) =F (72 (X - EX)Z) = 2E ((X - EX)Z) —2DX. O
Tvrzeni 4.3.5: Jsou-li X, Y ndhodné velidiny a w € (0,1), pak
D (Mixy(X,Y)) = wDX + (1 —w) DY 4+ w (1 —w) (EX —EY)? .
Diikaz:
D (Mix (X, Y)) = E (Mixy, (X, Y)?) — (E (Mix,,(X,Y)))? =
=wE (X)) +(1-wE({Y?) - (wEX+(1-w)EY) =
=w (DX + (EX)2> +(1-w) (DY + (EY)2> -
_ (w2 EX2+2w(1 —w)EXEY + (1 — w)? (EY)2> =
=wDX + (1 —w) DY +
+w(l—w) (EX)*—2w(l —w)EXEY +w(1—w) (EY)? =
=wDX+(1-w)DY +w(l —w) (EX —EY)?.
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Tvrzeni 4.3.6: Jsou-li X,Y nezavislé ndhodné veli¢iny, pak
DX+Y)=D(X-Y)=DX+DY.
Drikaz:

D(X+Y)= ((X + Y)2> _(BX+Y) =

E
E(X?) +2E(X - Y)+E(Y?) — ((EX)2 +2EX -EY + (EY)2) =
E(X?) - (EX)’+E(Y?) - (EY)’ =DX + DY,

kde posledni rovnost vyuziva (4.11). Nezavislost jsme potfebovali pro eliminaci vyrazu E (X - V).
O

Tvrzeni 4.3.7: Funkce h(u) = E ((X - u)?‘) nabgvd svého minima, DX, pro u = EX.
Ditkaz:
h(u) = E ((X . u)2) —E (((X — EX)+ (EX — u))2) -
=E((x - EX)2> +2B((X —EX) (BX —u)) + B ((BX - U)Q) =
=DX +2 (EX —u) E(X —EX)+ (EX —u)? =DX + (EX —u)?.

Vidime, ze h(u) je kvadratickou funkei u. ktera nabyva minima, pravé kdyz ¢len (EX — u)2 je
nulovy. O

Odmocnina z funkce h z pledchoziho tvrzeni je stfedni kvadraticka odchylka (angl. mean
square error, MSE) ndhodné velidiny X od u. Rovnéz nabyva minima pro u = EX.

Priklad 4.3.8: (Srovnej s pfikladem 4.1.2.) M&jme diskrétni ndhodnou veli¢inu U s pravdépo-
dobnostni funkei
c

oC
kde kladnou konstantu ¢ uréime z podminky > pz(k) = 1 a vzorce (C.4). Dle (4.7) a (C.3)

k=1
dostaneme stfedni hodnotu
= 1 1
L )
EU:;ApL(A)—cng =g c

aviak rozptyl vychazi dle (C.2)

DU =3 (= EUY putt) = (31 2EU' S 5+ (B S0 1) =0
k=1

k=1 k=1 k=1

?“I,_;

Na stejném principu lze zkonstruovat pfiklady spojitych ndhodnych veli¢in, které nemaji
(koneny) rozptyl.

Umluva. Kdekoli naddle pracujeme se stiedni hodnotou, rozptylem a dal§imi charakteristikami
ndhodnych veli¢in, automaticky predpokldddme jejich existenci a konecnost. Pokud jimi ve vzorci
délime, predpokldddme téZ nenulovost. (Pokud tomu tak neni, pfislusny vzorec nelze uplatnit,
tento predpoklad v8ak jiZ znovu neuvadime.)

Rozptyl je jednou z nejdast&ji uzivanych charakteristik variability nahodné veli€iny. Jeho
vlastnosti budeme potfebovat pro vyroky o pfesnosti odhadd, zejména statistickych.
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4.4 Smérodatna odchylka

Definice 4.4.1: Smérodatnd odchylka (angl. standard deviation) ndhodné veliciny X je

ox = VDX = \/E ((x - EX)?)

(pokud existuge).
Je to vlastné stifedni kvadratickd odchylka od stfednf hodnoty.

Poznamka 4.4.2: Na rozdil od rozptylu ma smérodatné odchylka stejny fyzikalni rozmér jako
plivodni ndhodné veliGina, coZ je diivodem, proé se uzivdi mnohem vice. Je-li napf. ndhodnou
veliginou napéti ve voltech (V), pak rozptyl mé tézko interpretovatelny rozmér V2, zatimco
smérodatna odchylka se udava opét ve voltech. Nicméné matematickd odvozeni vychézeji dasto
jednoduss{ pro rozptyl.

Smérodatné odchylka je vidy nezdpornd, nulova je pouze pro konstantni ndhodné velidiny.
Lze ji poéitat 1 z kvantilové funkce:

[
ox = /(qx(a) ~EX)? do.
0

Tvrzeni 4.4.3 (vlastnosti smérodatné odchylky): Je-li X ndhodnd velidina a r € R, pak

OX4r =0X, orx =1rlox.

Tvrzeni 4.4.4: Jsou-li X,Y nezavislé ndhodné velidiny, pak
ox+y = VDX +DY = \/0’%(4-0'%,.

Smérodatnd odchylka je asi nejpouZivangjsi charakteristikou variability ndhodné velitiny.
Oproti rozptylu mé tu vyhodu, Ze se mé¥i ve stejnych jednotkich jako pdvodni nahodna ve-
li¢ina.

4.5 Normovani nahodné velidina

Pro kaZzdou ndhodnou veli¢inu X, kterd ma nenulovy rozptyl (a tedy mé i stfednf hodnotu),
definujeme ji p¥islusnou normovanou (téZ standardizovanou) ndhodnou veli€inu norm X
vzorcem

norm X = —{:—E—)ﬁ (4.12)
ox

Ta mé nulovou stfedn{ hodnotu a jednotkovy rozptyl a splfiuje
FnormX (U> = FX (O’X u -+ EX) ,
gx — EX
ox

Jnorm X =

Zpétna transformace je

X =o0x normX +EX, (4.13)
u—EX
Fx (U> = FnormX (“) )
\ X

X = 0X Guorm X + EX .
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Pozor na rozdil mezi normovanou nahodnou veli¢inou a nahodnou veli¢inou s normdinim
(=Caussovym) rozdélenim N(u, 02). Normované normdlnt rozdéleni N(0, 1) je natolik dileZité, ze
jsme mu vyhradili zvlastni symboly pro hustotu, distribuénf a kvantilovou funkei: ¢ = fy(g1), @ =
Fyo.1): P = gx(0,1)- Najdeme je v kazdém souboru statistickych programu nebo statistickych
tabulkach, zatimco ostatni normalni rozdéleni musime ¢asto dopoditavat dle (4.13):

u —
FN(#,UZ) (u) =90 < /l> :

g

1 u—
IN(uo?) (W) = v < u) )

g

q_\'(u,a'z) = 0—@_1 -+ oo

Normovan{ ndhodnvch velié¢in slouzi mj. k tomu, abychom zmensili podet tabulek nebo poéi-
tac¢ovych procedur nutnych pro popis ¢asto pouzivanych rozdéleni.

4.6 Obecné momenty

Priklad 4.6.1 (kolik kapek je do litru?): Nahodn4 veliina R je polomér kapek (destovych,
nebo z davkovade 1éki. coz je dulezit&jsi). Stfedni hodnota jejich objemu V = %ﬂ'RB je EV =
FTE(RY).

Mnohé predchozi pojmy lze dédle zobecnit a doplnit tak popis ndhodné velic¢iny o dalsi cha-
rakteristiky.

Definice 4.6.2: Necht k € N, Pak k-tyj obecny moment ndhodné velidiny X je E (Xk) (pokud
existuje).

(dend specidlnt znacent pro momenty zde nezavddime. Zdvorky nékdy vynechdvdme: EX®.
Alternativni znadeni: 1, nebo my.) Specidlné pro k = 0 bychom dostali E (X°) =1, pro k =1
stfedni hodnotu EX. druhy obecny moment se vyskytl v (4.11).

Definice 4.6.3: Necht'k € N. Pak k-tij centrdlni moment ndhodné veliciny X je B((X — EX)¥)
(pokud existuge).

(dend specidlni znadeni pro centrdini momenty zde nezavddime. Alternativni znaleni: uy.)
Specialné pro k = 0 bychom dostali 1, pro & = 1 nulu, druhy centraln! moment je rozptyl DX.

Mezi druh¥m obecnym a centralnim momentem platf vztah (4.11); obdobné vztahy lze odvodit
1 pro vy88{ momenty. Dle tvrzeni 4.1.10 lze momenty poéitat téZ z kvantilové funkce:

1 1
E(x*) = [(ar@)da,  E(x-E0)) = [ (ar(@) - BX)* da.
0 0
Jednotlivé momenty maji u spojitych rozdéleni vztah k tvaru hustoty, zavadi se pomoci nich
napf. koeficienty Sikmosti (angl. skewness), Spicatosti (angl. kurtosis) atd.

Tvrzeni 4.6.4: Omezend ndhodnd velidina md viechny obecné i centrdlni momenty.

Pouziti momentt vy3sich radi umoziuje doplnit popis rozdéleni nahodné veli¢iny; stfedn!
hodnota a rozptyl o ném déavaji jen velmi hrubou informaci. Nevyhodou je, Ze momenty vy3gich
fada jiz nemajf tak nadzorny vyznam.

Cvigeni 4.6.5 (priimérna vzdalenost p¥i hromadné obsluze): [Zvara, Stépan 2002, 6.8]
Obsluhujeme & pracovist, umisténych v Fadé v jednotkovych vzdalenostech. Po obsluze jednoho
prejdeme na dalsi, které to vyzaduje, coZ miZe byt kterékoli pracovidté (i to samé) se stejnou
pravdépodobnosti. Jaka je primérna délka cesty mezi obsluhovanymi pracovisti? Jaky je rozptyl
této nahodné velidiny?
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Regent: Za elementarni jevy muZeme povazovat dvojice pracovist, mezi kterymi piejdeme; kazda
dvojice ma stejnou pravdépodobnost 1/k%. Tu méame nésobit vzdalenosti. Napf. pro k = 4 bude
stiedni hodnota 1/k%x souet &isel v néasledujici tabulce:

012 3
1 01 2
2 1 01
3 210
Obecné stitanim po diagonélach dostaneme dle (C.1)
k=1
2 1, . _k 1
EX = Lalk-9)= 5 (2= =555
k-1
2 2 1 1 1
/2:_ 2 l — _k4__,‘2 J— ]&/2—1
EX = j_lj k=0)=1 (12 12 5 ( )
1 k1) 1 11
= 2— 2:— “2— —_ _—— — :——kQ————— —_—
DX = EX® - (EX)"= ¢ (¥ -1) <3 3k> B TR T

:.1% <1+k_22) k1) (k—1).

O
Cviceni 4.6.6: Nahodné veliéiny X, k = 1,2, 3, jsou nezévislé a maji charakteristiky EXy = £,
0x, = k. Ur€ete stfedn{ hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny ¥ = X; +2X, — X3.
Refent: BY = EX) +2EX, — EX;3 = 2,
oy =VDY =v/DX; +22DX; + DX3 = V1 +22 -4+ 9 =26 = 5.099. g
Cviceni 4.6.7: Nahodné veli¢iny X,Y maji charakteristiky EX = 1/3, DX =1/3, EY =1/2,
DY = 1/2. Ur&ete st¥edn{ hodnotu a rozptyl ndhodné velitiny Z = 1/2+ X — Y za pfedpokladu,
ze X,Y jsou nezévislé. Co lze fici bez tohoto pfedpokladu?
Regent: Platf EZ = 1/2+EX —EY = 1/3 i bez pfedpokladu nezavislosti, DZ = DX +DY = 5/6
pouze za pfedpokladu nezavislosti; obecné oz € (lox — oy|,0x + oy),

DZ € ((ox — ov)?, (ox +ov)") = <(% - %)2 , (% + %>2> = (0.01683,1.6498) .
O

Cvicenif 4.6.8: Nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y maji spojité rovnomeérné rozdéleni na intervalu
(0,2), resp. (0,3). Urlete stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny ¥ — 2 X.

Resent: E(Y —2X) =EY —2EX, D(Y —2X)=DY + 22DX.

a
veli¢ina X | Y |[Y-2X
stfednf hodnota | 1 | 3/2 | —1/2
| rozptyl 1/313/4 ] 25/12

Cviceni 4.6.9: Diskrétni nahodné veli€iny X,Y jsou nezavislé, X méa rovnomérné rozdélenf na
mnoziné {1,2,4}, Y nabyva hodnot z {0,1}, P[Y = 1] = 2/3. Urcete stiedn{ hodnotu a rozptyl
velidiny 2Y — X.

Resent: E(2Y — X)=2EY —EX, D(2Y —X)=22DY + DX.

veli¢ina X Y (2Y - X
stfedni hodnota | 7/3 | 2/3 -1
rozptyl 14/9 1 2/9 | 22/9
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Cvidenf 4.6.10: Nezavislé nahodné velid¢iny X, Y majf stfedni hodnotu p a rozptyl o?. Definu-
jeme nahodné velit¢iny U =2X +3, V=X +Y, W = X + EY. Urlete jejich stfedni hodnoty a
rozptyly.

Cviceni 4.6.11: Nahodné velidiny X, Y maji stejné rozdéleni se stfedni hodnotou u a rozpty-
lem o?. Uréete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodnych veli¢in (a) X — Y, (b) X + Y, (c) 2X,
(d) -3 )/, (e) I\/HXl/3<X, Y)

Cviceni 4.6.12: Nahodna veli¢ina Z je konvexn! kombinaci dvou nezavislych ndhodnych veli¢in
XY, Z=wX+(1-wY,w e (0,1). Pro jakou hodnotu w je rozptyl nahodné veli¢iny Z
minimélni?

Cvicéeni 4.6.13: Nahodna velitina W je aritmeticky pramér tif nezdvislych ndhodnych veli¢in
XY.Z W =(X+Y + Z)/3. jejichz stfedni hodnoty a rozptyly jsou znamy. Urdete stfedni
hodnotu a rozptvl nahodné veli¢iny W. Které vysledky plati i bez pfedpokladu nezéavislosti?

4.7 Charakteristicka funkce ndhodné velié¢iny

(Dle [Rogalewicz 2000].)

Tato kapitola nabiz{ jiny pohled na reprezentaci rozdéleni ndhodné veli¢iny. Opira se o né-
sobeno tak, aby ¢tenaf neznaly piisludnych partif mohl pokragovat i po vynechani této kapitoly.
Bude viak ochuzen o zajimavy pohled a bez vysledkt zde uvedenych nelze dokazat nékteré klicové
véty.

Budeme pracovat s kompleznimi ndhodnymi veli¢inami, nicméné budeme pouZivat pro redlnou
i imaginarn{ ¢ast postupy obvyklé u redlnych nahodnych veli¢in.

Definice 4.7.1: Stfedn? hodnota komplexni ndhodné velidiny X = U + iV je EX =
EU +1EV.

Definice 4.7.2: Charakteristickd funkce ndhodné velidiny X je komplezni funkce Ux: R —
C definovand vztahem

Ux (w)=Eexp(iwX)=Ecos{wX)+iEsin(wX) .

Alternativni znaleni: ¥ (pokud je zfejmé, o jakou ndhodnou veli¢inu jde). V této kapitole
vyjimeéné w neznall elementarn{ jev. ale argument charakteristické funkce, aby se zddraznila
analogie s Fourierovou transformaci. Fyzikaln{ rozmér proménné w je pfevracend hodnota rozméru
nahodné veliéiny X, napf. je-li X ¢as, ma w rozmér frekvence.

Z tvrzeni 4.1.10 dostavame pro diskrétn? nahodnou velicinu

Uy (w) = _exp (iwu) px (u) (4.14)
u€ER

(kde scitat sta¢i pres hodnoty, kterych X nabyva) a pro spojitou nadhodnou veli¢inu

>
Uy (w) = / exp (iwu) fx (u) du, (4.15)
—oc
coz je vzorec pro Fourierovu transformaci, s jedinou vyjimkou, Ze v exponentu nenf zaporné zna-
ménko, tj. w bereme s opaénym znaménkem. BohuZel se tento pojem historicky ustalil, takZe pro
charakteristickou funkci ndhodné veli¢iny plati obdobné zakony jako pro Fourierovu transformaci,
ale v nékterych vzorcich jsou opaéné znameénka.

Charakteristickou funkci smiSené nadhodné veliiny lze poéitat z rozkladu na smés diskrétni a
spojité nadhodné veli¢iny (ktery je dle véty 3.5.19 jednoznatny) a nasledujiciho dusledku tvrzeni
3104 a4.18:
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Tvrzeni 4.7.3 (charakteristickd funkce smési): Charakteristickd funkce smési ndhodnych
velicin Mixy, (U, V) je

Ui vy = w0 + (1 —w) Py .

Tvrzeni 4.7.4 (vlastnosti charakteristické funkce): Charakteristickd funkce ¥x ndhodné
veliciny X je definovdna v kazdém bodé, je spojitd a md ndsledujici vliastnosti:

1 Wy (0)=1.
2. VweR:!|¥x (W) <1.
3. Va,beR: ¥, xup (w) =exp (iwbd) ¥x (aw).

Dikaz: UkédZeme dukaz (kromé spojitosti) alespoil pro spojitou ndhodnou veli¢inu. Defini¢ni
integral je absolutné konvergentni, nebot

/00 lexp (iwu) fx (u)] du:/oo fx(u)du=1.
Ux(0)=Eexp(0)=El=1.

swx<w>1:}/_zexp<wu> Pt du < [ fesp ) fx(U)idUZ/_c: P (w) du=1,

Uy xap(w) =Eexp(iw (a X +b)) =exp(iwd) Eexp(iwa X) =exp (iwbd) ¥x (aw) .

Vzorec (4.14) je pouze vyjadfeni charakteristické funkce smési Diracovych rozdélent.

Tvrzeni 4.7.5: Charakteristickd funkce normdlniho rozdéleni N (u, 02) je

1
Un(uo2) (W) = exp (iuw -5 o’ w2> , (4.16)
specidlné
—?
Pno,1) (w) = exp <‘—2—> . (4.17)

Dikaz: Nejdiive uvazujme normované normalni rozdéleni N (0,1).

Ino) (W) = /OC exp(iwu) ¢ (u) du = /oo exp (iwu) = exp <-_£> du =

—oo —oc V2w 2
1 o0 <—u2 + 21wu>
=— exp| ———— | du =
27 J-so 2
1 —w? /°° —(u—iw)? d —w?
= €X e ex _— = -
vried Sl e 5 u=exp|— ),

Ver

kde v posledni rovnosti jsme pouZili Gaussiy integral (C.10). Vysledek je (aZ na nasobek konstan-
tou) stejné (realnd) funkee jako ptivodni hustota. (Odpovidajici vzorec bychom nagli v tabulkach
Fourlerovy transformace.) Obecny pfipad dostaneme pouZitim tvrzeni 4.7.4. a

Véta o zpétné Fourierové transformaci mé nasledujici analogii:

Véta 4.7.6: Necht X je spojitd ndhodnd velicina, jejiz charakteristickd funkce Wx spliuje
25 W% (w)| dw < oo. Pak funkee

fx (w) L /00 exp (—iwu) ¥x (w) dw

T 27 )

Jje hustotou ndhodné velidiny X .
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i Pokud v pfedchozi vété zintegrujeme hustotu na intervalu {uy,us), dostaneme rozdil hodnot
distribu¢ni funkce:

Fx (ug) — Fx (uy) :/ ’ fx (u) du= /UQ ! /_ exp (—iwu) ¥y (w) dwdu =

. 2n

1 o &) un
5= / (/ exp (—iwu) du> Uy (w) dw =
=B —oC ul

1IN

)

1 X exp (—ilwus) —exp(—ilwu

:_/ p (i z)‘ p(—iw 1>L/7X(w)d¢u:
27 J_ —lw
1 * exp(—iwuy) —exp{—lwu

:9_/ D ( 11). p{ Q)Wx(w)dw,
27 ) iw

kde integral je nutno chépat ve smyslu Cauchyho hlavnt hodnoty, tj.

C

/°C exp (—1wuy) — exp (_iwll'z)g'/\. (&) dw = lim exp (—lwu;) — exp (—inQ)Q,/X (@) dw.

5 1L c=oe 1w

Tento vztah lze zobecnit i na nespojité ndhodné velidiny:
Véta 4.7.7: Je-li distribuéni funkce Fx ndhodné veliciny X spojitd v bodech ui,us, pak

1 /x’ exp (—iwuy) — exp (—1wug) Uy () dw

Fyx (u2) — Fx (u1) = P

'

o 14

kde integrdl je ve smyslu Cauchvho hlavn{ hodnoty.

Dasledek 4.7.8: Charakteristickd funkce ndhodné velidiny jednoznaléné urduje et rozdélend
(distribucnt funkci).

Poznamka 4.7.9: Integral z véty 4.7.7 by jinak neZ ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty nemusel
byt definovan, nebot pro w — oc Citatel exp (—iwu;) — exp (—iw us) nemusi konvergovat k nule,
stejné jako ¥x (W) (naptl. ma-li rozdéleni diskrétni slozku) a jmenovatel 1w se bliZ{ nekonednu, ale
pouze linedrné, coZ nestadi k zajistén{ konvergence. UvaZovali jsme libovolny omezeny interval,
misto abychom — jako obvykle — zafixovali jeden konec intervalu. w; = —oc, a dostali pfimo
distribuéni funkei. Duvod je ten. Ze v komplexnim oboru neni vyraz exp (iw oo) definovan. Mohli
jsme ovem volit napi. u; = 0, vysledny vzorec by jiz ale nebyl tak pfehledny. Nicméné je vidét,
7e tato véta plné urtuje distribuéni funkei.

Véta 4.7.10: Pro ndhodné veliciny X a Xn. n € N, plati, Ze Uy = lim,_o ¥x,, prdvé kdyz
Fx (u) = lim,— Fx, (1) v kazdém bodé u, v némsz je Fx spojitd.

Jednim z duleZitych pouziti charakteristické funkce je vypocet momenti:

Véta 4.7.11: Pro k-t obecny moment ndhodné veliciny X plat{
1
ko (k)
EXY = wa (0) .

pokud tento moment existuje.

Diikaz: Pro spojitou ndhodnou velidinu: k-krat zderivujeme integrand v (4.15) podle w

o«

v () = / i) exp (iw) fx (u) du=i* / ut exp (iww) fx (u) du

a po dosazeni w =0
o (0) =it / uF fy (u) du = FEXE,
—oC

Postup pro diskrétni nahodnou velic¢inu je obdobny a smési se vysledek zachova.
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Poznamka 4.7.12: Prvni moment — stfedni hodnotu — umime stanovit snadno jako soudet
stfednich hodnot. I druhy moment bychom vypocitali ze znalosti rozptylu-souétu nezévislych
nahodnych veli¢in. U vy$3ich momentd bychom se viak bez charakteristické funkce tézko obesli.

Priklad 4.7.13: Mame najit prvni 4 obecné momenty normovaného normalniho rozdéleni.

T

Resent: Necht X je nshodné veli¢ina s rozdélenim N (0,1). Jelikoz je normovand, je EX = 0,
EX?2 = (EX)2 + DX = 1. Hustota fx je sudé funkce, proto

Exd— [ Wb e =Y qu—o
- e /—271_ p 2 — V.

nebot se jedné o integral liché funkce. étvrty moment je v8ak nenulovy a jeho vypocet z defi-
ni¢niho vztahu vede po upravach na Gaussiv integral. Misto toho miizeme pouzit vétu 4.7.11
na (4.17):

Ani jsme nemuseli v8echny koeficienty poitat, nebot nds zajima pouze hodnota pro w = 0:
4
v 0)=3.
Zbyva ji vydélit i* = 1, tedy
EX =3.

I momenty vy88ich fadu bychom timto postupem dostali pomérné snadno, zatimco integrace by
byla komplikovang;jsi. a0

Nasledujict klitovy poznatek se opird o znadmé vlastnosti Fourierovy transformace. Konvoluci
funkci odpovida soudin jejich Fourierovych obrazii (a naopak, nebot zpé&tna transformace ma
analogické vlastnosti). To je uzitetné, nebot soudin funkef se podita snéaze, a i s pfimou a zpétnou
Fourierovou transformaci miZe byt vypocetni sloZitost mensi neZ u konvoluce.

Rozdéleni souétu nezdvislych ndhodnych veliéin je konvoluce pivodnich rozdéleni. Té odpo-
vida souin charakteristickych funkei.

Véta 4.7.14: Jsou-li X1,..., X, nezavislé ndhodné velidiny, pak

'I/XH-»--—Q-Xn = WXl et Wxn .

Dikaz:

Ux +oax, W)= Eexp(iw%Xk) = E];[exp (iwXk) = ];[Eexp (iwXy) = ];I%(k (w) .

vvvvvv ~

Vidéli jsme dfive, Ze rozdg&leni souétu nezavislych nahodnych veliin miize byt sloZit&jsi nez
pivodni rozdéleni. Nynf mame néstroj pro jeho popis, protoZe soudin charakteristickych funkei
nebyva tézké vypoditat. Ndsobeni funkc? je mnohem jednoduddi operace ne# scildni nezdvislijch
ndhodnych veli¢in. Nejde o to, zda s¢itdme nebo nasobime. Charakteristické funkce (realného ar-
gumentu) se nasobi ,bod po bodu®, tj. sloZitost vypo&tu zavisi linedrné na podtu hodnot. Nahodné
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veliiny jsou sice také funkce, oviem elementarnich jevi, jejichZ polet miZe byt mnohem vétsi
neZ pocet hodnot nahodné veliciny (rozhodné ne mensf). Pokud vyjdeme z rozdglen{ s¢itancy,
pak vysledek je dan (v podstaté) konvoluct, jejiZ slozitost zavisi na poctu hodnot kvadraticky, a
to mtize byt p¥ilis. Pfevod z distribu¢ni funkce na charakterickou i zpét lze v pfiznivém pfipadé
provést se slozitosti n logn (pomoci obdoby rychlé Fourierovy transformace, FFT). Lze tedy
rychleji vypoéitat rozdéleni souctu nezavislych ndhodnych veli¢in pfevodem na charakterickou
funkci, vynasobenim obrazi a zpétnym pfevodem, neZ pomoci konvoluce.

Véta 4.7.14 dovoluje také snadno dokazat nékteré poucky, uvedené v jinych kapitolach bez
dtkazu.

Tvrzenf 4.7.15: Soucet dvou nezavislych ndhodnich veli¢in s normdinim rozdélenim md nor-
malni rozdélend.

Ditkaz: Vyuzitim charakteristickych funkef se vyhneme poéitan{ konvoluci. MuZeme k obéma
naliodnym veliéindm. X a Y, pri¢ist vhodné konstanty a bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat,
Ze jejich stiedni hodnoty jsou nulové, rozptyly jsou ox a oy. Pak

1, 1 1
WX+Y (u)) = WX (w).ll'/),» (w’) = eXp <—§ 0'3( w2> €Xp (—5 O-%r Lu‘2> = eXp <—§ (O'g( + 0'%/) w2> ,

coZ je charakteristickd funkce normaélniho rozdélen{ N (O./ Ug( + O’%). O
Priklad 4.7.16: Najdéte charakteristickou funkei binomického rozdéleni.

Resent: Mohli bychom postupovat dle vzorce (4.14). Jednodu33i vSak bude vyuzit toho, Ze bi-
nomické rozdéleni Bi(m.q) dostaneme jako rozdéleni soutu m nezavislych ndhodnych velidin
s alternativnim rozdélenim. Vzorec (4.14) pouZijeme pouze pro alternativnf rozdéleni, jehoZ cha-
rakteristicka funkce v w je

(1-q)+exp(iw) q.

Charakteristickd funkce binomického rozdéleni je sougin m takovychto funkci, tedy

m

Pi(m,q) (W) = (1 ~¢q) +exp (iw) q)
o

Kombinace vét 4.7.11 a 4.7.14 dovoluje vypocitat libovolny moment souétu nezavislych néa-
hodnych velidin. V tomto sméru je charakteristickd funkce tézko nahraditelnym néstrojem.

Charakteristicka funkce poskytuje zcela jiny popis rozdéleni ndhodné veli¢iny. Integraln{ trans-
formace (Fourierova, az na znaménko argumentu) vede na hodnoty, které charakterizuji rozdélenf
(distribuni funkei) jako celek. Maji vztah i k momentim, které 1ze pomoct ni nékdy vyhodné po-
Citat. Nenahraditelna je pfi studiu souétl nezavislych ndhodnych veliin, nebot charakteristicka
funkce vysledku je souCinem charakteristickych funkei argumenti.

Cviceni 4.7.17: Najdéte charakteristickou funkei souctu m hodt pravidelnou kostkou.

Cviceni 4.7.18: Najdéte charakteristickou funkci sou¢tu m nezavislych nahodnych veliéin, které
maji rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1).

Cviceni 4.7.19: V prikladu 4.7.13 ovéfte hodnoty prvniho aZ tfetiho obecného momentu pomoci
vzorce (4.17).

Cviceni 4.7.20: Odvodte charakteristickou funkeci exponencialniho a geometrického rozdéleni.

Cviceni 4.7.21: DokaZte, Ze soulet nezduvislyjch exponencidlnich rozdéleni s parametry 7;, j =
) o o k
1,...,k, ma exponencidlni rozdélenf s parametrem } 7, 7;.

Cviceni 4.7.22: DokaZte, Ze soucet nezduvisljfch Poissonovych rozdéleni s parametry wj, j =
1,...,k, ma Poissonovo rozdéleni s parametrem Z?zl w;.




5. Nahodné vektory (vicerozmérné nahodné veliciny)

5.1 Motivace a definice

Méme-li vice ndhodnych velitin, je ¢asto Zadouci popsat nejen kazdou zvlast, ale i vztahy mezi
nimi. Tak mtZeme popsat vztah napf. mezi vySkou a vdhou osob, mezi teplotou a Zivotnosti
soutastek apod. K tomu nutné potfebujeme vic informact nez jen popis jednotlivych ndhodnych
velidin, Proto zavadime vicerozmérné nadhodné veliiny, kterym F{kdme ndhodné vektory. Jejich

vvvvvv

kopirovat jednorozmérny piipad.

Definice 5.1.1: Ndhodny vektor o n sloZkdch je n-tice ndhodngch velifin X = (X1,..., Xn),
definovanych na stejném pravdépodobnostnim prostoru.

Ekvivalentné lze nahodny vektor chépat jako zobrazeni X : 2 — R™, které elementarnim
jevam pfifazuje n-rozmérné aritmetické vektory.

Poznamka 5.1.2: Komplexni nahodna velidina je nahodny vektor se dvéma sloZkami interpre-
tovanymi jako realnéd a imaginarni ¢ast.

Definice 5.1.3: (SdruZené) rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X =
(X1,...,Xy), definovaného na pravdépodobnostnim prostoru ({2, A, P), je pravdépodobnostni
mira Px na Borelové o-algebfe B (R™) takovd, Ze

Px(I)=P({we | (X1 (W), ... Xn(w) € T})
pro viechna I € B (R™).

Opét postadi znat rozdéleni pravdépodobnosti Px pro n-rozmérné intervaly I = I; x ... x I,
(kde Iy,...,I, jsou intervaly v R), tj.

Px(fl X .. XIn)':P[Xl EIl,.,.,XHEIn}.
Uspornéj#i popis dostaneme pomoci intervali tvaru Iy, = (=00, uy), ux € R:

PX((—OO:U'1> X X <—ooaun>) :P[Xl € (-OO,U1>,...,Xn < (—Oo>un>] =
:P[Xl Sul,...,Xngun].

Definice 5.1.4: (Sdrugend) distribuéni funkce ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,) je
funkce Fx: R™ — (0,1) definovand vzorcem

FX(ul,...,un) —‘:P[Xl S ul,...,Xn _<_ Un]
V indexech vynechdvame zévorky, napt. Fx,  x, = Fix,, . x.) = Fx.

Véta 5.1.5: Distribucn{ funkce Fx ndhodného vektoru X = (X1,...,Xn) spliuge ndsledugict
podminky:

1. Fx je neklesajict (ve viech proménngch),
2. Fx je zprava spojitd (ve viech proménngch),
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3 lim - lIm Fx(uy,...,un) =1,

UL — OO Up — OO :

4. Vke{l,...,n}: lm Fx(u,...,up) =0.
U= — 00

Dikaz: Prvni tfi vztahy se dokazuji analogicky jako v jednorozmérném pfipadé ve vété 3.3.4,

posledni dokiZeme obecnéji v tvrzen{ 5.1.7. O
. Rozdélenim pravdépodobnosti Px nahodného vektoru X = (X7,...,X,) jsou jednoznacné
uréena rozdéleni{ pravdépodobnosti ndhodnych veliéin X;...., X, coZ jsou tzv. marginalni

rozdéleni. Vztahy dokdZzeme v dvojrozmérném pfipadé.
Tvrzen{ 5.1.6: Pro ndhodny vektor (X,Y") plati
Fx(z) = lim Fxy (z,y) .
y—o0
Fy(y) = lim Fxy (z,y) .
00

Diikaz: Necht (y,), cn je rostouct posloupnost, lim y, = oc. Pak dle tvrzenf 1.7.10
n—oc

liin Fxy (z.yn) = lim Pxy ((—oo,z) X (—o¢,yn)) =
G n—xc

= Py ({J ((=¢.2) x (=c.va))) =

neN

=Pxy ((=x,1) xR) = P[X <z = Fx(z).

V druhém vzorci jsou pouze vyménény role X a Y. |

vvvvvv

Fy,(u1)= lim - lim Fx(ui, ..., un)

U—+DC Up— 20 '
a podobné pro dalsi slozky.

Cést 4 véty 5.1.5 je limitnim pFpadem tvrzenf 5.1.7 pro u; — —oc.

Nahodné vektory dovoluji pomoci sdruzené distribuéni funkce korektnéji formulovat neza-
vislost ndhodnych veli¢in, kterou jsme zavedli v kapitole 3.9. Ke znalosti sdruzeného rozdéleni
nahodného vektoru nestadi znat marginalni rozdéleni, nebot ta neobsahuji informace o vzajemné
zavislosti jednotlivych slozek. Jsou-li slozky nadhodného vektoru nezduvislé, lze sdruZzenou distri-
buénf funkei vyjadrit jednodudeji pomocf marginalnich rozdélent:

n
Fx<ul, s Jtn) = H E)(k(ltk).
k=1

Poznamka 5.1.8: Soucin pravdépodobnosti dle kapitoly 2.3 vede na sdruZené rozdéleni nezd-
visljch nahodnych velid¢in s danymi marginalnimi rozdélenimi.

Na rozdil od jednorozmérného pfipadu. podminky ve vé&té 5.1.5 jsou pouze nutné, nikoli
postadujici pro to, aby funkce Fx : R"— (0, 1) byla distribu¢ni funkei ndhodného vektoru. K tomu
bychom museli splnit dal8f podminky, které nyni odvodime pro dvojrozmérny pfipad.

Mgjme dvojrozmérny ndhodny vektor X . Libovolny obdélnik (a, b) x (¢, d) 1ze vyjadrit pomoci
polonekoneénych intervalt (viz obr. 5.1), coZz wmozZiiuje vyjadfit pravdépodobnost, Ze do néj
padne X:

P{X € (a.b) x (¢,d)] =FP[X € (—00,b) X (=00,d)] — P[X € (—00,a) x (—o0,d)] —
—P[X € (—00,b) x (—00,0)] + P[X € (—00,0a) x (—00,¢)] =
=Fx (b,d) — Fx (a,d) — Fx (b,¢) + Fx (a,c) . (5.1)
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c d_ |0

Obrazek 5.1. Vyjadfeni obdélnika pomoci polonekonednych dvojrozmérnych intervalt

Nezapornost viech téchto pravdépodobnosti klade na distribuéni{ funkci dalsi nutné podminky
Fx (b,d) — Fx (a,d) - Fx (b,c) + Fx (a,c) 2 0,

které musi byt splnény pro viechna a,b,¢,d, pro kterd a < b, ¢ < d. Teprve p¥idanim t&chto
nerovnost{ dostévame i postatujici podminky.
Pro obecnou dimenzi n jsou tyto podminky sloZit8jgi, obsahuji 2™ &lend.

Diskrétni nidhodné vektory

Néhodny vektor X = (Xj,...,X,) se nazyva diskrétni, jestlize viechny jeho slozky jsou dis-
krétni nahodné veli¢iny. Lze jej popsat téZ sdruZenou pravdépodobnostni funkci px : R™ —
(0,1)

px(ul,...,un)=P[X1=u1,...,Xn=un],

ktera je nenulova jen ve spocetné mnoha bodech. Pomocf ni lze Fici, Ze diskrétni ndhodné velidiny
X1, ..., Xy, jsou nezdvislé, pravé kdyz

n
pX(u'lv" . 5un) = HPXJ (uj) )

=1
neboli
n
PlX1=uy,..., Xn=ug] = [ PIX; = u]
j=1
pro véechna uj,...,u, € R.

Spojité nahodné vektory

Néhodny vektor X = (X1,...,Xy) se nazyva spojity, jestlie viechny jeho sloZky jsou spojité
nahodné veli¢iny. Lze jej popsat téZ sdruZenou hustotou pravdépodobnosti, coz je (kazda)
nezéporna funkee fx: R™ — (0,1) takova, Ze

ul

Fx(ul,.‘.,un)=/ / fx(v1,...,vn)dvy...doy
—00 —00
pro viechna u1,...,un € R. Pro intervaly (a;,b;) dostévame
P[Xl € (al,bl),... ,Xn (S (an,bn)] = PX((CLl,bl) X ... X (an>bn>) =

2} bn
=/ fx(vl,...,vn)dvl...dvn.
a

1 an
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Existuje-1i parcialn{ derivace

6HFX<U1)"':UTL)
6‘141...8un '

pak je hustotou ndhodného vektoru X.
Souvislost s marginalnimi rozdélenimi uvedeme pro dvojrozmé&rny nahodny vektor (X,Y’),
zobecnénf je ziejmé.

T ¢
Fx(r) = yli{lalc Fxy (z,y) = / / fxy(uv)dudu,
—oo J —oc

oC Y
Fy(g) = lim F.X)/ (I,y) = / / fx_}/(’li,’t‘) du dl’,
bte G lee) /

T—3C

@)= [ pertavde,
fY(y):/_ fxy(uy)du.

Nezévislost spojitych ndhodnych velidin nelze zavést tak jako pro diskrétni ndhodné velidiny.
Jev, ze jedna z veli¢in nabyvé danou hodnotu. méa nulovou pravdépodobnost, a tudiz je nezavisly
na hodnotacl ostatuich nadhodnych veli¢in. Napf. jevy X1 = w1, Xp = us jsou pro spojité na-
hodné veliciny X7, Xy vzdy nezavislé. Pomoci hustoty lze viak Iici, Ze spojité ndhodné veli¢iny
X1, . ... X, jsou nezdvislé, pravé kdyz

pro viechna up,.... un € R.

Tvrzeni 5.1.9: Jsou-li X.Y spojité ndhodné veliciny se sdruZenou hustotou fxy, pak hustota
jejich soudtu je

Fxay () = / " fxr v du,

Pro nezdvislé spojité ndhodné veliiny vede pfedchozi vzorec na konvoluci dle (3.7).

Kvantilovou funkei nelze definovat ani pro spojity ndhodny vektor, protoZze by jedné hodnoté
pravdépodobnosti o € (0,1) neodpovidal bod (kde mé distribu¢n{ funkce hodnotu «), ale cela
wvrstevnice® v grafu distribuénf{ funkce.

Nahodné vektory se smiSenym rozdélenim

Stejné jako u jednorozmérnych ndhodnych veli¢in, mohou mit ndhodné vektory obecné smiSené
rozdélent, které lze ziskat smési diskrétnich a spojitych ndhodnych vektord. Zde v8ak mizZe vznik-
nout jesté dalsim plirozenym zpusobem: ndhodny vektor, jehoZ nékteré slozky jsou diskrétn{ a
nékteré spojité, mé rovnéz smiSené rozdéleni. V tomto pfipad® nemusi existovat rozklad na smés
diskrétniho a spojitého ndhodného vektoru.

Priklad 5.1.10: Necht ndhodné velitina X ma diskrétni rovnomérné rozdéleni s oborem hodnot
{2,3}, ndhodna veli¢ina ¥ mé spojité rovnomérné rozdéleni s oborem hodnot (0,1). Obor hodnot
nahodného vektoru (X,Y) je obecné podmnozinou mnoziny M = {2, 3} x (0, 1), coZ je sjednoceni
dvou tsedek s krajnimi body (2,0),(2,1), resp. (3,0),(3,1). Jsou-li veli¢iny X,Y nezdvislé, ma
(X,Y) na M rozdéleni rovnomérné v tom smyslu, Ze pravdépodobnost, Ze vysledek padne na
danou tusecku, je unérna jeji délce; distribuéni funkee je
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pro z < 2 nebo y < 0,
pro2<z <3 0<y <1,
proz >3, 0<y <1,
pro2<z <3 y>1,

FX,Y <:an) =

= @ e O

proz >3, y =1
~ Bez pfedpokladu nezéavislosti miiZeme dostat i jiné distribu¢ni{ funkce, napf.

pro ¢ < 2neboy <0,
pro2<z <3 0<y <]
proz >3, 0 <y <1,
pro2<z <3, y=>1,

Fxiyi(z,y) =

— ol “rdm ]

proz >3, y > 1,

kde nahodné veliciny X', Y’ maji stejnd rozdglenf jako X,Y, ale nejsou nezavislé. Marginalni
H distribuéni funkce, ziskané jako limity pro z — oo, resp. y — 00, se nutné shoduji s distribudnimi

funkcemi pivodnich ndhodnych veli¢in. Obor hodnot nahodného vektoru by mohl byt i menst
nez M, napf. sjednoceni K dvou tsedek s koncovymi body (2,0),(2,1/3), resp. (3,1/3),(3,1);
tomu vyhovuje jedina distribuéni funkce se stejnymi marginalnimi rozdélenimi,

pro z < 2 nebo y < 0,
pro2 <z <3, O_<_y<%,
proz > 3, 0 <y <1,
pr02§x<3,y_>_%,

Fxnyn (z,y) =

oo Q@ Ml!g’ [an]

proz >3, y =1,

Zédny z uvedenych néhodnych vektord nelze vyjadrit jako smés diskrétntho a spojitého né-
hodného vektoru, nebot distribudni funkce se méni skokem v prvn{ prom&nné a spojité v druhé.

Rozdélen{ diskrétniho nahodného vektoru je popsano pravdépodobnostnf mirou, které je sou-
stfedéna v bodech (odpovidajicich vysledkiim s nenulovou pravdépodobnosti). Pro spojity na-
hodny vektor dostavame hustotu, z niZ se potit4 plosny integral (ve dvou dimenzich), obecné
n-rozmérny integral (v dimenzi n). V pfikladu 5.1.10 bychom v8ak odpovidajici ,hustotu® po-
tiebovali integrovat po tsecce, jejiz dimenze je nenulové, ale men3i neZ dimenze celého prostoru.
I proto nenf mozZné redukce na spojity nebo diskrétni pfipad. I pFesto muiZe pouZit{ smési aspon
zjednodusit popis.

Priklad 5.1.11: Druhé rozdgleni v piikladu 5.1.10 Ize vyjadrit jako smés nadhodnych vektorn,
jejichz prvnf slozky jsou konstantni (X', Y’} = Mixy 5 ((2,U),(3,V)), kde U,V maji nabyvaji
hodnot z intervalu (0,1} s hustotami fi (u) = 2w, fy (v) =2 (1 —v).

Nahodné vektory potfebujeme viude tam, kde méme studovat vice ndhodnych velidin i jejich
souvislosti. Sdruzené rozdéleni op&t dovoluje abstrahovat od piuvodniho pravdépodobnostniho
prostoru. Jeho popis je naroény (zavisf na mnoha parametrech), proto vyuZivame nezavislost, kde
je to mozné. Ta dovoluje rozdélit jeden sloZity popis na vice jednodussich. Pfi popisu rozdélent
nahodnych vektori je nenahraditelnd distribuéni funkce, nebot ndhodné vektory se smiSenym
rozdélenim dostaneme snadno i tak, Ze nékteré slozky jsou diskrétni a jiné spojité. Kvantilova
funkce bohuZel nemé ve vicedimenzionalnim pfipadé pouzitelnou obdobu.

Cviceni 5.1.12: [Spiegel et al. 2000 Nahodny vektor (X,Y) ma sdruZenou hustotu

cry pro0<x<2 0Ly <z,
0 jinak.

fxy(z,y) = {
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Uréete sdruzenou distribuéni funkei a marginalni rozdéleni. Zjistéte. zda X.Y jsou nezavislé.
Vypodtéte pravdépodobnost P[1 < X <2, 1/2<Y < 1]

L 47

Resens: Konstanta ¢ je dana podminkou

e roc
l= / / Fx vy (u,v)dude
—oC —C :

Hodnota sdruZene distribueni funkce Fx vy {z.y) je nulova pro # < 0 nebo y < 0, jednotkova pro
x2>2,y>2 Pro0<z <2, 0<y< 2 dostavame

-:L' 'y "z ‘min(u,y)
Fyy(zoy) = / / fxy{uwvldude =¢ / U / vde | du =
—oc J—o¢ 0 o]
Y / u T ry
('/ u (/ ‘L'dl') du+ ¢ / u (/ @dv) du =
0 Jo /y J0

1Y, 1t
—c uwdu+ -c vy du =
2 2 |

(Lze zkontrolovat, Ze parcialni derivaci podle obou proménnych dostaneme zpét hustotu.) Ve
zhyvajicich bodech jsou hodnoty sdruzené distribu¢ni funkce Fxy (2, y) rovny hodnotdm jedné
z marginalnich distribu¢nich funkei. které zahy odvodime. Ze spojitosti

1= lim lim Fxy(z,y) =Fxy(2,2) =2¢

T— 00 Y— OC
vyplyvad ¢ = 1/2,

-1, 1
Fxy(z,y) = ﬁy4‘+ i

JiZ nynl je z¥ejmé, Ze sdruZenou distribuc¢ni funkei nelze vyjadfit jako soucin dvou funkei, z nichz
kazda by zévisela jen na jedné promeénné, takze nahodné proménné X,V jsou zavislé. Marginalni
distribuénf funkee Fy. Fy jsou na intervalu (—oc. 0) nulové a na (2, >c) jednotkové, na intervalu
(0, 2) jsou dény limirami

2y2.

1
Fx(z)= lim Fxy (z.y) = Fxy (r.2) = — 7t
y—oc 16
. -1, 1
Fy(y) = lim Fxy (ry) = Fxy (2,9) = — v’ = 5%,
goc T 16 2
Hustoty marginédlnich rozdéleni jsou
1 -1
@ =Fi) =125 fel) =R = 2v'+

Molli jsme je také uréit pfimo ze vzorcu

fx(x) :/v Fxy(zov)de, fY(y):/ fxy(u,y)du

o
a naopak distribu¢ni funkce ziskat jejich integraci, ale nedosli bychom ke sdruZené distribucni
funkci. Snadno ovéiime, ze Fix (z)- Fy (y) # Fxy (2.v). fx (&) fy (y) # fxy (z,y), takie X|Y
opravdu nejsou nezéavislé. (Sdruzena hustota je sice soudin %I y, ale pouze na oboru, ktery nenf
nezavisly na soufadnicich.)
Zbyvajici pravdépodobnost uréime integraci hustoty pies obdélnik nebo ze vztahu (5.1):

\ 9
PI<X <2 12<Y <1]=Fxy(21)-Fxy(1,1)=Fxy (2,1/2)+Fxy (1,1/2) = 3
4
Cvigeni 5.1.13: V prikladu 5.1.10 existuje jediny nadhodny vektor, ktery mé obor hodnot M\ K
a stejnd marginalui rozdéleni. Najdéte jeho distribuéni funkei.
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5.2 Charakteristiky ndhodného vektoru

Nékteré charakteristiky nahodného vektoru jsou piimymi analogiemi jednodimenzionélniho p¥i-
padu, nekteré maji smysl az ve véts{ dimenzi.

Definice 5.2.1: Necht X = (X1....,X,) je ndhodny vektor. Jeho stfedni hodnota je vektor
sttednich hodnot jednotlivijch slozek, EX = (EXy,...,EXy), rozptyl e DX = (DX,,...,DX,,).

Plipomenme, Ze je-li U ndhodné velitina, a,b € R, pak aU + b m4a charakteristiky
E(aU+b)=aEU+b, D(aU+b)=a’DU.

Na rozdil od jednorozmérné nédhodné veli€iny, stfedni{ hodnota a rozptyl ndhodného vektoru
nedavaji dostatetnou informaci pro vypodet rozptylu jeho linedrnich funkci. Proto zavadime
dalsi charakteristiky. INapr.

E(X +Y)=EX +EY,

ale
D(X +7Y) :E((X+Y)2> —(E(X+Y))?=
=E(X?’+Y?+2XY)- (EX+EY ) =
—E(X?) +E(Y?) +2E(XY) - ((EX)2 +(EY)? + 2EX Ey) -
=E(X?) - (EX)’+E(Y?) - (Eij (E(XY)-EXEY) =

—

DX DY cov(X,Y)
=DX +DY 4+ 2 cov(X,Y),

kde veli¢ina
cov(X,Y)=E(XY)-EXEY

se nazyva kovariance nahodnych veli¢in X, Y. Ekvivalentné ji Ize poéitat dle vzorce
cov(X,Y)=E((X —EX) (Y -EY)),

nebot

E(X —EX) (Y -EY))=E(XY - XEY - YEX + EXEY) =
—E(XY)-EXEY -EXEY +EXEY .
0

(Prvni vzorec je vhodng&jsi pro vypocet, druhy pro pochopeni vyznamu.)
Pro existenci kovariance je postacujici existence rozptyld DX,DY.

Tvrzeni 5.2.2 (vlastnosti kovariance):

cov(X,X)=DX,
cov(Y,X) =cov(X,Y),
covia X +b,¢Y +d) =accov(X,Y), (a,b,e,d €R) .

(Srovnejte s vlastnostmi rozptylu jako specidintho pripadu.) Speciding cov(X,—X) = —DX. Pro
nezavislé ndhodné velidiny X,Y je cov(X,Y) = 0.
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Pouzitim kovariance pro normované ndhodné veli¢iny vyjde korelace (téZ koeficient kore-
lace nebo korela¢ni koeficient) :

cov(X,Y)
ox oy

o(X.\Y) = cov(norm X . normY) = =E (norm X -normY’) .
(Predpokladéame, Ze smérodatné odchylky ve jmenovateli jsou nenulové.)

Tvrzeni 5.2.3 (vlastnosti korelace):

o(X.Y) e (-1,1)
o( X, X) =1,
o(X,—X) = -1,
oY, X) = o(X,Y),
olaX +b.cY +d) =sign{ac) ol X.Y). (a.b,e,de R, as#0sc¢).

(AZ na znaménko nezdle# na prosté linedrni transformaci.) Disledek:
olaX +b X) =sign(a) .
Podminka o(X.Y") = 0 je nutné, ale nikoli postacéujici pro nezavislost ndhodnych veli¢in X. V.

Definice 5.2.4: Ndhodné veliciny X, Y nazyudme nekorelované, jestlize o(X,Y) = 0.

Definice 5.2.5: Kovarianéni matice ndhodného vektoru X = (X1,...,X,) je matice

—cov(Xh X1} cov(Xy, X9) -0 cov(Xy, Xp)

cov(Xa, X1) cov(Xo,Xa) -+ cov(X2, Xn)

EX = X . =

Lcov(Xn, X1) cov(Xpn, Xo) -+ cov(Xn, Xg) 7

| DX, cov(Xy, Xg) -0 cov(Xi, Xp)

cov(Xa. X7) DX, cocov(Xo, Xn)

Lcov(Xp. X1) cov(Ap. Xo) - DX,

Kovartan¢ni matice je symetrickd pozitivné semidefinitni!, na diagonale ma rozptyly.

Definice 5.2.6: Korelaén? matice ndhodného vektoru X = (X1,...,X,) je matice
1 Q(Xl,XQ) Q(Xl,Xn)
o(Xo, X1) 1 s o( X, X)
ox = , . |
o( Xy, X1) o(Xn. Xo) - 1

Korelaén{ matice je symetrickd pozitivné semidefinitni.

! Ctené¥ neznaly téchto pojmi z linearnf algebry nemusi piestat ist, nebot je nebudeme v této udebnici potre-
bovat. Uvadime je jen proto, Ze jsou to uzite¢né vlastnosti pro dalsf praci s kovarianénimi maticemi.
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Vicerozmérné normalni rozdéleni

vvvvvv

délen{ N(p, 2). To popisuje specidlni pffpad ndhodného vektoru, jehoz slozky maji normalni
rozdélen{ a nemusi byt nekorelované. Jeho hustota je

. 1 1 T =1
N U) = ——=———————exp | —3 (u— 27 (u—
fI\(pL,Z)( ) <2 W)n ot 5 P ( 3 “) ( H)

kde v = (u1,...,un) € R™, p = (p1,...,¢n) € R™ je vektor stfednich hodnot, ¥ ¢ R™"
je symetrickd pozitivné definitni kovarianéni matice a X! je matice k ni inverzni. Marginalni
rozdéleni j-té slozky je N(u;. Xy;). kde 2, je j-ty diagonalni prvek matice X

3

)
/

Charakteristiky nahodného vektoru kopirujf jednodimenzionaln{ pripad, pfibyvaji k nim vsak
nové, vyjadiujicf miru zévislosti ndhodnych veliéin. K tomu slouZi zejména korelace jako mira
linedrniho vztahu dvou ndhodnych veliéin. Bez ni by se neobesla nap¥. kompenzace chvéni ruky
u kamery nebo optickd mys. Korelace ndm viak nertka nic o tom, zda se jedna o vgtah priciny a
nasledku.

Cviceni 5.2.7: [Spiegel et al. 2000] SdruZené rozdéleni nadhodnych velicin X,Y s hodnotami
0, 1.2 (presnéji sdruzenou pravdépodobnostni funkei ndhodného vektoru (X,Y)) udava tabulka:

"
0 1 2
X
0 |1/18 1/9 1/6
1 1/9 1/18 1/9

2 1/6 1/6 1/18

Stanovte pravdépodobnost P[1/2 < X <3, Y > 1]. Najdéte marginalni rozdélenf a zjistéte,

zda X, Y jsou nezavislé. Pokud ne, vypoltéte korelaci a popiSte rozdéleni ndhodného vektoru se
stejnymi marginalnimi rozdélenimi, jehoZ sloZky jsou nezavislé ndhodné veli€iny.
Reseni: P[1/2< X <3, Y >1] = 1/18 +1/9+ 1/6 + 1/18 = 7/18 (soucet hodnot vyznade-
nych v tabulce kurzivou). Pravdépodobnostni funkce marginalnich rozdéleni px,py jsou dany
sloupcovymi, resp. fadkovimi souéty. Nahodné velidiny X, Y jsou zavislé (jinak by hodnost ma-
tice v tabulce musela byt 1, tj. ka?dy rddek by musel byt nasobkem libovolného nenulového
radku, stejné tak pro sloupce). Nezavislé veliciny se stejnymi rozdélenimi by urcovaly sdruZenou
pravdépodobnostni funkei v druhé tabulce (kaZzda hodnota je soudin marginalnich).

8
8 o | 7/54 7/54 7/54|7/18
| Y ol 1/3 13 13 1 |

)(); E 0 1 2 |3 0 1 o | T
L& |
\ 0 |1/18 1/9 1/6 | 1/3 | 0o | 1/9 1/9 1/9 | 1/3
\ 1 19 1/18 1/9 |5/1 \ /54 5/b4 5/54 | 5/18

2 |16 1/6 1/18]7/1
Y 13 13 13| 1

Vypoclet korelace:
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L1 /1.1 1 5
E(X Y)=— 14 [z32) 242 4=2
XY= ltigrs) 2 iTs
5 7 119 1 19
EX EY = (2 .1+ .2) . 2=220. 222
* (18 13 > 3718'3 54
5 19 13
cov(X.V) = E(X -¥) ~EX -EY = 2~ — = — = 0481
- Z
/ 2
= s /5 7 19 233
r = JE(XD) - (EXY =/ = 14+ —.22) - [Z2) = - (.848 .
ox = VE(YT) — (B \/(18 T 18 > <18> V304 = 08
) -2 5 /E o
O'}":‘\///E() “)—(E}) = ’g*lz\"§20516
coviXN. Y . 0.481 .
o X vy = ) = 0.695 .
o = o T ek oste 0O

Cviceni 5.2.8: * Ndlodné velidiny U}, V] jsou nezavislé. rovnéz ndhodné veli¢iny Us. V5 jsou ne-
zévislé, Vsechny maji alternativni rozdéleni s hodnotami 0, 1, s parametry 1/2 pro Uy, V. 3/4 pro
Us, V1. Rozdelenf nahodného vektoru (X.Y) je smeési s koeficientem 1/2 z rozdélenf néhodnych
vektort (U1, V1), (Ua. Va). t). X = Mixy 5 (U1, Ua). ¥V = Mix jp (Vi, Vo). Urcete korelaci o(X,Y).

Resent: Pravdépodobnostni funkce ndhodnych vektora (véetné marginalnich rozdéleni) jsou v ta-

bulkach:
Vi | 15 Y
0 1 0 1 0 1
o = D > X 2
0 1/8 3/8 1/2 0 1/8 1/8 | 1/4 0 1/8 1/4|3/8
1 1/8 3/8 |12 1 3/8 3/8]3/4 1 1/4 3/85/8
Sl 14 3401 o112 1/2) 1 S5 13/8 5/8 1 1
3
E(X -Y)=2
( )=
5\% 25
EX‘EY:(3> =2
g 6
\ 3025 1
(X V)=E(X - ¥V)-EX EV =2 - = =_=
Ix = 0y :\/—iéz 3 = 0.484
'A’.}/ __1 _1
ox.yy = AT L Tl gy,
ox 03 6_4 19

Na tomto prikladu je zajimavé. Ze smés dvou nezavislych rozdéleni neni nezavisld. Takto se
dopustil poutné chyvby student. kterému vvEla viznamnd korelace mezi inteligenci a télesnou
vvikou. To bvlo piekvapivé, nebot fada predchozich vyzkumi nikdy zadnou takovou korelaci
nezjistila. Ukazalo se, Ze udélal chybu ve vibéru vzorku. Pro nedostatek dat pouZil dvé skupiny
lidi. které nebyiv tvpické. Jedna se vyznafovala velkou inteligenci, druhé vyskou. Korelace mu

vygla na stejuém principu jako zde.

Cvicen{ 5.2.9: |Rogalewicz 2000] Dvojrozmérny nahodny vektor mé rovnomeérné rozdéleni v jed-
notkovém kruhu se stiedem (0, 0). DokaZte, Ze slozky (=kartézské soufaduice) jsou zavislé a neko-
relované. Co se zmeéni, pokud bude rovnomérné rozdéleni jen na priniku tohoto kruhu s prvnim
kvadrantem (tj. ob& soufadnice budou nezaporné) nebo na kruznici?
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5.3 Linearni prostor ndhodnych veli¢in

V této kapitole predpokladame pevné zvoleny pravdépodobnostni prostor (§2, .4, P).

Ozna¢me £ mnoZinu vSech ndhodnych veli¢in na (£2,.4, P), tj. A-mé¥itelnych funkei 2 — R.
Operacim s¢itani ndhodnych velic¢in a jejich ndsobeni redlnym ¢&islem odpovidaji pFislugné operace
s funkcemi (provadéné na (2 bod po bodu). Stejné jako funkee, tvori i ndhodné veli¢iny z £ linedrni
prostor.

Dale se omezime na prostor Lo v8ech ndhodnych veliin z £, které maji rozptyl; Lo je linedrn{
podprostor prostoru £. Na Ls 1ze definovat bindrn{ operaci : Lo X L3 — R

XeY=E(XY).

Ta je bilinedrni (tj. lineadrni v obou argumentech) a komutativni.

Pokud ztotoznime ndhodné veli¢iny, které se li§i jen na mnoZiné nulové miry, pak e je skaldrn{
sou¢in. (Po ztotoZnéni ndhodnijch velicin XY, pro které P[X # Y] = 0, povaZujeme za pruky
prostory tiidy ekvivalence misto jednotlivijch ndhodnyjch velicin.)

Pfipomehme, Ze skalarn{ soucin indukuje pojem ortogonality; vektory X,Y jsou ortogonalni,
pravé kdyz X o Y = 0. Skalarn{ soulin e definuje také normu

X = VX e X = VE(X?)

a metriku (vzdalenost)

dX,Y)=||X - Y| =4/E ((X ~Y)2).

(Bez pFedchoziho ztotoinént by toto byla jen pseudometrika, mohla by vyjit nulovd i pro X #£Y.)
V Lo rozlidime dva ddleZité podprostory:

e jednorozmérny prostor R v8ech konstantnich ndhodnych veli€¢in (které maji Diracovo rozdg-
lent),
e prostor A viech ndhodnych velidin s nulovou stfedni hodnotou.

Prostor A je ortogonalni doplndk podprostoru R, tj.
N={Xely|(WWeR: XeY =0)}.

Pomoci téchto podprostort ziskaji zakladni ¢iselné charakteristiky nahodnych veli¢in ndzorny
vyznam. Stfedni hodnota EX je soufadnice vektoru X ve sméru R; pokud ztotozhujeme redlné
¢islo EX s pfislugnou konstantni ndhodnou veli¢inou, pak je to kolmy primét vektoru X do
podprostoru R. Podobng X — EX je kolmy pramét X do podprostoru A, Normovana nahodna
veli¢ina
X -EX

X

norm X =

je jednotkovy vektor, ktery ma stejny smér jako kolmy primét X do N. Smérodatna odchylka
ox = ||X — EX|| je vzdalenost X od R.
Z kolmosti vektorit X — EX € A/, EX € R a Pythagorovy véty plyne (4.11):

X117 = llx = EX|I” + |EX|?
E(X%) =DX + (EX)*.
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Linearni podprostor ndhodnych veliin s nulovymi stfednimi hodnotami
Specialné pro nadhodné velit¢iny s nulovymi stFednimi hodnotami (tj. z podprostoru N') vychazi

DX =XeX,.
ox = X,

cov(X,Y)=XeY,

_cov(X,Y) XeV
A = e TR

takze kovariance je skalarni soucin a korelace o(X,Y’) je kosinus thlu vektorat X,Y e NV.

Disledek 5.3.1: Ndhodné veliciny X.Y s nulovymi stfednimi hodnotami jsou ortogondini,
prdvé kdyz jsou nekorelované.

Pro obecné vektory z Lo neni vyznam kovariance a korelace tak jednoduchy,
cov(X.Y)=XeY -~EXEY =(X—-EX)e (Y —-EY)
je skelarnf sou¢in primétd X,Y do A a o(X.Y) je kosinus jejich tahlu.

Linearni prostor nahodnych veli¢in (aspon téch, které majf rozptyl a dovoluji tudiZ zavést pfi-
rozené skalarn{ soucin) umoziiuje geometrickou interpretaci dileZitych charakteristik ndhodnych
veli¢in, Zejména korelace nahodnych veli¢in souvisf s ihlem, ktery sviraji odpovidajicf vektory.
Cvi€eni 5.3.2: O nahodnych veli¢indch XY vime nésledujici udaje: EX = 10, EY = 15,
ox = 2, oy = 3. Co lze Fci o hodnoté E(X Y)?

5.4 Linearni regrese

Priklad 5.4.1: Je dan nahodny vektor X = (Xi,...,X,) a nahodna veli¢ina Y. (Predpokld-
ddme, Ze viechny tyto ndhodné velidiny magi rozptyl. tj. 3s0ou z Lo ). Mame najit takové koeficienty
C1;...,Cn, aby linedrni kombinace >, ¢x X\ byla co nejlepdi aproximaci ndhodné veli¢iny Y ve
smyslu minimalizace kritéria

S|
k

Resent: K vektoru ¥ hledame nejblizéi bod v linedrnim podprostoru, ktery je linedrnim obalem

vektoru Xj.....X,: FeSenim je kolmy prumeé&t. Ten je charakterizovan tim, ze vektor Y, ¢x Xp—Y
jekolmy na X;, j=1.... n,
(chxk—y) ¢ X; =0,
k
ch (XreX;)=YeX;. (5.2)
k
To je soustava linedrnich rovnic, jejimz reSenim uréime koeficienty ¢y, ..., Cs. O

Soustava (3.2) se nazyva soustava normalnich rovnic. Specidlné pro nihodné veli¢iny
s nulovymi stiednimi hodnotami ma tvar

> e cov (X, X;) = cov (Y, X;),
k

takZe matice soustavy je kovarianni matice Xx.

Dostali jsme navod, jak jednu ndhodnou veli¢inu co nejlépe (ve smyslu metody nejmendich
Gtvercd) aproximovat pomoci lineadrni kombinace danych ndhodnych velidin. V aplikacich se tato
nahrada ¢asto pouZiva, nebo se aspoi ptame, jak je dobra, tj. nakolik lze (nezndmou) nahodnou
veli¢inu predpovédét pomoci jinych (znamgych).
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6.1 Potfeba odhadu u ndhodnych pokust

V piikladu 1.6.2 jsme navrhli postup, jak experimentélng odhadnout ¢&islo 7 opakovanim jed-
noduchého pokusu. NeZ bychom takovy postup opravdu pouZili, stoji za to posoudit pfesnost
odhadn. Pro zjednodugenf predvedeme obdobny postup u hdzeni minci, kde je rozdéleni vysledku
pledem znamo.

Priklad 6.1.1: A. Pii n = 1000 hodech (spravnou) minci lze oCekavat, Ze nam padne lic
v pfiblizng n/2 = 500 p¥ipadech. Potet lict je ndhodna velitina X s binomickym rozdélenim
Bi(n,1/2). Pravdépodobnost, Ze lic padne pfesné 500x, je mal4,

<Z> <1> = 0.0252.
2 ) \2

Lic nemusi padnout vibec, a to s pravdépodobnost!

n \" 1 302
<O> <§> —%—9.3326-10 .

Lze odekavat, 7e s vysokou pravd&podobnosti bude pocet licd v intervalu (400, 600). Odhadnéte
tuto pravdépodobnost.

B. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi N = 1000000 hodech bude pocet lict ¥V v intervalu
(400000, 600 000)7?

Resent (1. postup): A. Jeliko? zname rozdéleni, mizeme vysledek dostat ,hrubou silou” jako
soulet pravdépodobnosti v8ech pfiznivych vysledki,

1)10% %0: 1000
2 B

k=400

Kdyz jsem tento vyraz potital numericky poprvé, se standardnim nastaven{m presnosti, vyslo 1.
Vime vak, Ze to je méné. Potvrdi to pfesny vvsledek ve tvaru zlomku (lomitko najdete uprostred):
1339385 758 741519 357 388 892 818864 443 067 418 900 518 900 105 911 746 090 007 755 236 450
426 898 257402 305632 380352652 071656 196572 902 800 531 486 932 537 126 031 974 852 805197
255537 445938476 515 547 926 755 026 465 490 905 004 823 221 461 649 527 914259119128 567 952
049 348745932821 852564 221 322003 857 962454 115874 766 122 796 058 275 651 620 637 820 907
515/1339385 758982834151 183531311 325002263 201 756 014 631 917 009 304 687 985 462 938
813906170153116497973519619822659403 341 146941433 531 483931607 115 392554498072
196837 321 850491 820971 853 028 873 177 634 325 632 796 392734 744 272 769 130 809 372 947 742
658 424 8345 944 895 692 993 259 632 864 321 399 559 710817 770957 553 728 956 578 048 354 650 708
508672, Citate! i jmenovatel se shoduji v prvnich 10 cifrach, podle toho nastavime pFesnost nu-
merického vypodtu a dostaneme piiblizng 0.999999999819 =1 — 1.81 - 10719,

B. Ulohu B timto zptisobem Fesit nebudeme. Radéji predem odhadneme slozitost. P¥i exakt-
nim vypodtu by pocet Clentl i potet nasobeni v nich vzrostly v poméru N/n, pocet operaci by se
zvy§il v poméru (N/n)2 = 1000000, ale vzrostla by navic jejich pracnost s potfebou zpracovani
vétgich ¢isel. T pamétfova narolnost by vzrostla. V podstaté totéZz plati i pro numericky vypocet.
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Ten by mohl kombinaéni ¢éisla odhadovat pomoci ptibliZznych vzorcd se sloZitosti nizgf neZ line-
arni; kdyby byla konstantni, mohl by v¥podet trvat jen 1000x déle, ale byl by to jen pfiblizny
odhad. Chyba souétu velkého poétu nepfesnvch stitanct by jej mohla znehodnotit. Nelze ani vy-
loucit, Ze by hledand pravdépodobnost, zFejmé blizks jedné, v disledku numerickych chyb vysla
vetsi nez 1. coz nemiZe byt spravnd. Pokud bychom chtéli eliminovat numerické chyby, mohli
bychom s&itat jen malé s¢itance odpovidajici opafnému jevu a poditat vysledek ve tvaru

1), 1000000 399999 12 4544 1)\ 1000000 1000000 r4 4000 B
1-13 > k \2 2 k -

prt k=600 001
399999
o (YT 5 1000 000
= 215 . .
k=0
Ani tento postup nelze doporudit. méa vice ¢lemi. a

V predchozim pfikladu je zndma stiedni hodnota EX = n/2 = 500 i rozptyl DX = n/4 =
250 (viz prehled zakladnich rozdéleni v kapitole B.1). Podobné EY = 500000, DY = 250 000.
Mohli bychom se pokusit odhadnout vyslednou pravdépodobnost jen na zakladé téchto udajt,
aniZz bychom zachéazeli do podrobnosti binomického rozdéleni. V této kapitole vylozime postupy,
které to umozZiuji.

6.2 CebyZ%evova nerovnost

Intuitivné ofekavame. ze nadhodna velidiny nabvva velkych® odchylek od své stfedni hodnoty
s ,malou* pravdépodobnosti. Piitom velikost odchylky je nutno méfit smérodatnou odchylkou.
Kvantifikaci poskytuje nasledujici véta:

Véta 6.2.1 (Cebysevova nerovnost): Pro kaZdou normevanou néhodnou velicinu norm X a
pro vdechna § > 0 platf nerovnost

PlnormX| <d] >1—

o,
wl =

. . . . s / 2 o
Ditkaz: Oznalme nezapornou nahodnou veli¢inu Y = (norm X)° a odhadovanou pravdépodob-
1108t

3=P{nomX|<§ =PlY <& =F(5),
takZe S-kvantil gy (3) > 6%, Podle (4.11) je

EY =FE ((norm X)2> = D (norm X) + (E (norm X)) =

1 0

Tuto stfednf hodnotu vyjadiime pomoci kvantilové funkce gy :

1 3 1

=EY = /@; da—/‘ da+/ do > (1 - 3) 42,

0 0

Odtud vyjadfime 3:

4>1-

o
1\5) =

Alternativnt dikoz: MuZeme vyjadiit Y jako smés Y = Mixg(L,U), kde L nabyva pouze
hodnot z (0, 4?) (takze EL > 0) a I/ nabyvéa pouze hodnot z (6%, 00) (takie EU > §2). Pak
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1=EY=ﬂQ>%+(1—6)%%2(1—6)52-

Rovnost nastava pro U = 62, L = 0, tj. pro diskrétn{ rozdéleni, které nabyva t¥f hodnot EX—d oy,
EX,EX + § ox s pravdépodobnostmi po fadé %, G, l—;—'@—. i

Geometricky lze vyznam C‘ebyéevovy nerovnosti interpretovat tak, Ze distribuéni funkce
Finorm x| absolutn{ hodnoty z normované ndhodné veli¢iny nemuze prochazet pod grafem funkce
C@)=1- 312, znazornéné v obr. 6.1. Pro 4 < 1 je C(§) < 0; v tom pFipadé nam CebySevova
nerovnost nefika nic, co bychom bez ni nevédéli. Vyznam mé jen pro § > 1.

Obrazek 6.1. Mez distribuéni funkce dané Cebygevovou nerovnosti

0s] P 5] P
e e
06 yid 0,64 yd
1 ;
0,44 // 0,4+ /
5 / 1 {
02 / 02 /
[ - — y . ,
0 f 2 3 4 0 I 1 3 ¢
-0,2- 1 -g2- !

Obrazek 6.2. Mez z Cebysevovy nerovnosti (84rkované) ve srovnéani s distribu&nimi funkcemi absolutnich hodnot
normalizovanych rozdéleni: normaélniho, rovnomérného a binomického Bi(2,1/2)

Ve skute¢nosti dava CebySevova nerovnost velmi hruby odhad, byva splnéna s velkou rezervou,
viz srovnani na obr. 6.2. Pfesto ji nelze bez dalsich pfedpokladt nahradit lepsim odhadem. Pro
kazdé 6 > 1 existuje rozdéleni, pro které je mez z Cebyéevovy nerovnosti nejleps§i mozZna. Toto
rozdéleni jsme odvodili v zavéru dikazu Cebyéevovy nerovnosti.

Cebyéevovu nerovnost lze po Upravé pouzit i pro jakékoli ndhodné veliciny, které lze normovat

_ X~-EX

(dle vzorce norm X = o ), tj. které maj? stfednt hodnotu a (nenulovou) smérodatnou odchylku.

Jiné pozadavky na né neklademe, zejména nepotiebujeme zndt rozdélend.

Dasledek 6.2.2 (ekvivalentni tvary Cebyéevovy nerovnosti): Necht X je ndhodnd ve-
li¢ing, kterd md nenulovou smérodatnou odchylku ox (tudiZ md stredni hodnotu EX a roz-
ptyl DX = ag(). Pak pro vSechna § > 0, ¢ > 0 platf

Plastsl<d 21—z, rlEE]2q <5

827 o =52
DX

PIX-EX|<e>1- 2,  PX-EX|2€ <o
£ £

Diikaz: Prvni dvé nerovnosti vznikly dosazenim norm X = X—;(Eé a pfechodem k pravdépodob-
nosti negace. Posledni dvé nerovnosti dostaneme substituci ¢ = ¢ o x; zistévaji v platnosti i pro
nulovy rozptyl. O
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Poznamka 6.2.3: Muze se zdat prekvapivé, Ze Cebyéevovu nerovnost lze dokazat bez znalosti
rozdéleni. Nenajdeme rozdéleni, které ji porusi. Podstata je v tom, Ze takové rozdélenf by nutné
mélo vétsi rozptyl, a ten byl v pfedpokladech omezen. Mizeme tedy CebySevovu nerovnost chapat
obracené jako dolni odhad rozptylu .

Disledek 6.2.4: Necht X je ndhodnd velicina, kterd md rozptyl DX . Pak pro vdechna € > 0
plati

DX >« P X - EX!>¢].
takze
DX >sup{e®* P[|X —EX| >¢|le >0} .
Resent (pFikladu 6.1.1, 2. postup): A. Dle Cebygevovy nerovnosti (dusledek 6.2.2) pro ¢ = 101:

P[X —EX| <& =P[|X —500 < 101] = P[399 < X < 601] =

; DX 250
=P40<CX <B00>1~-—=1- — =0.975.
H00 = X < 6005 2 g? 1012
Srovnanim s exaktnim feSenfm vidime, Ze jsme dostali pravdivy, ale velmi hruby odhad.

B. Pro = = 100 001:
P{X —EX <& =P[X-500000] < 100001 = P [400000 < X < 600000] >

1=

DX 250000 5
>1l—-—=——=1—-—5=0999975=1-25-107",
=T 2 1000012 ? ’
Viimnéte si, ze pracnost odhadu byla v obou p¥ipadech stejné, na rozdil od 1. postupu. O

Poznamka 6.2.5: Cebyée\'ova nerovnost v uvedenych tvarech vyvpovid4d jen o vyskytu na-
hodné veli¢iny v intervalu. ktery je symetricky kolem jeji stfedné hodnoty. Kdybychom v pii-
kladu 6.1.1 A chtéli odhadnout pravdépodobnost. ze visledek padne do intervalu (400, 700}, do-
vedli bychom ji pouze zdola omezit stejnym vysledkem, jaky jsine odvodili pro interval (400, 600).
Zobecnéni na intervaly, které nejsou symetrické kolem stfedni hodnoty, zde neuvadime.

6.3 Centralni limitni véta

V Cebygevove nerovnosti jsme pracovali s témér libovolnym rozdélenim (stafilo, Ze ma rozptyl).
V prikladu 6.1.1 v8ak vysledné rozdéleni vzniklo jako soucet mnoha ndhodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim (v romrto piipadé jednotlivi'ch hodd minci. které maji alternativni rozdéleni). Stejné je
tomu v muoha daldich nahodnych pokusech, zejména pfi mérenich, kterd jsou zatiZena chybami.
Lze oéekavat, Ze tinky nezdvislych chyb se do jisté miry vyrusf a umoZni pfesnéjsi popis. Nyni
zformulujeme zakladni vysledek tohoto druhu.

.

Véta 6.3.1 (centralni limitni véta): Necht (Dj)jeN, je posloupnost nezavislych ndhodnijch
velidin se stejnym rozdélenim se stfedn? hodnotou p a smérodatnov odchylkou o # 0. Cdstecné
soucty

n
V=30
)=1

maji charakteristiky EV, = np, DV, = no?, oy, = o+/n. Rozdélens normovanych ndhodnijch
velidin
. o V= ny
_Xn = norm L’n = —%_\/__T‘L_

konverguji k normovanému normdlnimu rozdélent v ndsledujicim smyslu:

VueR: lim Fx, (u) = lim Fuomv, (v) = P(u).
n—00 n-—CcC
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Obrazek 6.3, Aproximace distribuénich funkcf binomickych rozdsleni Bi(6,1/3) a Bi(32,1/3) (tutné) normal-
nimi rozdélenimi (tence)

Toto je tzv. Linderbergova-Lévyho véta. Nejdfive byla odvozena pro pfipad vybéru z al-
ternativniho rozdélen; tento specialni pfipad byva uvadén jako Moivreova-Laplaceova véta.

Poznamka 6.3.2: Centralni limitni v8ta postihuje asymptoticky tvar rozdéleni vznikajicich za
specifickych podminek, viz obr. 6.3. Kdybychom vynechali normovani ndhodnych veli¢in, sméro-
datna odchylka by rostla do nekonetna a limita rozdéleni by ndm nic uZite¢ného nefekla.

Poznamka 6.3.3: BohuZel centralni limitni véta vypovida jen o limitnim chovan{ rozdéleni.
V praxi vzdy budeme pracovat s konednou posloupnosti. Disledkem centralni limitni véty je,
ze soulet velkého podtu stejné rozdélenych nezévislych nahodnych veli¢in mé pribliZné normélni
rozdéleni. Ndhrada normélnim rozdé&lenim je pouze piibliZna a pfindsf dalgi chybu (kromé ne-
vyhnutelné statistické chyby pfi realizaci ndhodnych veli€in), kterd neni v centralni limitni v&té
specifikovana (nicmeéné existuji jeji odhady, viz napi. [Zvara, Stépan 2002]).

Obvykle se tato chyba zanedbévs pro velky“ polet ndhodnych velid¢in, av8ak je problém,
jaky pocet je .velky”. Chyba totiZz zaleZ{ nejen na poctu ndhodnych velidin, ale i na jejich roz-
déleni, takze podet, ktery v jedné dloze muZe byt vyhovujici, miZe byt v jiném kontextu zcela
nedostatecny. Setkdme se s tim ve statistickych dlohdch. Presto je centraln{ limitn{ véta velmi
cennym nastrojem, protoze dovoluje v nékterych p¥ipadech sloZitd (n8kdy i neznama) rozdéleni
aproximovat normélnim, s nim? umime pracovat.

Resent (piitkladu 6.1.1, 8. postup): A. Dle centralni limitni véty nahradime binomické rozdélent
normélnim, nebot vzniklo sou¢tem velkého podtu nezavislych hodd minci (s alternativnim roz-
délenim). Stredni hodnotu a rozptyl uz zname, zbyva ndhodnou veli¢inu X znormovat a najft
odpovidajici hodnoty distribu¢ni funkce normovaného normaéalniho rozdélent:

n

Vo

norm X =

eI

PX € (400,600)} = P

y o (B00—% 400—3\}
norm , =
VT gV

Y e DY i = ¢ (6.324) — & (—6.324) =
i %\/ﬁ %\/ﬁ - . —_ . iy
=0.999999999745 = 1 — 2.55 - 10710

(Tyto hodnoty mnohdy v tabulkdch ani nenajdeme.) Ziskany vysledek se 1i&f od 1 zhruba o polo-
vinu vice nez feSeni z 1. postupu 1 — 1.81 10719, Vzhledem k tomu, Ze ptvodni rozdéleni bylo
diskrétni, sméli jsme pouZit i jiné meze intervalu nez (400,600}, nap¥. (399.5,600.5); vysledek

- 0 |



6.3 Centralni limitni véta 131

je totiz beztak pfiblizny a jeho chyba zahrnuje i chybu nahrady diskrétniho rozdéleni spojitym.
Pak bychom dostali odhad

. . 600.5 — 5 399.5 — 5\ . , _
PIX €(399.5,6005) =@ | ———==| - P | ——=— | =P (6.356) — & (—6.356) =
AL 3Vn

= 0.99999999979316 =1 — 2.068 - 1071,

ktery je v dobré shodé s vysledkem 1. postupu, byl v8ak ziskdn s mnohem mensim tsilim.

B.

- N
X -4

normX =

P [X £ (400 000. 600 000)] = & 600000 — ) (400000 — §)
aEn : Jeo| T g [ 2RO
3 VN TN

=@ (200) —P(—-200) =1—-2.57- 108689
Vsimnéte si, ze pracnost odhadu byla v obou piipadech stejna, na rozdil od 1. postupu. 0

Poznamka 6.3.4: Centraln{ limitni vétu lze pouZit 1 pro stanoveni pravdépodobnosti, Ze néa-
hodné velid¢ina padne do libovolného intervalu, tedy i do takového, ktery nent symetricky kolem
jeji stiedni hodnoty. Cebysevova nerovnost o takovych pripadech mnoho nefika.

Priklad 6.3.5: Vylesime modifikaci pfikiadu 6.1.1 A: odhadneme pravdépodobnost. Ze vysledek
padne do intervalu (400, 700):

o o 700 — & 400- 2\ _
PIX €{400.700)] = ¢ | ——=2 | =@ | =2 | = ©(12.649) — & (—6.324) =
3V -
=(.0999999990154 = 1 — 8.46 - 10711,

zatinco 1. postup dava

13,29 22 /1000
P X € (400,700} = <§> > < ] ) = 0.9999999999099 = 1 — 9.01 - 10711,
k=400 '

Uvedli jsme dva specidlni postupy, jak vymezit interval, do néhoZ padnou hodnoty nahodné
velidiny s danou velkou pravdépodobnosti. Oba jsou pouzitelné jen pro nahodné veliciny, které
maji stfedn{ hodnotu a rozptyl. Cebvievovu nerovnost lze efektivné pouzit pouze pro intervaly
symetrické podle stfedn{ hodnoty a vede na velmi hruby odhad, ktery je vsak zaruleny bez
ohledu na typ rozdéleni. Kdybychom znali rozdélen{, napr. normélni, postupovali bychom dle
kapitoly 3.7. Pokud rozdéleni nezname, ale viine, Ze ndhodna veli¢ina vznikla soutem velkého
podtu nezdvislych ndhodnych velidin se stejnyin rozdélenim, pak miZeme pouZit centralni limitni
vétu a postupovat stejné jako u normaéalniho rozdéleni. ProtoZe v8ak tato véta popisuje pouze
limitn{ pripad a my manie koneény poclet séftanct, vysledek je zatiZen dodateCnou chybou a
nenf zarufeny. Byvd to dobry a uZiteny odhad, nesmime vSak zapominat na podminky jeho
pouZitelnosti.

Cvigeni 6.3.6: Rozhodnéte, zda muze existovat ndhodua velic¢ina X takova, Ze

PEX ~20x <X <EX +20x] <

O
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Redent: Nelze, z Cebygevovy nerovnosti vychézl omezent

.
P[EX—ZJXSXSEX—&-QJX]:P[[X—EX[SQJX]21~-23=Z.

c

Cviden! 6.3.7: Pro k = 1,...,10 odhadnéte pravdépodobnost, Ze se ndhodné velidina li&f od
své stifedni hodnoty o méné nez k-nasobek své smérodatné odchylky (pokud ji m4).

Reseni: Dle CebySevovy nerovnosti (disledek 6.2.2) pro e = k oy,

DX 1
PHX—EX‘<,ZCO'X}:PUX—EX‘<E]Sl—g—zzl—'k—g',
dostavame horni odhady dle tabulky:

k 1] 2 | 3 4 | 5] 6 7 1 8 | 9 |10
honf odhad | 1] 0.75 | 0.889 | 0.9375 | 0.96 | 0.972 | 0.980 | 0.984 | 0.988 | 0.99

Porovnéanim napf. s distribuéni funkef normovaného normalntho rozdéleni (viz statistické ta-
bulky) vidime, Ze jsou to podstatné mensf hodnoty. g



7. Informace, entropie a pocitacové aspekty

7.1 Pojem informace, entropie diskrétniho rozdéleni

(Dle [Rényr 1966].)

BéZné pracujeme s pojmein informace, ale teprve rané obdobi kybernetiky v poloviné 20. sto-
leti piispélo objevem, Ze informaci lze mé¥it. Tim lze kvantifikovat poZadavky na pfenos i ucho-
vavani informace. Navic se ukdzalo, Ze souvisi 1 s fyzikdlnim pojmem entropie.

Pt#iklad 7.1.1: Kolik binarnich &islic potfebujeme k uréeni (a) dvanactimistného &isla v deka-
dické soustave, (b) data narozeni zijici osoby, (c) sekundy od zacatku roku 1970, (d) obyvatele
Ceské republiky, (e) vysledku méfeni voltmetrem v rozsahu £2 V' s pfesnosti 1 mV?

Vzhledem k tomu, Ze k binarnich &islic dovoluje rozligit 2% moznosti, staci k rozligeni n objekti
k = [logyn] binarnich &fslic, kde [.] zna&i zaokrouhleni na cela ¢isla nahoru. Proto Hartley!
doporutil méfit informaci tak, ze vibér jednoho z n objektt dava informaci logy 1. Volba zékladu
logaritmu nenf podstatné, odpovida ji vynasobeni konstantou, tedy volba jednotky informace. P¥
pouziti dvojkového logaritmu je jednotkou jeden bit (angl. bit, zkratka z binary digit). P¥irozené
logaritmy se v tomto kontextu neosvéd¢&ily, nebot neodpovidaji ndzornému ndhodnému pokusu.

Resent (pitkladu 7.1.1): (a) K urdenf dekadicke &islice stadf 4 bity, takze jists stadf 4 - 12 = 48
biti. Aviak 12 dekadickych é&islic dava 1012 moZnosti, co? je méné nez 240 = 1099511 627 776,
takZze stadf 40 bitu. (b) K uréeni roku narozeni Zijici osoby zatim postacuje 7 bitl, nebot nenf
znam nikdo starsi nez 27 = 128 let. Datum v roce bychom po &islicich kodovali 4 - 4 = 16 bity,
ale stai jich 9, nebot 2% = 512 > 366. Celkem potiebujeme 16 bitd k uréeni roku i dne narozeni,
a to az do véku priblizng 219/365.25 = 179.4 let. Dekadickych &fslic by staéilo 5, misto toho
se jich v rodném &isle pouziva 6, a jeSté se tim nerozlidi data odlisna o 100 let. (c) Na konci
roku prvniho vydan{ tohoto skripta, 2007, uplyne 60 - 60 - 24 - (365 - 38 + 10) = 1199232000 s
od zacatku roku 1970 (s korekei na pfestupné roky, ale bez daldich korekei, Fadové v sekundach).
Potfebujeme-li 31 bittl, vystaéime s nimi jedté dalsich p¥iblizng 23!/ (60 - 60 - 24 - 365.25) — 38 =
30.05 let. (d) Obyvatel Ceské republiky je méné nez 22¢ = 16 777 216, takZe by postadovalo 24
bitli, coZ je napt. 6 hexadecimélnich &islic. Dekadickych &islic by stadilo 7 aZ 8; misto toho se
pouZiva v rodném déisle 10 &islic, z nichZ jedna je kontrolni. Zato je takovy tdaj srozumiteln&jsi.
(e) Vysledek je dan 4 dekadickymi ciframi a znaménkem, ale je celkem 4001 moZnosti, k jejichz
kédovani stacdi 12 bita. o

Hartleyho pojeti informace 1ze motivovat nasledovné:
Tvrzeni 7.1.2 (Hartleyho vlastnosti informace): [Rényi 1966] Funkce I: N — R,
I(n)=logyn, (7.1)
Jje jedind redind funkce na N ndsledujicich vlastnosti:

1. I'lmn) =I{(m)+I(n),
2. I je neklesagjict,
3. I{2)=1.

! Hartley, R.V.: Transmission of Information. Bell Syst. Techn. J. 7 (1928), 535-563.
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Poznédmka 7.1.3: Prvni Hartlevho vlastnost se vztahuje k nésledujici situaci: mn moZnosti
uspofadéme do m fadkd a n sloupcd. Mame-li urcit jednu z nich, potfebujeme informaci I (m)
pro uréenf fadku a I (n) pro uréenf sloupce. Tomu odpovida informace I (mmn), uréujici jedinou
moznost z mn. Tim. %e jsme na pravé strané pouzili soutet (a ne tfeba souéin), jsme vybrali
pro méfeni informace logaritmické méfitko. Volba to byla v podstaté libovolna, ale prakticky
uzitetna. Neékdy se tato vlastnost oznacuje jako aditivita informace [Rényi 1966], coz viak neni
vhodny termin, protoZe operace na levé strané neni s¢itani, ale ndsobenf.

Hartleyho pFistup se osvédéuje, kdyZz o moZnostech nevime nic a povaZzujeme je viechny za
stejné pravdépodobné (jako v Laplaceové modelu). Pak zlistanou jeho zavéry zachovany i v né-
sledujicim zobecnéni, které se v3ak zaméfi i na popis rizné pravdépodobnych moZnosti.

Priklad 7.1.4: Bob si koupil 1000 lost, z nichZ kazdy miliénty vyhrava. Bob nevidi vysledkovou
listinu, Alice ano a zn4 i &isla Bobovych losd. Jak dlouhou SMS zpravou mu miiZe sdélit vysledek,
pokud si pfedem dohodli zplisob kédovani?

Lze samoziejmé poslat Fetézec 1000 binarnich cifer, popfipadé vhodné zakédovany povolenymi
znaky. Z toho se Bob dovi, které losy vyhravaji. Pokud ho zajima pouze poCet vyhravajicich losi
(ktere to jsou, si sdéli piipadné pozdéji), pek by bylo jen 1001 moznosti, které lze popsat pomoci
10 bitt.

Daleko spige v8ak Alice posle kratkou zpravu, Ze Bob nic nevyhral, nebot to se stane s prav-
dépodobnosti (1 — 1/1000000)*°%° = 0.999 0005. Jestli vyhraje, jisté rad zaplati delsf podrobnou
Zpravu.

RovnéZ vyherni listina loterie obsahuje pouze &isla vyhravajicich losd, nikoli téch ostatnich,
&imZ se podstatné zkrati.

Podobné i noviny vénuji vice mista zpravam o vysokych vyhrach, nez vétsiné soutézicich, kteif
nevyhréali nic.

Predchozi piiklad ukazuje nedostatek Hartleyho pfistupu. Jestlize nejsou viechny vysledky
stejné pravdépodobné, pak nékteré pfinadeji malo informace, jiné vice. Tomu mtZeme pfizpiliso-
bit i kédovani, které bude pouZivat kratké zpravy pro nejpravdépodobnéjst vysledky a deli pro
vysledky neolekévané, &imZ se zkrati primérnd délka zpravy (pfi mnohanisobném opakovani
pokusu). Pfi vhodném kédovani muiZe byt stfedni délka zpravy kratsi nez dle (7.1). ObdrZena in-
formace zavisi na vysledku, ktery sdéluje, a stava se ndhodnou veli¢inou. V tom piipadé bychom
se méli ptat spide na pridmérnou informaci, kterou dostaneme, pfesnéji na stfedni hodnotu infor-
mace jako ndhodné velidiny.

Priklad 7.1.5: Pfi digitalnim prenosu televizniho obrazu se vyuZiva skutecnost, Ze jej lze do jisté
miry predvidat a posilat jen odchylky, napf. od pfedchoziho obrazu. Tim se mnoZstvi pfenaSené
informace nékolikandsobng& snizi, Oviem ve chvili, kdy se zcela zméni obraz, potfebujeme poslat
plné mnozstvi informace. Z hlediska kapacity pfenosového kanalu je potfebné znat priinérné
mnoZstvi informace, & spiSe horni odhad, ktery bude méalokdy piekrofen.

V uvedenych prikladech mnozstvi informace z&visi na tom, jak neoekdvany (méalo pravdépo-
dobny) vysledek vysel. Chceme méfit jak informaci jednoho vysledku, tak primérnou informaci
pres viechny mozné vysiedky (se zohlednénim jejich pravdépodobnosti). Odpovidajici vzorec lze
odvodit i z Laplaceova pravdépodobnostniho modelu.

Predpokladejmie, Ze nahodny pokus mé n moznych stejné pravdépodobnych vysledki (mi-
Zeme je ztotoZnit s elementarnimi jevy, tvoficimi mnoZinu {2). Ty rozlidujeme do k disjunktnich
tiid s Cetnostmi ni,....ny, Z?zl n; = n. (Jinymi slovy, mame uplny soubor jevia A1, ..., Ay,
piicemZ A; méa pravdépodobnost p; = n;/n.) Pro plné urcent kazdého z n vysledki potfebujeme
informaci I (n) = logy n. Pokud se dovime, Ze vysledek patfi do j-té tiidy (nastal jev A;), stadi
nam pak k jeho uréenf informace I (n;) = log, n;. To znamend, Ze pifslugnost do j-té tiidy nam
poskytla informaci

mn
I(n) = 1 (ns) = logyn — logy n; = logy — = ~logy . (72)
J
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Tento vzorec vystihuje skutefnost, ze méalo pravdépodobné vysledky nam poskytly mnoho infor-
mace, pokud nastaly.

Pramérnou informaci. kterou nam prinasi zafazeni do t¥{dy (pred pokusem, kdy je3té nevime
nic o vysledku) dostaneme jako vaZeny prumér viech vysledkd, pri¢emZ vahami jsou pfislugné

pravdépodobnosti:
1 b n k
h(Pl:---.Pk):g Z’”j 10g2n—j:—zgpj logy pj - (7.3)
j:

Tento tzv. Shannonitiv vzorec? jsme odvodili pro racionaln{ pravdépodobnosti (pro né? lze
najit takové n, ze p; = n;/n pro néjaka celd ¢isla n;). ale lze jej stejné pouZit i pro iracionalnf
pravdépodobnosti. Funkce A se nazyvd Shannonova entropie nebo pouze entropie. Zavisf jen
na pravdépodobunostech py... .. pi. nikoli na celkovém poc¢tu elementarnich jevd n. Vyjadfuje
stfedni hodnotu informace. kterou dostaneme, pokud se dovime, ktery z & disjunktnich jeva
nastal. jestliZe jejich pravdépodobnosti byly py.. ... pp. Plispévek vysledku s pravdépodobnosti
p je dén funkel ¢« (p) = —p logy p. Ta je nezdporna a ma nulové limity v 0 i v 1. Jeji hodnota
v 0 dava neurdity vyraz. obvykle se zv1ast definuje ¢ (0) = 0. (To jsme nepotiebovali, dokud jsme
uvazovali pouze vvsledky s nenulovou pravdépodobnosti.) Jeji graf je na obrazku 7.1. Disledkem
je, Ze entropie diskrétniho nahodného pokusu je vidy nezapornd. Nulova je pravé tehdy, kdyz
jedna z pravdépodobnosti je jednotkova, ostatni nulové.

0,51
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031
0,2

0,1

0 02 04 06 08 10
p

Obrazek 7.1. Prispévek k primérné informaci v zavislosti na pravdépodobnosti

Poznamka 7.1.6: Toto pojeti informace odpovida i psychologickym pozorovanim. P¥i poku-
sech mély osoby co nejrvchleji stisknout tladitko odpovidajici tfidé ukazaného objektu. Pritom
jednotlivé tfidy byly ukazovany s raznou pravdépodobnosti, takZe nékterd tlacitka byla pouzi-
vana Castéji, Pramérna doba reakce pri riznych podminkich pokusu odpovidala Shannonové

entropii [Jaglom 1964].

Zavedll jsme entropil. a¢ jsme chtéli méfit informaci. V matematice se tyto pojmy prili§ ne-
rozlisuji. Obvykle se jako informace oznacuje mira mnoZstvi neuréitosti nebo nejistoty o néjakém
nahodném pokusu. odstranéné realizaci tohoto pokusu a ziskanim vysledku [Apl. mat. 1978]. Pii
riiznych pravdépodobnostech vysledku se dovime nékdy vice, nékdy méng, takze takto chapana
informace je nadhodné veli¢ina. Entropie je jeji stfedni hodnota (v pravdépodobnostnim popisu
pred pokusem, kdy jesté nevime, jakou informaci dostaneme].

Naopak ve fyzice a v béZném Zivoté jsou pojmy entropie a informace povaZovany za pro-
tichudné. Entropie kvantifikuje neurditost a neusporddanost, informace je naopak prostredkem

% Shannon, E.: A mathematical theory of communication, Bell Syst. Techn. J. 27 (1948), 379-423, 623-653.
Ke stejnému vzorci dospél nezavisle i N. Wiener.
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k jejimu omezeni (coz nebrani tomu, abychom velikost obou méfili stejné€). V matematice neuréi-
tost vysledku déava moznost vyjadrit mnoho informace, na rozdil od systému; kde je vie pledem
uréeno.”

Definiénim oborem Shannonovy entropie A ze vzorce (7.3) je mnoZzina Dy, vSech k-tic neza-
pornych realnych Cisel py1, ..., pr takovych, Ze Z;-C:lpj = 1, pfi¢emz k probihé4 celou mnozinu
piirozenych &Gisel. Misto t&chto pravdépodobnosti miZzeme vyjit z rozdéleni diskrétn{ ndhodné
velitiny X, ktera nabyva k hodnot s pravdépodobnostmi pi, ..., pg, a hovofit o entropii dis-
krétnf ndhodné veli¢iny, resp. jejiho rozdéleni; znadi se obvykle H (X). Entropie nezédlezi na
konkrétnich (navzajem riiznych) hodnotach diskrétni ndhodné velidiny, pouze na pravdépodob-
nostech rozlifitelnych vysledkd, proto plati nasledujici vysledek:

Tvrzeni 7.1.7: Zobrazime-li diskrétni ndhodnou veli¢inu prostym zobrazenim, jeji entropie se
nezmeént.

Predchozi tvrzeni plati{ 1 pro zobrazeni, které je prosté na oboru hodnot prisluiné ndhodné
velidiny.
Entropii lze motivovat 1 nasledovné:

Tvrzeni 7.1.8 (vlastnosti Shannonovy entropie): [Rényi 1966] Shannonova entropie h:
Dy — {0,00) dand vzorcem (7.8) je jedind redind funkce na Dy ndsledugicich vlastnosti:

1. h nezdvisi na permutaci argumenti,
2. funkce p— h{(p,1 — p) je spojitd,
3. h(1/2.1/2) =1,

4- h(p1,p2sps, . -.pn) = h(p1 + P2,p3, ..., Pn) + (P1+p2) B (m’im,pffm)

Prvni dvé Shannonovy vlastnosti jsou pfirozené pozadavky, tfeti pouze uruje jednotku (bit).
Ctvrty vztah k4, Ze spojenim dvou ti{d (prvni a druhé) do jedné ztratime entropii

(p1 + p2) h( o & )

p1+p2 P+ D2

Dosazenim ze vzorce (7.3) bychom dostali

(P1+p2)h< . e >:

P14+ D2 P+ D2
- P1 —p2 P2
= (n +p2 ( —— log + lo )Z
( ) tpe it pitp p i
= —p1 logy p1 — P2 logg po + (p1 + p2) logy (01 +p2)

coz odpovidé rozdilu ztraty entropie odpovidajict prvni, resp. druhé t¥idé a zisku entropie odpo-
vidajici nové tiidé, kterd vznikla spojenim té&chto dvou.

Pro n stejné pravdépodobnych vysledku dostavame ze vzorce (7.3) vzorec (7.1) jako specialnf
pfipad. V tomto pFipadé je entropie nejvétsi:

Véta 7.1.9: Pro dany pocet vysledki k € N je vjraz h(py, ... ,pr) mazimdlni, prdvé kdyZ p; =
1/k pro vechna 7 =1,... . k.

Dikaz: Pro k = 2 dostdvame
h(p1,p2) = h(p1,1 —p1) = —p1 logapr — (1 — p1) logy (1 —p1) ,
15} s}
=—h(p1,1 —=p1) = 57— (=p1 loggp1 ~ (1 — p1) logy (1 — p1)) = —logy p1 +logy (1 —p1) -
dm Ipy

3 . . . g o . . , . .
Zde myslime neurcitost pfed pokusermn, nikoli neur¢itost vysledku jiz provedeného pokusu, typickou pro princip
neurcitosti v kvantové teorii.
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Tento vyraz je nulovy a entropie nabyva maxima pro p; = 1/2 = po.

Pro k& > 2 pouZijeme tvrzeni 7.1.8. Predpokladdejme, Ze dvé z hodnot pi,...,p; jsou rizné.
Diky prvni vlastnosti miZeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, Ze jsou to prvni dvé tj.
p1 # pe. Pak pouZijeme ¢tvrtou vlastnost:

R , D1 B2
Rpr.p2.ps o pn) =h (DL + D203 oo D) + (01 = p2) , ,
(p1.p2.p3. - ) (pr +p2.p3. .. ) + (p1 + p2) <p1+p2 p1+p2>

kde m]jr}pz # pllfp_z. Pokud bychom nahvadili p1,po jejich aritmetickym prumérem (p; + p2) /2,

zménila by se entropie na hodnotu

h(BgR2 BXE2 po o p) =h(p1+p2.ps, ... 0n) + (01 +P2) A (5, 5) >
p1

> h (pl T P2:P3. - -‘p”) + (pl +p2> h (P1+P2;> PlTPE) -

= h(pl*,p?,*pS, e pn) 3

kde nerovnost vypliva z predchozilio visledku pro & = 2. Tedy pro p1 # p2 nenastdva maximum.
O

Shannonova entropie je nejvétsi, pokud jsou vdechny vysledky stejné pravdépodobné, a
nejmensi, pokud je vysledek pokusu predem jednoznafné uréen. Lze ji tedy povazovat i za miru
neuspofadanosti systému. ktery je ndhodnym pokusem popsén.

Poznamka 7.1.10: Nejcastéji pouzivanou mirou variability rozdéleni ndhodné velifiny je roz-
ptyl. Ten lze poéitat pouze u kvantitativnich (intervalovych) nahodnych veliin. Naproti tomu
entropii lze poéitat i u kvalitativnich (nomindlnich) ndhodnych veli¢in, a zde miize poslouzit také
k vyjadieni variability. Ma viak nezastupitelnou roli i u kvantitativnich ndhodnych veli¢in.

Cviceni 7.1.11: [Rényi 1966] Ovérte, Ze funkce

h™(pr.p2, ... pn) = —logy (P + -+ + p3)
spliiuje prvnf tfi podminky z tvrzen{ 7.1.8, ale nespliiuje &tvrtou.

Jsou-li pravdépodobnosti visledka rizné a zndmé, miZeme to vvuZit k Gspornéj$imu kodovani.
U asporného kodu budou vEechny pouZité znaky pfibliZné stejné pravdépodobné. Entropie uruje
teoretickou dolni mez pramérné délky zpravy pi nejuspornéjdim kodovéani. Tim nam ukazuje
meze mozné komprese dat. Castéji zname rozdélenf jen piiblizné, a proto nedosdhneme maximaln{
dcinnosti komprese.

Praktické mnéfeni entropie muze byt v8ak obtiZné. nebot predpokladéa dikladnou znalost mo-
delu, abychom v&déli, jaké jsou pravdépodobnosti jednotlivych vysledki. To ukazuje nasledujici
piiklad:

Piiklad 7.1.12: Mimozemstan by pii pohledu na hlasovani v Poslanecké snémovné CR mél do-
jem, Ze se jedna o chaoticky proces s téméf maximaln{ entropif, nebot kladné i zdporné odpovédi
se vyskytujf zhruba stejné Casto bez jalkéhokoli viditelného systému (jiné odpovédi pro jedno-
duchost neuvazujeme). Kdo v8ak zna pozadi, vi, Ze fasto hlasuji stejné& celé poslanecké kluby,
teré navic sva stanoviska predem ozndmily, takZe vysledek hlasovani lze strudné shrnout ,nic
nefekaného se nestalo” Ve skutetnosti tedy vysledek nese velmi malo informace, pokud nékdo
nehlasuje jinak. neZ se v8eobecné odekavalo. Abychom spravné vy&islili entropii tohoto nahod-
ného pokusu, musime odhadnout pravdépodobnost odpovédi pro kaZdého poslance zvlast, nikoli
globalné za cely parlament.

Obvykle ale nebyva informace kédovana nejispornéji i z dal§iho divodu: vzrostla by citlivost
k chybam. Kdyby kazd4 posloupnost znakd méla vyznam, nebylo by moZné odhalit chyby, nato#
je opravit. Proto se €asto zapisuje & pfenési vice informace nez je teoreticky nutné. Piebytecna
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informace se nazyvé redundance. Pfi jejim pouziti nékteré posloupnosti znaki nemaji smysl;
pokud se vyskytnou, vime, Ze nastala chyba. Redundance se vyvinula napf. v pfirozenych jazy-
cich. Kdyz uvidime v textu slovo ,pfelkep”, asi se domyslime, Ze to mél byt ,preklep”. (Zavisi
oviem na kontextu, nebot zde bylo schvalné napsano ,prelkep®, abychom demonstrovali preklep.)
Diky redundanci miZzeme rozumét hovoru i v hluéné mistnosti, kde nezachytime vechny hlasky
a nékdy preslechneme i celé slovo. (Ale §patné se to daff v cizim jazyce, kde redundanci neumime
jsou piipady, kdy ji potfebujeme, napf. slovu ,RADIM" miZeme riznym doplnénim diakritiky
dat ¢tyfi rizné vyznamy. V tomto p¥ipadé je redundance mald. Naproti tomu v umélych kédech
se obvykle dba na to, aby byla dodrZena ur¢itd minimaln{ vzdalenost mezi nejbliz&§imi slovy, ktera
dovoluje rozpoznani chyb a piipadné i jejich opravu. K tomu se obvykle pouzivé tzv. Hammingova
vzddlenost, coZ je podet znakil, v nichZ se lis{ dva stejné dlouhé Fetézce (slova). Nejjednodussim
zabezpedenim je tzv. paritnd bit, tj. jeden bit binarnfho slova, vypoéteny z ostatnich bitd tak, aby
podet jednidek ve slové byl vidy lichy (nebo vidy sudy, podle dohody). Pokud podet jednicek
neodpovidé odekavani, vime, Ze jde o chybu, i kdyZ ji v tomto pfipadé neumime odstranit. Paritni
bit nenese pii bezchybném prenosu zadnou informaci (z ostatnich bitd jiz vime jeho hodnotu),
je nositelem redundance. Ov8em pfi chybdch pFenosu muZe prinaSet informaci o tom, Ze chyba
nastala.
Teorie informace déva uZiteCny nastroj i pro feSenf nékterych kombinatorickych problémi.

Priklad 7.1.13: Z n minci je jedua téz8i nez ostatni. K jejimu uréeni mame rovnoramenné vahy.
Z kolika minci miZeme jednu vadnou urcit pomoci 3 vazeni?

mace z{skdme (ndhodny pokus bude mit nejvétsi entropii), budou-li viechny 3 vysledky stejné
pravdépodobné. (Inforinaci z jednoho vaZzeni miizeme vy¢islit jako log, 3 = 1.585 bit1, ale snazsi
bude poéitat piipady, které je t¥eba rozlisit.) Posloupnost 3 vaZeni miize dat celkem 3% = 27
moznych vysledkl, miZeme tedy pfipustit maximalné n = 27 minci, z nich? pravé jedna je t&731.
Pfi prvnim vézeni dame na kazdou misku 27/3 = 9 minci, ¢im? zajistime stejnou pravdépodob-
nost v8ech 3 vysledkt. P¥i nerovnovéaze déle hleddme mezi mincemi na té misce, ktera byla t878i,
pii rovnovéaze mezi zbyvajicimi. V kazdém pripadé mame 2 vaZen{ na uréenf jedné z 9 minci, dale
postupujeme analogicky. Pii men§im podatednim podtu nez 27 postupujeme obdobné; i kdyZ nenf
délitelny tfemi, stadf nam zajistit, ze zbyvajicich k vaZeni nemusi rozlisit vice nez 3 moZnosti.
d

Priklad 7.1.14: Ze 13 minci m4 jedna jinou hmotnost neZ ostatni; nevime, zda je téZ3i nebo
lehéi. Jak ji uréime pomoci 3 vaZenf na rovnoramennych vahéach?

Resent: Mame a7 27 mozuych vysledkd, pomoci nichZ méme rozlisit ze 13 moZnosti. Zd4 se, Ze
mame nadbytek informace, nebot se nestarame o to, zda je vadna mince t&28{ nebo lehéi. Nicméné
to ma vliv na vysledek a ve skuteCnosti to na konci budeme védét, pokud se vadna mince objevi
aspoh jednou na véze. (NejvySe jedna mince miZe zistat nevaZena, abychom ji mohli odlisit
od ostatnich.) Pokud tedy pfiddme i znaménko odchylky, mame celkem 26 moZnych vysledki,
které povaZujeme za stejné pravdépodobné. Z nich rozlisime alespofi 25 (z nichZ jedna ma 2x
vétsi pravdépodobnost nez ostatni). Po této ivaze uz ndm mnoho nadbyteéné informace nezbyva.
Z cvitnych divodi rozdil vyéislime, 1 kdyZ pro vlastni fedeni tlohy stadf opét hlidat, Ze pomoci
zbyvajicich k vaZeni mtizeme rozliit nejvyse 3% mo¥nosti.

Uréité nemuzeme ziskat vice informace nez 3 logy 3 = 4.755 bitli. Rozli8eni 26 stejné pravdé-
podobnych vysledkl by vyZzadovalo log, 26 = 4.700 bitfl. Pokud dva z nich slou¢ime dohromnady
(jejich pravdépodobnost bude 1/13), pak se entropie podle &tvrté vlastnosti z tvrzeni 7.1.8 snfzi
0 1/13 -1 bit, tj. na 4.700 — 1/13 = 4.623 bitd. Mame tedy rezervu pouze 4.755 — 4.623 = 0.132
bita.

Rezerva ndm dovoluje pouZit i takova vaZeni, pfi nichZ nejsou viechny 3 mozné vysledky stejné
pravdépodobné. To musime pfipustit jiZ pfl prvaim vaZeni, nebot polet minci neni délitelny
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tfemi. Tomuto idedlu se musime aspon pfiblizit. Dame-li na kaZdou misku vah 5, 4, resp. 3
mince, docilime entropii v bitech

3 5 5 3 3 5 5
W2 2 2 ) =~ log, = 2. 2 log, — = 1.540.
Z<13'13-13> 13 8213 713 O3
5 1 5 5 4 1
W2 2 2 2 2 log, 2 2 D logy & = 1577
1(13 13 13> 13 %213 “ 13 %21z Y
73 3 7 7 3 3
} —_—— —— :——1 O‘_«,—-—Q-—lo,—)—:l__’lr’-
z<13 13 13) 13 %213 413 g T oY

To vie by bvlo dostatecné blizko teoretického maxima

111
R R e
3733 "3

aviak my potlebujeme zajistit. abv 1 munimdlnd ziskand informace dle vzorce (7.2) byla dosta-
tetna. Ta je nejvetd! v prynich dvou pifpadech, kdy ziskdme informaci alespoil — log, % =1.379
bitt. Aui to v8ak nestadf. To lze poznat i z pocCtu zbyvajicich moZnosti. Pokud dame na kazdou
misku 5 minci a rovnovaha je porudena. pak bud je jedna z 5 minci na jedné misce t&Z3f, nebo
jedna z 5 minef na druhé misce lehéi. To je 10 pifipadi. které nemuzZeme rozligit zbyvajicimi
dvéma vaZenimi.

Jedina zbvvajicl moZnost je dat pfi prvnim vaZen{ na kaZdou misku 4 mince. P¥ nerovnovéze
zbvva 8 .podezielych” minci a pro kazdou z nich vime, jaké znaménko by mohla mit jeji odchylka
hmotnosti. Rozlidime je tak. Ze priblizné tfetinu z nich ddme stranou, tfetinu nechdme na stejné
misce a tfetinu ddme na opa¢nou misku neZ pfi prvnim véaZeni. ProtoZe 8 nenf délitelné tfemi,
rozdélime podezfelé mince na skupiny po 3,3 a 2 mincich. Pfipadny rozdil v po&tu minci na
miskach dorovname pomoci zarudené spravnych minci. které se nencastnily prvnfho vazeni. Pri
tietim vaZeni uZ snadno wréime jednu ze t¥{ minct.

P rovnovize v prvnim vaZen! ndm zbyva 5 podezfelvch minci, tedy 10 moZnosti, z nichz
vsak stadi rozligit 9, pokud jedna mince nebude nikdy vazena. To dava nadéji na feSeni. Entropie

1 .
-8 0 logy — — = logy, - = 3.122

ot —
[0

1 1 1 1 1 1 1 1 1\ 1
10

10°T0°10°'10'10°10°10°10°5) =

je pod teoretickym maximem informace ze zbyvvajicich 2 vaZeni,

111
2h<§§§> :—2'1Og2

Presto byvchom z 5 dosud nevdzenyeli minei nemohli dvéma véZenimi urcit vadnou, nebyt toho,
Ze manie po pryvnim vazeni k dispozici dostatek minci, o nichZ vime, Ze jsou spravné. Do druhého
vazeni vezmenie priblizng 2/3 zhvvajicich 5 podezfelych minci. konkrétné 3. Pfi nerovnovaze
dokoné¢ime jako v pfedchozim pripadé. Pfi rovuovaze zbyvajl 2 mince, z nich? jednu porovname

= 3.170.

w|

s nékterou spravnou a dostaneme odpoved.

A¢ se jednd o kombinatorickou tlohu. méreni informace zde dovoluje jednoznaéné rozhodnuti,
ktera strategie muze vést (a vede) k cili. Misto entropie dle vzorce (7.3) bychom vZak vystadili
v kazdém kroku s kontrolou. zda nenf vice nez 3* moznosti, které zbyvé rozlisit pomoci k vaZeni.

O

Jeduim ze zakladnich pFiuosi kybernetiky je, Ze informace se d& méfit a Ze jeji st¥edni hoduota
— entropie - se da vyéislit pomoci Shannonova vzorce. Tim dostdvame mj. kritérium a navod pro
vhodné usporadani ndhodného pokusu. kédovani. kompresi dat apod. Navic mé pojem entropie
vyznam i napf. ve statistické mechanice.
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Pl

7.2 Entropie spojitého rozdéleni

Pro spojité rozdéleni nelze predchozi uvahy pouzit. I jediné realné ¢islo (realizace spojité ndhodné
velidiny) obsahuje v tomto pojeti nekone¢nou informaci. Z praktického hlediska naraZi tento
pistup na problémy. Proto se zavadi jing pojem entropie, ktery je formAalné podobny. Entropie
spojitého rozdéleni, nebo téZ spojité nahodné velid¢iny X s hustotou fx je

HX) = [ it @) du,
kde

0 o u =0,
() = o (7.4)
—u logyu  jinak.

Entropie spojité nahodné veli¢iny nemusi existovat, pokud prisludny integral nekonverguje.

Ze se jedné o uplné jiny pojem neZ v diskrétnim p¥ipadé, je patrné uz z toho, Ze tato entropie
miZe byt zéporna. Je to tim, Ze hustota muaZe byt vét3 neZ 1. a pak je jeji logaritmus kladny.
Dalsi rozdil je v tom, Ze neplati analogie tvrzeni 7.1.7: kdyZ zobrazime hodnoty nahodné velifiny
prostou funkei, entropie se mizZe zmeénit.

Priklad 7.2.1: Necht nahodna velidina X méa spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu {(a,b).
Jeji entropie je

H(X)z(b—a)w(b 1a> — log, (b—a) .

Je-li » > 0, pak ndhodnéa veli¢ina r X mé entropii
H(rX)=logy(r (b—a))=H(X)+logyr.

Z toho je vidét, Ze libovolné realné ¢islo mize byt entropii spojité ndhodné veli¢iny, navic s rov-
nomérnym rozdélenim.

Cilem v8ak je spiSe porovnavani entropie riiznych rozdéleni. Vychazi napt. nasledujici zajimavé
vysledky:

Véta 7.2.2: [Apl. mat. 1978] Nejuétsi entropii md

1. z rozdélent na omezeném intervaly rovnomérné rozdélent,
2. z rozdélent na intervalu (0,00) s danou stredn{ hodnotou erponencidlni rozdélent,
3. z rozdélent na R s danou stFedni hodnotou a rozptylem normdini rozdélend.

Pojem entropie byva dale studovan v souvislosti s podminénym rozdélenim, kdy vyjadiuje,
nakolik znalost jedné nahodné veliciny vypovidé o jiné. Tyto vahy pfesahuji ramec nadcho textu,
Ctenal se vice dovi napf. v [Rényi 1966].

Jesté je tieba se zminit o jednom Shannonové kliovém pifnosu k teorii informace. Rika, e
v praxi lze veskerou informaci méfit (v bitech, jak jsme to délali u diskrétnich nahodnych velicin,
resp. nadhodnych pokust s koneéné mnoha vysledky). Je to tim, Ze nafe méfeni mé vidy ome-
zenou presnost, nemiZeme ve skutednosti rozlidit nespofetné mnoho vysledkd pomoct redlnych
¢isel, nebot nejsme schopni testovat rovnost redlnych &isel. Tak napf. televizni signal se nemén{
libovolné rychle (mé omezené kmito¢tové spektrum, uz kvili pFenosovému kanalu). Jednotlive
hodnoty jasu (resp. barev) lze rovnéZz nahradit kone¢né mnoha hodnotami (diskretizovat), aniz
bychom pozorovali rozdil, tj. ibytek informace. Na t&chto principech lze pak prenaget digitalizo-
vany signal v kvalité, na niZ piijemce nepoznd zadnou ztratu informace. Zbyva dodat, Ze tento
obecny princip Shannon formuloval v dobé, kdy analogové televize byla v pocatcich a digitalnf
televize v daleké budoucnosti. Jde o princip mnohem obecnégjsi platnosti. Diky nému se studium
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entropie spojitych nédhodnych velidin stdvad pouze teoretickou pomtdckou, zatimco entropie (in-
formace) diskrétnich ndhodnych velidin je b&Znym nédstrojem prace s digitalnimi signaly. ktery
umoziiuje mj. stanovit naroky na prenosové kanaly a pamétova média.

Entropie (informace) spojitého rozdéleni je zcela jiny pojem neZ u diskrétntho rozdéleni. Jejf
definice je formalné podobna, a z toho vyplyvaji i obdobné vlastnosti. Nicméné je potieba oba
pojmy dusledné rozlisovat.

Cviceni 7.2.3: V prikladu 7.1.14 ndm nic nebranilo dat na misky ruzny pocet minci. Jaka je
pravdépodobnost. Ze vadha bude v rovnovéze?

Resent: Bez dalsi specifikace nemuzeme odpovédét. Nicméne muze se to stat pouze tehdy, jestlize
odchylka hrmotnosti vadné mince je rovua .presné hmotnosti dobrych minci, o nez je na jedné
nmisce vice. Nebvlo zadano rozdéleni odchyvlky hmotnosti vadné mince, ale pokud je spojité, je
pravdépodobnost rovnovahy nulova. (Oviem za pFedpokladu. ze vaha dovoluje rozlisit libovolng
malé rozdily.) Proto jsme s touto moznost{ pfi feSeni nepoéitali. a

Cvi¢eni 7.2.4: Kolik informace je potfeba k uréeni pofadi (permutace) &k prvka? Reste pro
3.0, 10.

pw
I

o

w

Cviceni 7.2.5: Z miliénu obyvatel vybereme jeden tisic (na pofad{ nezdlezi). Kolik informace
je potieba k uréeni provedeného vvbéru?

Cvifeni 7.2.6: Niliodna velicina X mé diskrétni rovnomérné rozdéleni s celo¢iselnymi hodno-
tami 1.2.....100. Jaka je entropie ndhodnych velicin (a) X. (b) X/10. (c¢) veliciny X zaokrohlené
na desitky nahoru?

CviCeni 7.2.7: Video signdl ma rozliSeni 640 x 480 pixelu, v kazdé ze tfi barev se rozliduje
256 urovni. Frekvence snimki je 25 za sekundu. Jakou rychlosti (v bitech za sekundu) by se
musel prendSet signal. pokud by nebyl Zadnym zplasobem zkomprimovan? Kolik informace by mél
minutovy zaznam? Za jak dlouho by se zdznamem zaplnilo na disku volné misto velikosti 10 GB?
Pokud mame tento signal prendset informacnim kanalem. ktery nema dostatecnou kapacitu.
musime slevit z pozadavk a sniZit mnoZstvi prendsSené informace. Cim se to miZe projevit
u piijemce?

Cviceni 7.2.8: Alice a Bob hraji nésledujici hru: Bob si mysli celé ¢islo od 1 do 1000. Alice smi
klast pouze takové otazky, na které muZe Bob odpovédér .ano” nebo .ne”. Ma najit hledané &islo
pomoci 10 otazek. Navrhnéte vhodnou strategii. Kolik ¢&isel je takto moZno rozlidit & otézkami?
Co se zméni. jestliZze se Bob smi v jedné odpovédi splést? Jak se tloha zméni, jestlize Alice smi
fici ¢islo a Bobovy (pravdivé) odpovédi mohou byt .mensi*, .v8t3", ,stejné” (tj. porovna dané
¢islo s hledanym)?

Cviceni 7.2.9: Vypottéte entropii v pfikladu 7.1.4. Navrhnéte zpusob kodovani, ktery umozni
zkratit pramérnou délku zpréavy o visledku.

Cvicenf 7.2.10: Sedmibitové slova zabezpetujeme osmvym, paritnim bitem. Chyba kazdého bitu
nastava nezévisle s pravdépodobnost! p = 1073, Uréete pravdépodobnost (a) vyskvtu chybného
slova. {b) Gspesné detekce chyby, (¢) chyby. kterd nebude detekovana.

CviCeni 7.2.11: DokaZte, Ze diskretizaci diskrétn{ nédhodné veliiny se nezvysi jeji entropie.
(Navod: pouzijte vzorec 4 z tvrzenf 7.1.8.)

Cviceni 7.2.12: DokaZte. Ze funkce ¢ dand vzorcem (7.4) je konkavni. Urcete jeji maximum a
derivace v krajnich bodech.

7.3 Reprezentace ndhodnych veli€in v pocitaci

V praxi potFebujeme pracovat s mnohem 8irsl 8kdlou rozdéleni nez jsou ta, kterd jsou popsana
v knihach. Proto potfebujeme néastroje na jejich reprezentaci.
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Diskrétni nahodné veli€iny

Nabyva-li ndhodné veli¢ina pouze konedné mnohae hodnot ug, k& =1,...,n, staci k reprezentaci
tyto hodnoty a jejich pravdépodobnosti px (ur) = Px({ux}) = P[X = ug). Témito 2n lisly je
pravdépodobnostni funkce plné popsina (aZ na nepfesnost zobrazeni realnych ¢isel v pocitaci).
Jsou-li navic hodnoty napf. 1....,n, miZeme je popsat tspornéji nez pomoci n &fsel.

Pokud diskrétni nahodna veliina nabyva (spocetné) nekoneiné mnoha hodnot, musime je

* sdruzit do konetn& mnoha skupin; sdruZujeme zejména ty, které jsou mélo pravdépodobné. Pro

kazdé € > 0 lze vybrat konecn& mnoho hodnot ug, k =1,...,n, tak, ze Px (R\{u1, ...,un}) =
PIX ¢ {w1, ... ,un}] < . Zbyva viak problém, jakou hodnotu prifadit zbyvajicim (byt malo
pravdépodobnym) pfipadim.

Priklad 7.3.1: Pii studiu poltu déti v rodinich se sice vyskytuje jen maly pocet riznych hod-
not. ale neni zadna pevnd mez, kterd by nemohla byt prekrofena. Mohli bychom s rezervou
predpokladat, Ze vystac¢ime s hodnotami 0,1, ...,1000, ale reprezentace pomoci 1001 pravdépo-
dobnost{ by nebyla usporné, nehledé na to, Ze mnohé z nich jsou velmi blizké nule a nedovedeme
je smysluplné odhadnout. Navic pozndme metody (napf. x2-test dobré shody), které nemtizeme
pouzit, pokud né&ktery vysledek je pfilis8 malo pravdépodobny. Proto napi. ponechdme tfidy
0,1,...,9 azbyvajici hodnoty sdruzime do tiidy ,,10 a vice”. To vBak piind3f nové problémy, pro-
toZe posledni tfidé neumime prifadit odpovidajici hodnotu, vime pouze, Ze je vétS{ nei vechuy
ostatni. Tim se z kvalitativnf ndhodné veli¢iny stala pofadova.

Spojité nahodné veli¢iny

Hustotu mutZeme pfiblizné popsat hodnotami f(ux) v ,dostatedné mnoha“ bodech w, k =

1,...,n, ale jen za pfedpokladu, Ze je ,dostatedn& hladkd*. Zajimaji nds z ni spie integraly
typu
Uk+1
Fx (ugs1) — Fx(u) = / fx(v)dv,
Uk

z nichZ lze pfiblizné zkonstruovat distribu¢ni funkci. MdZeme pro reprezentaci pouZit piimo
hodnoty distribuéni funkce Fx (uy). Tam, kde hustota nabyva velkou hodnotu, potfebujeme volit
body blizko sebe.

Mizeme volit body ug, k= 1,...,n, tak, aby prirastky Fx(ur+1) — Fx (u) mély zvolenou
velikost. Zvolime tedy oy € (0,1), kK =1,...,n, a k nim najdeme isla 1y, = ¢x(ay). Tomu od-
povida piiblizna reprezentace pomoci konené mnoha hodnot kvantilové funkce. (Ve skuteénosti
reprezentujeme body grafu funkce, a je jedno, zda ji chapeme jako distribuéni, nebo kvantitovou,
ktera je v tomto pripadé inverzn{ k distribuéni.)

Pamétova naroénost je velka, zavisi na jemnosti gkily hodnot nahodné veliGiny, resp. jeji
distribucni funkce.

Casto je rozdéleni znadmého typu, pak stall doplnit nékolik parametrfl, aby bylo plné uréeno.
Mnohé obecnégjsi pfipady se snaZime vyjadfit alespofi jako smési ndhodnych velidin s rozdélenimi
zndmého typu. abychom vystadili s konetné mnoha parametry. Velice ¢asto se pouZivajl smési
normélnich rozdéleni (viz obr. 7.2},

SmiSené nahodné velidiny

Rozdélen! smiSené ndhodné velidiny lze priblizné popsat pomoci konedné mnoha hodnot distri-
bucni nebo kvantilové funkce jako u spojité ndhodné veli¢iny. Tento popis je v8ak pro diskrétni
cast zbytecné nepfesny. MuZeme pouZit rozklad na smés diskrétni a spojité nahodné veliginy
a reprezentovat kaZdou zvlast dle predchozich bodd. Pokud diskrétnf &ast nabyva nekonetng
mnoha hodnot, pak pouZzijeme rozklad na smés diskrétni a spojité nahodné velidiny s konecné
mnoha hodnotami (témi, které jsou nejdastéjsi) a ndhodné veliciny se smiSenym rozdélenim, jejiz
distribucni funkce ma4 sice nekonetné mnoho bodd nespojitosti, ale ménf se v nich jen malo.
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Obrazek 7.2. Hustota a distribuén{ funkce smési normalnich rozdéleni (slozky tence, smés tuéné)

Nahodné vektory

Reprezentace nahodnych vektora v pocitadi je obdobnd jako u nahodnych velidin, aviak s ros-
touci dimenz{ rychle roste pamétova narocnost. To by se nestalo, kdyby nahodné veliiny byly
nezévislé; pak by stacilo znat marginalni rozdéleni. Proto velkou tisporu paméti muZe pfinést i
podminéné nezavislost. Pokud najdeme Gplny systém jevil, které zajistuji podminénou ne-
zévislost dvou nahodnych veli¢in, pak muZeme rozdéleni ndhodného vektoru popsat jako smés
rozdéleni nezavislych ndhodnych velidin (a tedy tspornéji).

Alespon struéné jsme naznacili problémy, které v praxi pfindsi reprezentace rozdéleni ndhod-
nych veli¢in pomoci koneéného mnoZstvi udaji. Vyhnuli bychom se jim, kdybychom pouZivali
pouze vybrand rozdéleni charakterizovana malym pocltem parametri. To by vS8ak bylo pfilis
omezujici. UZiteCnym kompromisem je aproximace smési znamych rozdélent,

7.4 Generatory nahodnych &isel
Ruzné aplikace generdtord nahodnych éisel kladou velmi odlidné naroky na kvalitu a rychlost.

Priklad 7.4.1: Program (nap¥. anitivirovy) se méa pravidelné aktualizovat. Kdyby to v8echny
instalace délaly ve stejnou dobu, nap¥. o pulnoci, pfetiZily by server. Proto by mély vygenerovat
(v réamci omezen{ danych uZivatelem) nahodny ¢as aktualizace, a to bud pfi instalaci jednou
provzdy, nebo pf kazdém ukonCeni stanovit ndhodné cas pfisti aktualizace. Podobny princip
se vvuziva v komunikaci po siti Ethernet: pokud dva poditade zacnou posilat data ve stejném
fase, pfenos prerusi a za¢nou po uplynut{ ndhodného Casu, ktery je s velkou pravdépodobnosti
pro kazdy z nich jiny. Zde jsou naroky na rovnomérnost rozdéleni minimalni, zato potfebujeme
rychly algoritmus.

Priklad 7.4.2: Kvalita ndhodného generatoru je klitova pfi sifrovani. Obvykle generovani kédu
zalind nalezenim néjakého velkého prvodisla. Tim se vybere jedna Sifra z velkého mnoZstvi, coZ
ztézuje rozlugténi nepovolanou osobou. Pokud by viak generator ndhodnych (prvo-)disel genero-
val malo moznych kodi nebo s nerovunomérnym rozdélenim (které lze alespon z&asti predvidat),
pak maZe lustitel zkusit generovat kédy stejnym zplisobem a mé vétsi Sanci Sifru rozlustit. Proto
musi byt generdtor ndhodnych ¢isel pro Sifrovan{ velmi kvalitni a nepredikovatelny. To znamena,
Ze musi mit velkou entropii: ta zajistuje malou pravdépodobnost, Ze 8ifru rozlusti nékdo nepovo-
lany. Rychlost zde neni nejdulezitgjsi.

Diive slouZily k simulaci ndhodnych pokust tabulky nahodnych &fsel. Ty byly provéreny
muoha testy, zda nevykazuji néjakou zavislost. (Nejde jen o rozdéleni Cisel, ale i korelaci po
sobé nasledujicich &isel apod.) Nahodnym pokusem se vybral pocatecni prvek tabulky a pak se
pokracdovalo néasledujicimi prvky.
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Tabulky ndhodnych ¢isel by mohly byt nahrany v pocitadi. Nicméné obvykle se generujf
dyvnamicky dle potfeby, a to bud ndhodné, nebo pseudondhodneé. -

V generdtoru ndhodnyjch &isel nelze predpovédét vysledek, tj. za jinych podminek a na jiném
poditadi dostaneme jinou posloupnost. K tomu je potieba mit néjaky ndhodny (nedeterminis-
ticky) vstup zven¢i, nebot konstrukee i programové vybaveni po&itatl se naopak snazi o ma-
ximéaln{ determinismus. Existuji specialni hardwarova fedeni (napf. sumové diody) produkujici

ndhadnv signal. je oviem tézké kontrolovat jejich funkci. Pokud je neméame k dispozicl, pak
J (=} M

nahodnym vstupem mize byt napt. &as volani procedury &i jiny systémovy parametr zavisly
na vnéisich okolnostech. Samozfejmé si z Casu nevybereme rok; pak by mnoho opakovant dalo
tentyz vvsledek. PouZijeme Cas obvykle celf, rozhodné jeho poslednf Gislice. Pak i mala zména
¢asu muze zpuscbit velkou zménu vysledku. To je stejny princip jako v pfikladu 1.2.5; budeme
se s nim setkévat i nadéle. Primé pouzZit{ takového udaje viak pfindsi riziko, Ze nékteré hodnoty
se budou vyskyvtovat astéji. Pokusy s takovyra generatorem nejsou opakovatelné a je obtizné
zajistit shodu s poZadovanym rozdelenim. Proto se ndhodny vstup obvykle prepotitava vhodnou
funkei, kterd potladi nedostatky jeho rozdélent.

Zde se uplatnf princip z prikladd 1.5.11 a 1.5.12: pfipadné nedostatky generatoru se podstatné
zmen3i, pokud vygenerujeme vice vysledkl a rozt¥idime do vhodné zvolenych t¥id. V piipadé
binarnich vysledku bychom mohli testovat, zda pocet jedniek vy3el sudy nebo lichy. Vysledné
rozdélen! by pak bylo velmi blizké rovnomérnému.

Cast&ji se pouziva generdtor pseudondhodngch cisel. Jeho vysledky vypadaji na prvni pohled
stejné, ale kdyZ opakujeme postup za stejn¥ch podminek, dostavame stale stejnou posloupnost
¢isel, podobné jako u tabulek nahodnych ¢isel. Vypadajl tedy jako nahodné a pozorovatel by
nemél pornat rozdil, ale ve skutefnosti jsou deterministické. Pro takovy generdtor se nabizi
jednoducha myslenka. Ze provedeme nap?. néjaky vypolet s redlnymi &isly a pak za vysledek
vezimeme pouze lomenou ast, tj. cifry za desetinnou farkou. Pak vysledek znovu zobrazime
stejnou funkel a vezmeme lomenou &ast. Jde opét o princip z prikladu 1.2.5. Tim rekurentng
definujeme posloupnost: muZeme pritom pouzit 1 vice neZz jednu posledni hodnotu. Nicménd
laickd implementace tohoto postupu muze vést k vadnym vysledfim, napr. Ze program uvazne
na néjaké hodnoté a tu jiz neustale opakuje. Proto se pouZivaji dimyslngjs postupy.? Jsou
zaloZeny na aritmetice nikoli redlné, nybrZ celo¢iselné s omezenym po¢tem hodnot. Diky tomu
jsou vypolty piesné a nezavislé na hardwaru. Vysledna nahodna Cisla z intervalu (0,1) jsou
zlomky, jejichZ jmenovatel je pevné zvolené velké ¢islo. MoZné vzorce pro generovani 32-bitovych
néhodnych &isel jsou napfi.’

Uy = (1664525 2,1 + 1013904223) mod 2%,
vy, = (279470273 v, -1 ) mod (232 _ 5) '

Pokud v3ak poZadujeme deldi ndhodny tetézec, potfebujeme jiny generator, nestaéi tento zopa-
kovat. Lze zarulit, Ze postupné vyjdou vBechny mozné vysledky (kterych je konecény, ale velky
pocet) i posloupnosti ngkolika vysledka. Generovana posloupnost je nutné periodicka (nebot jeji
stav je urden konefnou informact), nicméné pouzitim sloZitéjdich rekurenci lze dosahnout peri-
ody, ktera daleko pfevysuje podet operaci, které pocita¢ za dobu své existence vykona. Nevhodna
volba konstant miiZe generator znehodnotit jako u generatoru RANDU, ktery se hojné& pouZival
zejména v 70. letech. Je zaloZen na rekurzi

Wy = (216 + 3) wy_1 mod 231,

zacinajicl od néjakého lichého &isla. BohuZel se uké4zalo, Ze kdyZ s nim generujeme body v trojroz-
mérném prostoru, tyto lezi v 15 rovinach.® To zpochybiiuje fadu publikovanych vysledki pomoci

* Viz napt. L'Ecuyer, P.: Random number generation. Chapter 3 of S.G. Henderson, B.L. Nelson (eds.), Si-
mulation, Elsevier Handbooks in Operations Research and Management Science, Elsevier Science, 2006,
ttp://www.iro.umontreal .ca/"lecuyer/papers.html
“?Viz [Press et al. 1986], http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_congruential_generator
® Viz napi. http://en.vikipedia.org/wiki/RANDU, [Knuth 1997), [Press et al. 1986].
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néj testovanych. Také napf. ndhodny generéﬁO“ ve stardich verzich systému Matlab (od verze 5
po 7.3) vykazoval nezadouci zéavislost vysledkd.”
1 Cisel nedéaval na vystupu vidy stejnou posloupnost, byva

jam
@]
[
=
o
O
o8
)
A
o3

Abyv generdtor pseu
ruzné inicializovén (coz odpovida volbé polatedni polozky z tabulky ndhodnych &isel). Pfi spus-
téni pak poZaduje pocatedni idaj (angl. seed nebo key), jehoZ délka (podet bitd) zavisi na pozado-
vaném poftu bith na vystupu & pozadované kvalité ndhodnych &isel. (U

I Umirnéné jsou pozadavky
ké ndely, kdy mé& mit zhruba tolik bita, kolik potfebu-
"t pouzit ndhodny uda} {jako vyse) nebo vstup od uZivatele

pro simulaci, extrémni pro k
jeme na V\”stupu.\ K tomu mt

(Casto jesté zpracovany jednodusSim ndhodnym generdtorem); druhé moZnost mé tu vyhoduy,
ze lze zvoht. zda pristl pokus bude probthat se zcela identickou posloupnosti néhodnych isel,

ebo s ngjakou jinou. Nevvhodou je moZnrost ovlivaén! vysledku a jeho predikee; nemohli bychom
I 1\ o napt. losovat loterii.

A JZ pouzivame néhodny, nebo pseudonédhodny generdtor, obvykle je jeho v¥stupem né-

ho d veliding 13 s piiblizné rovnomérmnym rozdélenim na (0,1) (obvykle diskrétnim s velmi
mnoha hodnotami v tomto intervalu). Jakékoll jiné rozdéleni dostaneme aplikaci jeho kvanti-

lové funkce na nadhodnou velitinu 117, ve skutednosti na kazdou jejl realizaci. Ndhodna velidina
gx {3171 md stejné rozdélen 1’ ako néhodné velifina X. Napf. pro nakodny generdtor s normo-
vanvm norméalnim rozdélenim m
rozdalent,

obejit nasle

‘éeme nouzit kvantilovou 11mkci &~ normovaného normaélniho
ntni a lze ji pouze numericky aproximovat. Tento problém lze

,4

Prikiad 7.4.3 (Boxova-Mullerova transformace): * Uvedeme postup, jak misto jedné na-
hodné veliciny s normovanym normélnim rozdélenim vygenerovat rovnou dvé, X a Y, a to
nezavislé. Tv mtZeme chapat jako kartézské soufadnice ndhodného bodu v roviné, konkrétné
nahodného vektoru. ktery mé dvojrozmérné normélnf rozdéleni se stfedni hodnotou v pocatku a
jednotkovou koreladni matici. Toto rozdéleni popfSeme pomoci poidrnich soutfadnic, thlu U a po-

méru R {coZ jsou opét ndhodné velifiny, ale s jinymi rozdélenimi). Hustota v bodé (z,y) € R2,

: 1 Py 1 ‘o
fxy(z,y) = 5= exp (————2--“/ = 5o P (—-2—

~
an N

zavisi pouze na kvadratu poloméru 72 = x? +y?, rozdéleni je rotatné symetrické kolem pocatku a

thel U ma rovnomérné rozdéleni, nap?. na intervalu {0.2 7). Zbyva vygenerovat polomér R s od-
povidajicim rozdélenim. Jeho kvadrat R? = X2 + ¥? ma rozdéleni x? (2) (podle definice tohoto
rozdéleni v kapitole B.2), coZ dle tvrzeni B.2.2 je exponencidlni rozdéleni Ex(2) s kvantilovou
funkel

gre (@) = qexoy (@) =—2In(1 —a) .

Tedy R méa kvantilovou funkei

gr (@) = Vgpz (o) = /-2 In(1 - @),

ktera se poéita snaze ne? kvantilovd funkce normalniho rozdéleni.
Cely postup je nasledujici: \»'\'Genﬂrujeme dvé nezavislé nahodné veli¢iny V, W s rovnomérnym
rozdéleniin na intervalu {0,1). Prevedeme je na polarni soufadnice s potfebnym rozdélenim,

U =27V,

R=qr(W)=+/—2In(1-W).

I

a prevedeme do kartézskych:

" Viz hvtp://uww.cs.cas.cz/"savicky/papers/rand2006.pdf nebo Savicky,P., Robnik-Sikonja, M.: Learning
random numbers: A Matlab anomaly. Applied Artificial Intelligence, pFijato k tisku.

80 praktické uZite¢nosti svéde, Ze tento algoritmus je popsan i v jedné z nejpouzivanéjsich u€ebnic pocitacového
vidéni, Sonka, M., Hlavac, V., Boyle, R.: Image Processing, Analysis and Machine Vision. 3rd ed., Thomson,
2007.
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X =RcosU,
Y =RsinlU.

Pak X, Y jsou nezavislé nahodné veliCiny s normovanym norméalnim rozdélenim. Misto 1 — W se
pouZiva p¥imo ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1) (misto V rovnéz).
Tento postup se nazyva Boxova-Mullerova transformace.’

Vsechna rozdéleni spojitych ndhodnych veliéin se lisi pouze (nelinearni) zménou méfitka. I dis-
krétni a smiSend rozdéleni{ dostaneme stejnym postupem. Dochézi sice k odchylkdm v bodech
nespojitosti kvantilové funkce, ale téch je spoetné mnoho (tvrzeni 3.6.4), takZe se s nimi setka-
vame s nulovou pravdépodobnosti.

Podobné implementace diskrétnich ndhodnych veliéin miZe poslouzit k simulaci jakéhokoli
néhodného jevu, ktery mé spofetnd mnoho moznych vysledkid. Jestlize (bez Gjmy na obecnosti)
otislujeme moZné vysledky pfirozenymi ¢&isly a vysledek k£ mé mit pravdépodobnost pg, pak
vypoclteme &isla

k
bo=>Y pj, keN,
7=1

vygenerujeme realizaci z ndhodné veliéiny X s rovnomérnym rozdélenim na (0,1) a pfevedeme
ji na vysledek k, kde k& je jediné &islo, pro které plati b1 < z < by. (Pfedpokladame by = (.)

Poéitatova realizace nahodnych veliéin je kli¢ova jak pro simulaci ndhodnych pokust, tak pro
zabezpeden{ dat. Generator mize byt nadhodny nebo pseudondhodny. Nelze spoléhat na laické
postupy a je t¥eba se drzet vyzkouSenych metod. Zejména pro kryptografii jsou poZadavky velmi
pifsné. Presto se i v profesionélnich generatorech obcas objevi chyby, kdy data vykazuji néjakou
nezadouci zavislost.

Cvi€enf 7.4.4: Navrhné&te zpusob, jak generovat (a) geometrické, (b) Poissonovo rozdéleni s da-
nym parametrem.

CviCeni 7.4.5: Navrhnéte zplsob, jak generovat rovnomérné rozdéleni na (a) kruhu, (b) kouli,
(c) sféfe (=povrchu koule), (d) trojuhelniku, (e) &tyFsténu.

® Box, G.E.P., Muller, M.E.: A note on the generation of random normal deviates. Annals Math. Statistics 29
(1958), 610-611. Lze se vyhnout i v¥poétu goniometrickych funkei za cenu opakovaného pouZiti ndhodného
generdtoru, viz http://en.wikipedia.org/wiki/Box-Muller_transform
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8. Zakladni pojmy statistiky

8.1 Na co je statistika

Dosud jsme predpokladali, Ze parametry pravdépodobnostniho modelu jsou znamy. To je mélo-
kdy splnéno.

Priklad 8.1.1 (cena opatfeni): Pl navrzich zmén plata, dahovych predpist, socialnich davek
atd. by navrhovatel mél soudasné pfedloZit odhad, kolik to bude stat (nebo kolik to pfinese).
Pfitom se muZe opirat jen o priblizné odhady souétu velkého podtu poloZek. Problém je, jak
shromazdit podklady pro kvalifikovany odhad.

Priklad 8.1.2: Na Sportce normalné sézejici prodélava, protoZe na vyhry jde jen asi polovina
sazek. JelikoZ vyhry jsou stanoveny podle poftu vyhercl. je vyhodnéjs! sdzet jinak neZ ostatnd.
K tomu potfebujeme védét, podle jakého modelu sézeji ostatni.

Priklad 8.1.3: U rulety se obé strany zajimaji, zda padaji vSechna &isla se stejnou pravdépo-
dobnosti, presnéji, jak velké jsou odchylky od rovnomérného rozdéleni. Jak to zjistit a jaké je
riziko chybnych zavéra?

I na to je statistika. Obecné je jejim tématem, jak z opakovanych pozorovani nahodného
pokusu stanovit odpovidajici pravdépodobnostni model. Jde tedy opanym smérem neZ teorie
pravdépodobnosti, kterd predpovida, jaké visledky lze ofekdvat u ndhodného pokusu s danym
pravdépodobnostnim popisem. Ve statistice pozorujeme vysledky a z nich se snaZime usuzo-
vat na pravdépodobnostni popis (tomuto postupu se ¥ika statistickd indukce, angl. statistical
inference). Vnitini charakteristiky modelu (napt. stfedni hodnota) jsou nam obvykle skryty a
doviddame se o nich jen nepfimo, statistickymi metodami.

Priklad 8.1.4: A. Z urny jsme vytahli 60 ¢ernych a 40 bilych kouli. Z toho usuzujeme, Ze
pravdépodobnost tazeni ¢erné koule je pfiblizné 60 %, tazenf bilé koule priblizné 40 %. Vzhledem
k ndhodnému charakteru pokusu vime, Ze skutetné rozdéleni kouli mize byt odligné, i kdyZ pak
by nas vysledek byl méné pravdépodobny. V tomto pfipadé se miZeme presvéddit otevienim
urny a spoéitdnim v&ech kouli. Je mozné, Ze v ni najdeme kromé Cernych a bilych tfeba zelené
koule, nékolik minci a karet a dalsi objekty, které nebyly dosud nikdy taZeny.

B. Zkouméame ryby v rybnice; z ulovenych usuzujeme na vyskyt jednotlivych druht. I zde
bychom mohli vypustit rybnfk a spo&itat vSechny ryby, ale mozna nam to majitel nedovoli.
Kdyby &lo o ryby v fece nebo v mofi, neméli bychom ani tuto moZnost.

C. Fyzik studuje elementéarni ¢astice, které pfilétly z vesmiru. O jejich skutedném zastoupeni
ve vesmiru miZe délat jen statistické tsudky. Zachyceni nékterych Castic je tak vzacné, Ze je ani
nemuze statisticky vyhodnotit.

Teorie pravdépodobnosti nadm radi, jak se G¢elné chovat ve svété, ktery se chovd ndhodné.
Pfitom vychézi z vétsinou nesplnéného predpokladu, Ze vime, jak ndhodné se chova, tj. Ze zname
zakonitosti, byt pouze pravdépodobnostni. Naproti tomu statistika se snazi tyto zdkonitosti odha-
lit a kvantifikovat na zakladé pozorovani skutednych jevii. Proto teprve v kombinaci se statistikou
dostavame plnohodnotny prostfedek, ktery nam radi, jak se chovat v redlném svété. Napf. nam
miize poradit, jakou 1é¢bu zvolit pfi danych pfiznacich nemoci. P¥itom ov8em vychézi z predpo-
kladu, Ze n4s pfipad mé néco spoletného s mnoha daldimi, které byly v minulosti sledovany. (,,co
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bylo dobré pro ostatni, bude dobré i pro mé&*). Tato argumentace mé své slabé stranky. MiiZe se
stat, Ze analogie selZe a lék nam naopak uskodi. Teprve shromézdénim dostatedného mnoZstvi
podobnych pfipadd pak nékdo odhali, Ze nékteré osoby jsou na lék alergické, a moZna se je nau-
¢ime i rozpoznavat. Statistika neni pouZitelné ke studiu #dkijch jevi, které nastavaji s tak malou
pravdépodobnosti, Ze nemame dostatek pozorovan{ pro uplatnéni statistickych postuput. I proto
je napf. problém védecky studovat kulové blesky, extrémy podasi apod.

Priklad 8.1.5: Statistika nam dovoluje vytipovat druhy zvifat ohroZené vyhynutim, ale nece-
kejme od ni odpovéd na to, zda n&jaky Zivotisny druh jiz vyhynul.

Dal3{ potize statistického vyzkumu (vyplyvajici napt. z nedostatku Zasu a dalgich prostfedki)
dobre popisuje [Rogalewicz 2000, str. 99].

Predmeétem statistiky je zkoumani spolecnych vlastnost{ velkého poctu obdobnych jevid. Pfitom
nezkoumame vSechny. ale jen vybrany vzorek (kvuli cené testu, jejich destruktivnosti apod.).

Poznamka 8.1.6: G K. Chesterton se v citatu z ivodu kapitoly 4.3 zabyva ptipadem, ktery nent
predmétem statistiky. Jestlize méame pouze dvé hodnoty, popiSeme je vyctem. Statisticky popis
se uplatni teprve tehdy, kdyZz mame velké mnoZstvi dat a chceme stru¢né vyjadrit podstatné
zékonitosti z nich vyplyvajici. Jedné se vlastné o extrémni formu ztrdatové komprese dat.

Stejné jako v jinvch védéach, zakladnimi postupy jsou pozorovdni a pokus. Ve statistickém
pokusu se za predemn stanovenych podminek snaZime posoudit platnost hypotézy. K jeho korekt-
nimu provedeni je potieba splnit fadu poZadavku.

Poznamka 8.1.7 (nékteré zésady statistického experimentu): Statisticky experiment je
nutno predem peclivé pripravit — rozhodnout, co se bude testovat, na jakém velkém souboru a
podle jakych kritérii vybraném, jaké veliiny budeme mé¥it (nebo jak formulované otdzky bu-
deme klast). Je potfeba dopfedu stanovit metody a kritéria pro vyhodnoceni, aby se predeglo
nezadoucim efekttim s dodateénym vyhodnocenim jin¥mi postupy, tfeba obvyklymi, ale ulelové
zvolenymi. Vybér souboru je velmi naroény a didleZity pro dosaZeni co nejobjektivnéjsich vy-
sledkd. Teprve pak lze pfistoupit ke sbéru dat. Na tom se Casto podili vice lidi. Ti maji mit jen
takové informace, které jsou nutné pro jejich roli v experimentu. PoZaduje se pokud moZno tzv.
dvojité slepy erperiment. Napl. testujeme-li i¢innost léku, pak jej podavame jen Casti pacienti,
ostatni dostavaji neidinnou nahrazku (placebo). P¥itom ani pacient, ani léka¥ nevédi, ktery z pa-
cientl dostava lék, a nemohou tedy védomé ovlivnit vysledek. Navic mus{ byt rozdéleni do obou
skupin provedeno natolik ndhodné, aby se maximélné omezilo zkresleni jinymi vlivy.

Pokud neméame pfedem zformulovanu hypotézu, kterou chceme testovat, pak si musime pone-
chat &ast vzorkd jako tzv. kontrolni skupinu. Jestlize prvai vyzkum vykazal nap¥. néjakou novou
zévislost mezi dvéma nahodnymi veli¢inami, pak bychom néasledné méli ovérit, zda i v kontrolni
skupiné (disjunktni s predchozi) tato zavislost plati (je statisticky vyznamnéa). Tim se vyvaru-
jeme predCasného piijeti nedostatedné ovéfenych zavérd na zdkladé vysledkd, které mohly byt
statistickou chybou.

Casto nelze zasady pokusu dodrzet. Napf. téZko muzeme zaiidit. aby pacient nevédél, zda
byl nebo nebyl operovan. Nékteré pokusy by trvaly nepfijatelné dlouho nebo mély katastrofalni
nasledky (napf. experimentéln{ posouzeni vlivu lidské &innosti na globalni oteplovani). Pak se
musime spokojit s pozorovanim. To byvéa snazsi, ale o to opatrnéji se musi vyhodnotit. Pokud
dodatecné zjistime zajimavé souvislosti v datech, je potfeba se vyvarovat unahlenych usudkq,
povazovat to za hypotézu a hledat udaje z dalsich podobnych situaci, nez uéinime jakykoli zavér.

Priiklad 8.1.8: Po ztroskotani Titanicu se ukazalo, Ze piibuzni cestujicich prokazatelng poslali
pfedem asi 300 dopisd, v nichz vyjadiuji pfedtuchu, Ze plavba $patné dopadne. U jiné podobné
velké lodi, Normandie, byvlo prokédzano zhruba 500 takovych dopist. Normandie ovéem doplula
bez nehody.! ‘

! Vinal, O.: Pro¢ lidé radi v&ii garlatdnim a neradi védeim? Prednaska v Ceském klubu skeptikit Sisyfos,
20.12.2006.
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Lze ¥ici, Ze statistika je dohodnutou metodologii védecké prace, kterd prispiva k objektivnimu
porovnani vysledki. Plni tlohu arbitra a zabrafiuje neplodnym debatam o tom, kdo mé pravdu,
pokud tato neni zfejma. Statistické postupy se mohou mylit, ale jsou navrZeny tak, abychom
chybné zavéry prijimali s velmi malou pravdépodobnosti.

Podle udelu se statistika d&li na popisnou (deskriptivni, angl. descriptive statistics), kterd
se snaZi ucelné a nazornd popsat skutecnost, a induktivnd (angl. inferential statistics), kterd se
pokousi &init zévéry o platnosti hypotéz, souvislosti ndhodnych veli€in apod.

Zde se zamé&Fime na nasledujici témata (kterd nevyCerpavaji vSechny oblasti statistiky):

e Odhady charakteristik a parametrt pravdépodobnostniho modelu
¢ Testovani hypotéz

Tim se omezujeme na tzv. konfirmacnid analyzu, pfi niz sami formulujeme hypotézy a od
statistiky ofekévime posouzeni jejich platnosti. Za rémcem této knihy zustava exploracnd analyza,
ktera se naopak z dat snaZf automaticky generovat hypotézy.

Poznamka 8.1.9 (minumum historie): Zkoumdni rozséhlych dat (hlavné o arodé) se vénovali
jiz stafl Egyptané. Nicméné za polatky matematické statistiky je povaZovano pouZiti metod
vyrovnavaciho poctu k co nejpfesnéjsimu vyhodnoceni vét§iho pottu nepfesnych méfeni, zejména
pro ucely astronomie. Tim se zabyval jiZz G. Galilei (1564-1642). Metodu nejmensich &tverca
objevili na pocatku 19. stolet{ nezavisle hned t¥i védci, A.M. Legendre (1752-1833), R. Adrain
(1775-1843) a K.F. Gauss (1777-1855), ktery pomoci ni pfedpovédél pohyb planetky Ceres.
Regresi zavedl a v genetice vyuzil synovec Ch. Darwina F. Galton (1822-1911). W. Gossett (1876~
1937) polozil zaklady priumyslové statistiky. Jeho jméno nen{ piilis znamé; jako profesionalni
sladek a amatérsky statistik publikoval své prace pod pseudonymem Student. Za zakladatele
moderni statistiky byvad povaZovan K. Pearson (1857-1936), kterému vdéiime za Fadu be&ine
pouZivanych testii a postupti. Pfitom jeho aktivita spada na pfelom 19. a 20. stoleti, tedy jesté
pfed Kolmogoroviv pravdépodobnostni model. R.A. Fisher (1890-1962) pfispél nejen dal§imi
testy a metodou maximaln{ vérohodnosti, ale také zidsadami planovan{ pokusi. Dalsi didlezity
impuls dalo rozvoji statistiky ve druhé poloving 20. stoleti nasazeni poditati. Diky nému se
staly schidné mnohé difve nepouZitelné postupy a zpracovani rozsahlych dat se stalo b&Znou
soucdsti prace v fadé obort. Velkou inspiraci a vyuZiti poskytly statistice hlavné sociologie a
pojistovnictvi.

Statistika poskytuje daleko vic neZ zpracovani dat — nastroj pro zkoumani svéta, pro hledanf a
ovétovani zavislosti, které nejsou zjevné. V tomto sméru je nenahraditelnym pomocnikem témsf
v8ech ve€deckych disciplin, a proto by kazdy vzdélany ¢lovék mél mit aspofi minimalni znalosti
o tom, co statistika poskytuje, co naopak nenabizi a jak interpretovat jeji vysledky. V bé&zném
Zivoté se setkavame s prekvapivé mnoha chybnymi vyklady statistickych udajt.

8.2 Nahodny vybér
WVdechny lidi, bohuzel, navstivit nemtZzeme.“
Viaclav Havel: ZtiZena moZnost soustiedéni

Znamy dramatik mé pravdu. Z této skutetnosti vychéazi statistika jako levnéjsi nastroj pro
ziskan{ informaci o celku.

Priklad 8.2.1: Chceme odhadnout volebni preference. Misto dotazovani viech voli&i se zeptame
vybraného vzorku nékolika tisic respondenti a na zékladé ngj udélame tsudek. Neni to tak pfesné,
ale je to levngjsi a rychlejsi.

Priklad 8.2.2: Pro nastaveni clony digitalnfho fotoaparatu chceme zjistit, jaké jsou drovné jasu
v jednotlivych pixelech. NepouZijeme-li k tomu vSechny, miZzeme dostat pfiblizny odhad rychleji.
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Priklad 8.2.3: Pro testovani zivotnosti zafivek odebereme ¢ast produkce pro (destruktivni)
testy a z vysledkd usuzujeme na Zivotnost téch zafivek, které jdou do prodeje.

Spoleénym znakem uvedenych prikladd je to, Ze mame velky soubor objektd, na nichZ m3-
Iime uréité veliiny (pfedpokladejme, Ze jsou pro kazdy objekt pfesné dany a nejsou ndhodné).
Néahodnost je pouze ve vybhéru mengtho vzorku, na zékladé ného? odhadneme vlastnosti celku.
Rozlisujeme:

e zakladni soubor (nazyvany téZ populace), tj. mnoZinu viech objekt1i, o nichZ mame vypo-
vidat,
e vybérovy soubor, tj. mnozinu téch objektd, na nichz zkoumanou veli¢inu zméfime.

Nahodny vybér jednoho prvku zdkladniho souboru (s rovnomérnym rozdélenim) a stanoveni
odpovidajici hodnoty veli¢iny je nahodny pokus, ktervym je ureno rozdéleni ndhodné veliiny.
Opakovanym nezavislym vybérem uréime vybérovy soubor. Stanovenim hodnot veli¢iny na ném
dostaneme nahodny vektor, jeho? slozky jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim.

Definice 8.2.4: Ndhodny vgbér X = (X,....,X,) je vektor ndhodnych velidin, které jsou
nezavislé a maji stejné rozdéleni (angl. identically and indepently distributed, i.i.d.). Provedenim
ndhodného pokusu dostaneme realizaci ndhodného vybéru, © = (x1,...,2,) € R™ Cislon € N
se nazyvd rozsah vygbéru.

Nadéale znaéime nahodné veli¢iny a vektory velkymi pismeny a jejich realizace odpovidaji-
cimi malymi pismeny. ProtoZe vSechny distribuéni funkce Fy, jsou stejné, vynechavame indexy
a distribuéni funkei kterékoli slozky nahodného vektoru zna¢ime Fx; podobné pro dalsi charak-
teristiky nahodnych veliéin.

Poznamka 8.2.5: Vyjimetné budeme pouZivat i dvojrozmérny (vektorovy) nahodny vyber,
jehoz slozky jsou dvojice nahodnych veli¢in, ((X,Y1),...,(X,,Ys)), kde ndhodné vektory
(X, Ye), k = 1,...,n, maji stejné rozdéleni a jsou nezédvislé. Nicméné pEipoustime zévislost
mezi Xy a Yy (v rAmci jednotlivych ndhodnych vektort (Xg,Y:)) nezavislou na k = 1,...,n,
kterd bude pfredmétem sledovani. Kdybychom chtéli pracovat se dvéma nahodnymi vybéry
(X1,....Xn), (Y1....,Yy), ztratili bychom informaci o souvislostech, napf. o jejich uspofadani,
na kterém v piipadé jednorozmérného vybéru nezalezi.

Poznamka 8.2.6: Podle poznamky 1.3.8 neni podstatné, zda povazujeme vybér za uspofddany
nebo neusporadany. NMeéli bychom vdak rozlisit, zda se jedna o vijbér s vracenim, nebo vybér bez
vracent. PTi vybéru s vracenim bychom pripustili, Ze se néjaky objekt mize dostat do vybérového
souboru vicekrat. ProtoZe na ném vZdy dostaneme stejnou hodnotu méfeného parametru, poru-
8ili bvchom tim nezavislost. Mnohdy ani nelze vybrat jeden objekt vicekrat, protoZe test miiZze
byt destruktivni (napf. Zivotnost zafivek, pevnost mechanickych soudastek atd.). Také nepted-
pokladame, Ze by agentura navstivila stejného respondenta dvakrat v ramei stejného vyzkumu
nebo opsala jim vyplnény dotaznik. Proto obvykle vyluCujeme vicenasobny vybér stejného prvku
a pouzivame vybér bez vraceni. Ani to neni bez problémd. Vysledné rozdélen{ se mize ponékud
lisit od plvodniho, nebot dald objekty vybirdme ze souboru, v ném?z nejsou ty, které jsme jiz
vybrali, viz priklad 1.5.14. Tento rozdil se obvykle zanedbava, nebot

e rozsah zakladntho souboru nékdy nenf znam,

o pro velky rozsah zakladniho souboru (ve srovnéni s vyb&rovym souborem) nen{ podstatné, zda
Jjsme pouzili vybér s vracenim nebo bez vraceni (véta 1.3.9),

e vypolty se znacné zjednodusi.

Kli¢ovou roli ve statistice ma nasledujici ponékud prekvapivy vysledek, ktery zdtvodnime
pozdéji: Presnost odhadu je ddna velikosti vjbérového souboru, nikoli populace.
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Priklad 8.2.7: [Disman 2005, Rogalewicz 2000] V prezidentskych volbach v USA r. 1936 se
predpovidalo vitézstvi kandid4ta Landona rozdilem 14 %. Tento nazor podporoval i tydenik Li-
terary Digest na zaklad& svého priizkumu vzorku dvou miliénd voli¢d. Kdyz Franklin Delano Ro-
osevelt zvitézil drtivou vétdinou, bylo to prekvapenim pro mnohé, nikoli viak pro George Gallupa
(1901-1984), ktery takovy vysledek pfedpovédél na zékladé vzorku radové tisici respondentt.

V &em byl rozdil? Literary Digest vyhledaval voli¢e pomoci telefonnich seznami, adres drzi-
teld Fidigskych pritkazi, seznamt predplatiteld novin a Casopist atd. Do jeho vzorku se nedostaly
nékteré skupiny, které pak ovlivnily vysledek voleb (nezaméstnani, bezdomovei apod.). Naopak
Gallup pouZil tzv. kvdtni vybér, jehoZ sloZeni odpovida co nejlépe slozeni cilové populace v di-
lezitych hlediscich (vék, piijem, misto bydlisté, rodinné situace). Tato metodika se dnes pouziva
standardng a Galluptlv institut se zabyva statistickymi vyzkumy dodnes. Vznika naopak otézka,
jak je moZné, Ze Literary Digest uspé&l s pfedpovédmi v letech 1920, 1924, 1928 a 1932. Tehdy
byla politicka situace v USA stabilnéjsi neZ po hospodafské krizi, a tak o vysledcich rozhodovala
jina neZ ekonomicka hlediska.

Priklad 8.2.8: Vybereme-li pro prizkum 1000 z obyvatel Prahy, kterych je celkem pfes milion,
mé kazdy obdan pravdépodobnost o néco mend nez 1/1000, Ze bude vybrian do vybérového
souboru.

Nevadilo by, kdybychom vybrali pro prizkum 1000 z obyvatel Ciny7 kterych je celkem pfes
miliardu, takZe kazdy obéan mé pravdépodobnost o néco mensi nez 1/1 000 000, Ze bude vybran.
Muze se zdat, 7e takovy odhad je piilis hruby, bude viak stejné presny. (Ve skutecnosti nent
snadné urdit podet viech moingjch respondentd, viz pozn. 1.9.7.)

Naopak by vadilo, kdybychom vybrali pro prazkum 1000 ze 2000 zaméstnanci podniku. Nara-
zili bychom na problém, protoZze bychom uZz nemohli zanedbavat rozdil mezi vybérem s vracenim
a bez vraceni a nemohli bychom vyuZivat zjednodusujici pfedpoklady, za nichZ jsou zde uvedené
statistické metody odvozeny.

Slovo ,,statistika™ oznaduje nejen védni disciplinu, ale 1 nasledujici pojem: Statistika je (kazda)
mé¥itelna redlna funkce ¢ definovana na nadhodném vybéru libovolného dostatecng velkého roz-
sahu.,

Poznamka 8.2.9: Pozadavkem na dostatetny rozsah vybéru pripoustime duleZité statistiky,
jejichZ definice nedava smysl pro velmi malé rozsahy. Nemtzeme napf. odhadovat rozptyl z vybéru
o rozsahu 1.

Pozadavek méfitelnosti znamend, Ze pro kazdé u € R je definovana pravdépodobnost

PIG(Xy,.. ., Xn) S ul = Fox,,. xn) (W)
To nés nijak neomezuje; neméfitelné funkce sice existuji, ale nesetkdme se s nimi.

Typicky se statistiky pouzivaji k odhadim neznamych charakteristik ¢i parametrdl rozdéleni.
Pii jejich vypottu lze vychazet pouze z realizaci ndhodnych veli¢in. NemiZeme pouZit pi{mo
charakteristiky &i parametry rozdélen{, nebot ty nebyvaji dostupné pfimému pozorovani, viz
napf. pozn. 4.1.13.

Priklad 8.2.10: Statistikou mlzZe byt aritmeticky primér viech sloZek ndhodného vybéru. MaZe
to byt i jakykoli jiny pramér (kvadraticky, geometricky atd.), stejné jako maximum nebo mini-
mum a jakékoli funkce predchozich, napr. aritmeticky pramér nejvétsiho a nejmensiho prvku.
Tyto statistiky mohou napf. slouZit k odhadu stfedn{ hodnoty.

St¥ednf hodnota nemtZe byt statistikou, protoze to je charakteristika rozdéleni, ktera (mozna!)
objektivné existuje, ale nemtzZeme ji z ndhodného vyb&ru urdit, pouze o ni mizeme délat tsudky
zatizené pravdépodobnostni neurditosti.

Statistika jako funkce nahodnych velitin je rovnéZ ndhodnd velidina. Jako takovad miZe mit
stfedni hodnotu (obecné riznou od stfednf hodnoty rozdgleni, jez vygenerovalo ndhodny vybér)
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apod. Realizace statistiky (vypodtend stejnym postupem z realizace ndhodného vybéru) je rediné
éislo.

Zavedli jsme zakladn{ pojmy. které dovoluji pouZit aparat teorie pravdépodobnosti k popisu
statistického prizkumu. Vychodiskem je pojem néhodného vybéru, ktery je abstraktné chapan
jako vektor nezavisly¥ch stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in. Na ném jsou definovany funkce -
statist\ik}’ - které se naudime pouZivat pro vvhodnoceni vysledku.

e B




9. Odhady charakteristik rozdéleni

Castym cilem statistickych prizkumi je odhad neznamych charakteristik (napk. stfedni hodnoty
¢i rozptylu) nebo jinych parametri rozdéleni, které vygenerovalo ndhodny vybér. Casto budeme
hovofit pouze o odhadu parametrd, ale misto nich si lze pfedstavit i jakékoli charakteristiky
rozdéleni. Jako motivace mohou poslouZit pfiklady ze zacatku kapitoly 8.2.

9.1 Vlastnosti odhadd

Priklad 9.1.1: Pro odhad stfedni hodnoty muZeme pouZit

1. aritmeticky prumér v8ech sloZek ndhodného vybéru,

2. aritmeticky primér viech sloZek ndhodného vybéru vynésobeny &islem =I5, kde n je
rozsah vybéru,

3. aritmeticky primér nejvétsiho a nejmenstho prvku,

4. aritmeticky priimér viech sloZek nahodného vyb&ru kromé 10 % nejvEtsich a 10 % nejmen-
gich.

Veechny tyto statistiky jsou pouzitelné. Prvni je asi nejpfirozendjSim odhadem. Druha se
zd4 byt Epatnou alternativou aritmetického praméru, ale podobné myslenky mohou nékdy mit
opodstatnéni. (Navic zde potiebujeme ukdzat riznd Fesent, véetné nevhodnych.) Tusime, ze tieti
moZznost bude ,horsi*, nebot vyuziva informaci jen o dvou vybranych slozkéach a ignoruje ostatni.
Posledn! moZnost eliminuje vliv extrémnich hodnot; proto se napf. jesté na konci 20. stoleti p¥i
znamkovan{ vykont krasobruslaft pouzival podobny systém, kde se ignovorala nejvyssi a nejnizsf
znimka a ze zbyvajicich se pocital pramér.

Abychom popsali vvhody a nevyhody jednotlivych odhadd, zavedeme nejprve potfebné pojmy
a nasledujici znadeni:

¢ ¥ je nezndmaé skutetnd hodnota parametru (reainé cislo),
* O, je jeho odhad zaloZeny na ndhodném vybéru rozsahu n (statistika, ndhodnd veli¢ina),
o ¥, je realizace odhadu @, (realné ¢islo).

Indexy vyznacujici rozsah vybéru Casto vynechavame a znafime @, 4.

Poznamka 9.1.2: V angliéting se posledn{ dva pojmy rozlisuji snaze: odhad se nazyva estimator,
realizace odhadu estimate. Do CeStiny se ob8& tato slova Casto prekladaji odhad.

Definice 9.1.3 (vlastnosti odhadi): Odhad O, parametru ¥ na zdkladé ndhodného vybéru
rozsahu n se nazyvd

o nestranny (angl. unbiased ), jestlize E@n =4 (v opadném piipadé se nazyvd vychiyleny, angl.
biased),
o asymptoticky nestranny (angl. asymptotically unbiased ), jestlize lim E@, = 49,
n—0o0
e nejleps? nestranny (angl. the best unbiased), jestliZe ze viech nestranniych odhadi md
neymenst rozptyl,
e konzistentni (angl. consistent), jestliZe pro viechna € > 0 plati lim P Hé\n - 19’ > 6} =0,

n—o
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e eficientni (téZ vydatny, angl. efficient), jestliZe hodnota E ((én — 19)2> je mald,
e robusitnt (angl. robust), jestlize ddvd pouZitelné vysledky i tehdy, kdyz jsou nékterd data vadnd
(zatiZend Sumem nebo chybami).

Tvrzeni 9.1.4 (postadujici podminka pro konzistenci): Jestlize odhad O, parametry ¥ na
zdkladé ndhodného vibéru rozsahu n spliiuje podminky lim E@, = ¢, lim o5 = 0, pak je

n—oc [ Te"e) n
konzistentni.

Uvedené podininky konzistence jsou silngjsi, ale ¢asto pouZivané, nékdy se tak konzistence i
definuje [Rogalewicz 2000].

Eficience odhadu je relativni vlastnost rozlisujici odhady vice ¢ méné eficientni. Kritérium
E ((én - 19)2> = \MSE <én> se nazyvé stfedni kvadratickd chyba (angl. mean square error);
je Casto uZivanvin kvantitativnim métitkem kvality odhadu. Pro nestranné odhady se zjednodusi
na rozptyl, E <(én — 79)2> = D@, zatimco v obecném piipadé postihuje i vychylku odhadu.
S vyuZitim (4.11) ji lze vyjadrit

MSE(8,) =E((6, —9)?) = DB, — ) + (B, - 19))2 — DB, + (EG, —9)2.

Kdybychom i u wychylengch odhadu posuzovali pouze rozptyl, ten by byl minimaln{ pro kon-
stantnf odhad (jakykoli. nezavisly na datech!), coZ zfejmeé neni to. co chceme. Nejlep&i nestranny
odhad je ten. ktery je ze vdech nestranniych odhadl nejvice eficientni. (Mohou v3ak existovat
eficientnéjsi vychylené odhady.)

Robustnost odhadu (angl. robustness) je rovnéz relativni vlastnost, navic ne zcela presné
definovanéa. Pripisuje se tém odhadtm, které i pfi zaSuménych datech davaji spravny vysle-
dek®. Obvykle se definuje jako procentuéalni podil zasumeénych dat, pfi kterém metoda jesté dava
spravné vysledky, coz viak nebyva vidy disledné splnéno. (Vliv Sumu v datech nelze vétsinou
zcela eliminovat.) Nicméné je to velmi prakticka viastnost. Jejf uplatnéni vedlo k metodam, které
se snazi rozpoznat tzv. vychylené hodnoty (angl. outliers, tento termin se pouZiva i v Zesting),
tj. hodnoty, které se od ostatnich natolik lisi, Ze je povaZujeme za chybné a pro dalsi vypodet
nepouzivime. Vysledny odhad pak stanovujeme na zékladé téch dat, kterd priméfené odpovidajf
nasf hvpotéze (a pouze ji zplesiuji).

Pt¥iklad 9.1.5: Ukazme nové pojmy na odhadech z prikladu 9.1.1 (i kdyZ zatim bez pFesnych
argumentt). Prvnf odhad (aritmeticky primér) je nestranny. druhy je jeho nésobek &islem 75 #
1, tudiz je vychyleny, nicméné je asymptoticky nestranny. nebot nL—f-l — 1 pro n — oo, Oba jsou
konzistentni. Tret{ odhad (aritmeticky pramér maxima a minima) bude zfejmé méné eficientni a
také mélo robustni, nebot jedinad vychylena hodnota (outlier) jej mtuzZe zdsadné ovlivnit a velky
rozsah vybéru to nenapravi. Posledn{ odhad je naopak pokusem o zvySeni robustnosti. MuzZe viak
(stejné jako predchozi) byt vychyleny, pokud rozdéleni bude nesymetrické, tj. pokud budou mit

néhodné veli¢iny @, —E©,, a — <@n — E@n) (s nulovymi stfednimi hodnotami) riizna rozdéleni.

Formulovali jsine zdkladnf poZadavky na odhady parametri, pomoct nichZ mtzeme objektivné
posoudit vyhody a nevyhody raznych metod odhadu. Nynf probereme nejdilezitéjst tlohy.

9.2 Vybérovy primér
Priklad 9.2.1: Planujeme vyrobu nového produktu, potfebujeme odhadnout, kolik by ho spo-
tiebitelé koupili.

Asi nejéastéjsim dotazem na statistiky jsou ,primérné udaje’ charakterizujici zakladn{ soubor
(potitané ovsem z vybérového souboru). Typicky se pouzivaji k odhadu st¥edni hodnoty, ktera
byva skrytym parametrem rozdélen{ a nebyva piimo méfitelna.
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Definice 9.2.2: Vybérovy primeér z ndhodného vgbéru X = (Xq,..., X,) je

X:%ZXj.

j=1

Alternativni znadent: X, (pokud potFebujeme zdiiraznit rozsah vybéru). Realizaci vybérového
prameéru znadime malym pismenem:

1 n
=~ T;.
w2
j=1
Nezavisle na typu rozdéleni 1ze snadno dokazat nasledujici vlastnosti:

Tvrzeni 9.2.3:

- 1 &
EX, =~ ZEXzEX,
j=1
1 n
DX,=— > DX =-DX
ne < n
Jj=1
1 1
v =4/—-DX =— ,
ox. - \/HJX

kde EX = EX; atd. (pokud pfislusné charakteristiky existuji), takZe vybérovy primér je nestran-
nym konzistentnim odhadem stiedni hodnoty.

Poznamka 9.2.4: Realizace vybérového praméru vidy existuje, a to i tehdy, kdyZ pivodni
rozdéleni stfedni hodnotu nema. V takovém piipadé pfedchozi tvrzeni nelze pouZit; nemizeme
odhadovat neexistujici st¥edn{ hodnotu.

Dikaz predchoziho tvrzeni je jen procvicenim vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu. Konzis-
tence vyplyva z toho, ze vyraz DX, = %DX — 0 pro n — oo. Lidové se hovof{ o ,presném
souCtu nepfesnych &isel“, coZ je chyba, nebot soulet Z?:l X; mé rozptyl nDX — oo. Rela-
tivnd chyba souctu klesd, absolutn? roste. Bylo by tedy spravngjsi hovofit o ,pfesném priméru
neptesnych &sel“. V kombinaci s CebySevovou nerovnosti pro X, mizeme vymezit i rychlost
této konvergence:

Tvrzeni 9.2.5: Pro ndhodny vybér (X1,...,Xn) z rozdélent, které mad rozptyl, plat(

- DX,
P|X,-EX|z¢€] < 5= (9.1)

Konvergence
PlIX,-EX|>¢] -0

pro n — oo vychéz{ i za obecnéjsich predpokladt (X; nemusi mit stejné rozdéleni, ale musi
mit stejnou stfedn{ hodnotu a rozptyl a musi byt nezdvislé), coz je tzv. slaby zakon velkych
éisel (angl. weak law of large numbers). Naproti tomu silny zakon velkych &isel (angl. strong
law of large numbers) ¥ik4, %e pro n — oo konverguje vybérovy primér ke st¥edni hodnoté
s pravdépodobnosti 1 (coZ je nutno rozliSovat od jistého jevu).

Rozdéleni vybérového praméru (stejné jako souctu nahodnych velitin) miZe byt podstatng

lenf lze pouzit tvrzenf 4.7.15:

Véta 9.2.6: Vijbérovy primér rozsahu n z normalntho rozdéleni N(p, 02) md normdlni rozdélent
N (p, %02) a je nejlepdim nestranngm odhadem stredni hodnoty.
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Pro jina rozdéleni podobny vysledek plati alespofi asymptoticky jako disledek centralnf limitn{
véty (nebot rozdéleni vybérového priméru se od rozdélent soudtu lisf jen linedrn{ transformaci a
normovanim se sjednoti):

Véta 9.2.7: Necht <XJ>jeNf je posloupnost nezévislych ndhodnych velicin se stejnym rozdélenim
se stfedni hodnotou EX a smérodatnou odchylkou ox # 0. Pak rozdélent normovanych ndhodnyjch
velidin
— n —
Y, =norm X, = £ (X, ~-EX)
0x
konverguji k normovanému normdinimu rozdélent v ndsledugicim smyslu:

VueR: nlglgc Fy, (u) = nlirrolc Flomx, (W) =2(u).
Vybérovy prumér je daleko nejpouzivanéjsim (byt ne jedinym) odhadem stfedni hodnoty. Jeho

rozdéleni byva slozité, ale pro velky rozsah vybéru jej miZeme pfiblizné nahradit normalnim dle
centralni limitn{ véty.

Cviceni 9.2.8: Secetli jsme 10° &isel, ktera vznikla zaokrouhlenfm ptivodnich dat na 3 desetinn
mista. Odhadnéte smérodatnou odchylku souétu zplisobenou zaokrouhlenim.

Cviceni 9.2.9: Vysvétlete rozdil mezi vybérovym primérem a stfedni hodnotou. Pokud s tim
budete mit problém, zopakugte si kapitolu 4.1 a vratte se na zaddtek kapitoly 9.2. Zvldstni pozornost
vénujte pozn. 9.2.4.

9.3 Vybérovy rozptyl
Priklad 9.3.1: Nasledkem $umu méFicim pfistrojem naméfime pokazdé jinou hodnotu. Chceme
odhadnout velikost $umu.

Posoudime nékolik moZnych odhadd rozptylu a jejich vlastnosti.

Definice 9.3.2: Vybérovy rozptyl ndhodného vybéru X = (X1,...,X,) je statistika

1 _
S% = — (X - X0
Jj=1

Alternativni znacent: S?. Realizaci vyjbérového rozptylu znacime malym pismenem:

n

1 -
=D

=1

Tvrzeni 9.3.3:

1 <& n 2 1 & 1 i 2
S% = X2 - X% = X?——( X-). 2
X n—1]§ Ton-17" -1 =T (e ]; J (9.2)
Dikaz:
1 7t
2 a <
X =0T (X = Xn)? =
j=1
1 - 22X, — no =2
= X;-=="3'X X, =
n—1 J n—l,Z ]+n—1 n
j=1 7j=1
S——
nXn
1 i N =2
— X2 _ .
n—lj,:1 J o op—1"T"
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Tento vzorec se fasto pouZiva pro prakticky vypocet, zejména v kalkulatorech. Je totiz jed-
nopriichodovy, stadi si prub&zné stfadat ve 3 registrech n, Z};l X, Z;-L:I X; a nenf potfeba
ukladat viechna data. Pokud je vSak stfedni hodnota ve srovnani se smérodatnou odchylkou
velké, pak odeditame podobné velki kladna Gisla, ¢imZ zpdsobime velkou relativni numerickou
chybu. Mohli bychom dokonce dostat zaporny vysledek, ktery nemize byt spravny. Pokud zname
pfedem pfiblizné stiedni hodnotu, mize pomoci nésledujicl vzorec:

Tvrzeni 9.3.4: Pro libovoiné ¢ € R plat?

(X -9) (9.3)

1

Sg{:nil Z(Xj“cy_n(nl—l)(

Jj=1 J

Ditkaz: Jedna se o vzorec (9.2) pro vybérovy rozptyl ndhodného vybéru (X1 —ec,...,Xn —¢).
Stejné jako rozptyl, ani vybérovy rozptyl se pfi¢tenim konstanty neménf. ad

Pokud méame dobry odhad stfednf hodnoty, dosadime jej za ¢ ve vzorci (9.3) a odelitame
malé ¢islo
n

E(—Tzljl_) (Z (X; - c))z.

j=1

Toto &islo by bylo velké, kdyby byl velky rozptyl, ale v tom piipadé by i vysledek byl velky a
relativni chyba mala. Uzitim vzorce (9.3) mtZeme tedy sniZit numerickou chybu. Nevyhodou je
o néco vétsl sloZitost vypodltu, pokud ji nepfeneseme do predzpracovani dat, které stall zadéavat
v jiné stupnicl. (PFibliZnd znalost stFedni hodnoty nemiZe byt souldsti obecného algoritmu pro
vypoclet vybérového rozptylu, nicméné je v prazi béind. Obuykle se uZ podobnd ndhodnd velidina
nékdy studovala a miZeme pouZit vysledky pFedchozich vyzkumid. Nap?. o primérném platu mdme
rdmcovou predstavu, kterou novd data pouze upfesnt.)

Véta 9.3.5:
ES% = DX.
Dikaz: Ze vzorce 9.2
ES% = nilEXz— nilEXsz nil (DX+(EX)2~DXn— (E)_(n)2> _
- ;;%1‘ (DX + (EX)? - %DX - (EX)2> =DX.

]

Véta 9.3.6: Vybérovy rozptyl je nestranny konzistentni odhad rozptylu (pokud piivodni rozdélent
md rozptyl a 4. centrdlni moment).

Poznamka 9.3.7: Realizace vybérového rozptylu vidy existuje, a to i tehdy, kdyZ plvodni
rozdéleni rozptyl nema. V takovém pripadé predchoz! vétu nelze pouZit.

mované normalni rozdélenf N(0,1) a rozsah vybéru n = 2:

X=X1-2FX2,

- = X, - X
X1—-X=-(X—-X)= ———1—2——2 mé rozdélen{ N(O,%) ,

- - X -X2\° (X1 - X\?
§% =X -X)?+ (X, - X)?=2 <—1—_2> :(J_._?.) = U2
X ( 1 ) ( 2 ) 2 \/5 )
kde U = X—IJE—X-"’— mé rozdéleni N (0,1). Rozd&leni vybérového rozptylu S% je v tomto piipads
rozdéleni x? s 1 stupném volnosti. Obdobny vysledek plati obecn&ji:
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Véta 9.3.8: Pro vyhérovy rozptyl S% vybéru z normélniho rozdéleni N(EX,DX) md statistika
(n-1) 5%
DX

Poznamka 9.3.9: Citatel
n
(n—-1) Sk => (X, - X,,)°

j=1

rozdélent x*(n — 1) (rozdéleni x? s n — 1 stupni volnosti).

je soudet kvadrata odchylek od vybérového praméru.

Disledek 9.3.10: Rozptyl vijbérového rozptylu vibéru z normalniho rozdéleni N(EX,DX) je

DS% = —— (DX)? .
n—1
Dikaz: Rozdeleni x?(n — 1) mé rozptyl 2(n — 1). V¥bérovy rozptyl dostaneme vynasobenim
1—1) 573 DX

L { 15% . P
statistiky Y% konstantou 2£ ta se u rozptylu projevi v kvadréatu, proto
. DX n—1 PU pro)

A /DX 2 2
DS% =2(n—-1) < > = - (DX)? .

n—1 n —

a

Véta 9.3.11: Pro ndhodny vgbér X = (X1.... .. X,) z normélniho rozdélent je X nejlepsi ne-
stranny odhad stredni hodnoty, S% je nejlepsi nestranny odhad rozptylu a statistiky X, S5 Jsou
konzistentni a nezévisleé.

Vybérovy rozptyl je nejcastéji pouzivanym odhadem rozptyvlu, ale nikoli jedinym. Pokud
zname typ rozdéleni. mazeme odhadnout jeho parametry (nékterou z metod kapitoly 11) a z nich
stanovit stfedni hodnotu 1 rozptyvl. Kromé toho existuje i dalsi éasto pouZivany odhad rozptylu,
ktery je vychyleny. ale eficientn&jsi:

n —

1
Sk - (9.4)

n

~ 1l .. =
23{ = ; z&)&] - Xn)Q
i=1

(Jako bychom zapomnéli, Ze ve jmenovateli mé byt n — 1, a pouZili n, stejné jako u vybérového
pruméru.) Jeho realizaci budeme znacit Eg{. Je videét, ze pro velkd n nebude rozdil v obou
odhadech podstatny.

Véta 9.3.12: Odhad fi{ dle (9.4) je vychyleny konzistentn? odhad rozptylu.

Dikaz:

n—1

EX% = DX —» DX,

n

T2 - i %Ay Q2 . <. (n=132
2% mé rozptyl mensi neZ Sk, a to v poméru {2=4)°. 0

Eficienci obou odhadi rozptylu nemuZeme porovnat obecné; udélame to aspofl pro normding
~ . . ) .
rozdéleni. Eficience odhadu S% je

. 2 .
DS% = —— (DX)* .
SX n—l( )

Pro eficienci odhadu fﬁ( dostavame (jelikoz DX je konstanta)

D (&% —D‘X) + (B (5% —DX)>2 =D (&%) + (% DX)2 -

n—1\* 2 o 1 s 2n—1 9
_< - > —— (DX)"+ — (DX)* = =—— (DX)*.

i

E(X% - DX)?
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Zbyva porovnat racionalnf funkce:

2n-1<2 2
n2 n n-—1

Z toho vyplyva, ze odhad 2?%( je eficientnéjif nez S% (ktery je nejlepsi nestranny). Méme tedy
priklad toho. Ze eficience nejlepsiho nestranného odhadu nemusi byt nejlepsi mozna.

Piiklad 9.3.13: Jaky odhad rozptylu tvaru ¢, S%, kde ¢, je konstanta zavisld na n, je nejefici-
entnéjdi, pfedpokladame-li vybér z normaélniho rozdéleni?

Regent: =1 8% = L S0_i(Xj— X,)? . Lze tedy jit jesté dale nez ve vzorci (9.4). O
Poznamka 9.3.14: Vidime, %e mnohdy nenf snadné ¥ici, ,ktery odhad je nejlepsi” ZaleZ na

tom, jaké zvolime kritérium optimality, ale i na tom, co vime o rozdélent, z ného? ddaje pochézeji.

Seznamili jsme se s vybérovym rozptylem a jeho vlastnostmi. Jeho rozdéleni pro vybér z nor-
mdlniho rozdéleni popisujeme pomoci rozdéleni x2. Vybérovy rozptyl nenf jedinym pouZivanym
odhadem rozptylu; jeho vyhodou je nestrannost, nevyhodou muZe byt niZdf eficience.

9.4 Vybérova smérodatna odchylka

P¥iklad 9.4.1: Z pFfedvolebniho prizkumu jsou znamy preference jednotlivych stran. Ptame se,
nakolik se skuteéné vysledky voleb mohou lisit od téchto hodnot.

Druliym nejcastéj$im dotazem zadavateld statistickych vyzkumd, hned po ,primérnych hod-
notéach®, je jejich ,presnost”. Odpovime jim odhadem smérodatné odchylky, nebot ta ma nazor-
néjsi vyznam nez rozptyl.

Definice 9.4.2: Vybérovd smeérodatnd odchylka ndhodného vgbéru X = (X1,...,X,) je
statistika

n

Sx = /5% = nil DX = Xn)2

i=1

Alternativng znaceni: S. Realizaci vijbérové smérodatné odchylky znadime maljm pismenem:

Véta 9.4.3: ESx < ox.
Rovnost obecné nenastava:
Tvrzeni 9.4.4: Vybérovd smérodatnd odchylka je vychyleny odhad smérodatné odchylky.

Dikaz:

DX =ES% = (ESx)* + DSx > (ESx)? ,
N~
>0
ocx > ESx.

Rovnost nastava pouze pro DSx = 0. a
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Vychylenost vybérové smérodatné odchylky lze vysvétlit 1 nasledovné: Vybérovy rozptyl je
nestranny odhad rozptylu. KdyZ z rozptylu i vybérového rozptylu vypoditame odmocninu, apli-
kovali jsme nelinedrnf funkci, a ta zobrazi kladné a zdporné odchyltky odlidné, &imz vznikne vy-
chylka. (Stejny princip se pouztvd nap?. k demodulaci amplitudové modulovaného signdlu pomoct
nelinearity diody.)

Véta 9.4.5: Vybérovd smérodatnd odchylka je konzistentni odhad smérodatné odchylky (vokud
pvodnt rozdélent md rozptyl a 4. centrdln{ moment).

Vybérova smérodatna odchylka je hojné pouZivany odhad smérodatné odchylky, ktery viak
- na rozdil od vybéroveho rozptylu — nenf nestranny. Vyhodou je snazsi interpretace, nebot
vybérovéa smérodatnd odchylka se méri ve stejnych jednotkach jako pavodni ndhodnéa veli¢ina.

9.5 Vybérové obecné momenty

Pi#iklad 9.5.1 (kolik kapek je do litru, pokra¢ovani): Nahodn4 velidina R je polomér kapek.
Tézko se urcuje. Snéze zméifme objem zndmého poftu kapek. Z néj dostaneme odhad tfetiho
obecného momentu poloméru. viz piiklad 4.6.1. Pro dal3i pouZiti potfebujeme v&dét, jaké ma
tento odhad vlastnosti.

Zminime se o odhadech momenti nahodnych velidin.

Definice 9.5.2: Vyberovy k-ty obecny moment ndhodného vyberu X = (Xi,...,X,) je
statistika

1<~ o
j=

Alternativnf znaceni: M. Realizaci vybérového k-tého obecného momentu znadime malym
pismenem:

n
12:1;
Mk = — T .
X n 4 7
J=1

Vybérovy k-ty obecny moment je nestranny odhad k-tého obecného momentu:

Véta 9.5.3: Vybérovy k-ty obecny moment je nestranny konzistentni odhad k-tého obecného mo-
mentu (pokud plvodni rozdélent md k-ty a 2 k-ty obecny moment).

Diikaz:

1 n L L
EMyr == > EXf=EXF.

_ kL nyvk_ k\2 K2\ _ 2k _ k2
DMyi = =3 nDX* = ~DX* = (E(X)—(EX))_ (Bx (EX)).

3=

1
n
O

Poznamka 9.5.4: Realizace vybérovych obecnych momentt vidy existuje, a to i tehdy, kdyZ
plvodni rozdélenf tyto momenty nema. V takovém pfipadé pfedchozi vétu nelze pouZit.

Vybérové obecné momenty slouzi k odhadu obecnych momentd. To vyuZijeme k odhadu
parametri rozdéleni metodou momentt v kapitole 11.1. Obdobng lze zavést a pouZit vybéroveé
centralni momenty.
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9.6 Histogram a empirické rozdéleni

Priklad 9.6.1: Abychom spravné nastavili clonu fotoaparitu, potfebujeme vyhodnotit rozdé-
lenf jasu. To bude mnohem snaz&i, jestlize jako vstup misto idajd z miliénd pixeld pouZijeme
informaci o tom, kolikrat se vyskytla ktera z 256 trovni sedi, které fotoaparat rozeznavé; to nadm
k rozhodnuti stadi.

V (nendhodném) vektoru @ = (z1,...,z,) € R" (ziskaném napf. realizaci ndhodného vybéru)
nezéleZi na poradi slozek (ale zaleZ{ na jejich opakovani). Uspornéji je popsan mnoZinou hodnot
H = {x1,...,z,} (ta mé nejvyse n prvki, obvykle méng) a jejich €etnostmi n,. v ¢ H. Tato
data obvykle znazoriujeme tabulkou ¢etnosti nebo grafem zvanym histogram.

Normovanim dostaneme relativnf &etnosti r, = 24, u € H. Jelikoz ZueHru = 1, defi-
nuji relativni Cetnosti pravdépodobnostnf funkel pgppiz)(u) = 7 tzv. empirického rozdéleni
Emp{z). Je to diskrétni rozd&leni s nejvy8e n hodnotami charakterizujici vektor z. Indexem
Emp(z) oznatujeme parametry jakékoli ndhodné velidiny, kterd ma empirické rozdéleni Emp(z).

Véta 9.6.2 (vlastnosti empirického rozdéleni):

EEmp(m)zZuru:% Zunu:%ij:i.,

ueH uefd j=1
n
E (Emp(z))" = Z ubr, = E Z uFn, = E ¥
: n n 4 J
u€EH ueH j=1
1
DEmp(z) = Z (v - EEmp(x))* ry = — (uw—&)* ny
ueH n ueH
1 & o n—1
:;L-Z(ZL’]‘—QZ) =— 52 .
j=1

Rozptyl empirického rozdéleni odpovidda odhadu f‘g( = "’;1 5% dle vzorce (9.4), odlignému
od vybérového rozptylu S%.

Vsimnéme si, Ze napf. suma Z;l'zl z; ma n Clent, kdezto ), .y uny, ma |H| clent (tolik, kolik
je rtznych hodnot ve vektoru ), coZ byva podstatné méné.

Histogram je velmi Casto pouzivin jako vychoz{ reprezentace dat pro dals{ zpracovani. Jeho
pouzitim udetfime nejen pamét, ale i tas pro vypodet.

9.7 Vybérovy median

Piiklad 9.7.1: Je-li pravda, ze ,co Cech, to muzikant®, pak by se to mélo projevit i na pro-
dukei hudebnich nahrévek. Vezmeme-li za méfitko potet prodanych nosict na obyvatele (véetng
exportu), pak pfestéhovanim slavného umélce do jiné zemé se zméni celkové bilance, a& vétsina
obyvatelstva zistane stejnd. Stfedni hodnota dobi'e nevypovida o primérnych obyvatelich. (Po-
dobné to dopadne, kdyZ se budeme ptat, kolik si obyvatelé statu v priméru vyd&lali tenisem
nebo psanim knih pro mladez.)

Vybérovy median je medidn empirického rozdéleni, qup(m)(%). Poskytuje jinou informaci
hodnot, outliers). Navic vime, jak se zméni monoténn{ funkci, viz kapitola 4.2. Piesto se pouziva
méné ne? vybérovy primeér. Uvedeme né&které duvody.

Vypodetni sloZitost stfedni hodnoty je linearn{ a pam&tova narotnost je dana malou konstan-
tou (kompletni data ani nenf nutno skladovat, stadi jediny priichod). Stanoveni medianu vyzaduje
sefadit data podle velikosti; tento algoritmus mé v nejlepsim pfipadé slozitost piiblizné n log,n,
kde n je rozsah souboru. Pro stanoveni medianu sice nepotiebujeme spravng uspotadat nejmensi
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a nejvetsi udaje, které nemajf vliv, pfesto je to procedura naroénéjsi nez vypodet stfednf hodnoty.
Pamnéfova narofnost je imérna rozsahu souboru, ktery potfebujeme mit stale cely k dispozici.

Jesté veétsim praktickym problémem je omezend moZnost paralelizace. Pro vypodcet stfedni
liodnoty platu staéi ziskat z kaZdého podniku 2 daje: potet zaméstnancii a ¢astku vyplacenou na
mzdéach. Pro vipocet medidnu potfebujeme kompletni tabulku platt jednotlivych zaméstnanct,
kterou je nutno centrdlné sefadit s ddaji z ostatnich mist. To vyZaduje zpracovani rozsahlych dat
na jednom misté.

Problém muZe byt i s pofizenim dat, nebot napf. platy jednotlivel jsou divérné udaje a lze
predpokladat, Ze nejvétsi plat ma Feditel, takZe udaje pfestavaji byt anonymni. Proto i oficialnf
vysledky statistického ufadu odhaduji median platu na zékladé neuplnych udajd, protoze se
nepodarilo viechny shromazdit.

Naopak pri testovani hypotéz se miZe median hodit. MuZeme jej totiZ testovat napf. znameén-
kovyul testent (viz kapitola 12.5.1). Pak se respondentd ptame. zda je jejich plat v&tsl nebo mensf
nez dané hodnota: lze predpokladat vétsi ochotu k odpovédi, neZ kdybychom se ptali pfimo na
vyEl platu.

Vyhodou vybérovélhio medianu je i to, Ze se — na rozdil od stfedn{ hodnoty - da pouZit i pro
pofadové nalhiodné veliiny. Ty mohou vzniknout i diskretizaci kvantitativnich ndhodnych velicin.

Priklad 9.7.2: Cliceme vyhodnotit ¢as doruceni zasilky nebo platby. Co mame udélat s témi,
které dosud nebyly doruceny? Mozna jesté nékdy prijdou a zméni tim podstatné stfedni hodnotu
dosaZensch ¢ast. Naproti tomu medidn miZeme vyhoduotit, jakiile dorazila prvnf polovina.

Obdobny problém nastava, pokud hodnotime vék. v ném?z lidé zacali koufit. Pak v lepS§im
pripadé neni ani medidn definovan.

Vybérovy medidn je robustnéjsi alternativou k vybérovému priméru, pfesto se pouzivd méné,
nebot:
e vypoletnl narotnost je vy3si,
e pamétova narocnost je vySssi,
e moZnosti paralelizace vypoétu jsou velmi omezené.




10. Intervalové odhady charakteristik rozdéleni

10.1 Druhy intervalovych odhadt

Obvykle prvni, na co se ptame, je Ciselny odhad neznamé veli¢iny. Tento odhad je samoziejmé
zatizen statistickou chybou. Proto nasledujici pfirozenou otazkou je, jak je odhad pfesny, tj.
v jakych mezich je spravna hodnota.

Priklad 10.1.1: Pojistovna stanovuje vysi pojidténi podle stfedni hodnoty vyplédcenych Castek.
Je pro ni v8ak dileZity také jejich rozptyl a horn{ odhad pojistného plnéni. Podle néj se rozhoduje,
jak vysokeé pojistky lze uzaviit s danym zakladnim kapitdlem, aby riziko bankrotu kviili nahodné
kumulaci pojistnych udalosti nepfesahlo tolerovanou hodnotu.

Priklad 10.1.2: Na zakladg 100 pozitivnich odpovédi mezi 1000 respondenty odhadneme vo-
lebni preference urcité politické strany na 10 %. Pokud bychom chtéli interval, v ném? se skutetné
preference s fistotou néchézejl, pak bychom mohli tvrdit pouze to, Ze stranu chece volit nejméné
100 a nejvyse N — 900 lidi, kde N je rozsah zdkladniho souboru. Nap¥. pro N = 1000000 bychom
mohli fici, Ze preference jsou ur&ité v intervalu (0.0001,0.9991). To ném fika velmi mélo, takZe
lepsi je formulovat otazku, v jakém intervalu se hodnota nachézi s danou vysokou pravdépodob-
nostd; pritom pripoustime riziko ¢, Ze tyto meze budou prekrodeny.

Dosud jsme pro skutetnou hodnotu parametru ¢ méli bodovy odhad, coZ je nsdhodna veli-
fina @ takova, Zze @ = 9. Nyni misto toho hledame intervalovy odhad, tzv. interval spoleh-
livosti I (angl. confidence interval), coZ je minimaln{ interval takovy, Ze

PYWell>1-a,

kde o € (0,1/2) je dand pravdépodobnost, Ze meze intervalu I budou pfekroceny. Cislo 1 — & se
nazyva koeficient spolehlivosti. Odpovédi vyplyvaji z kvantili rozdéleni ndhodné veli¢iny &.
Na ni miZeme aplikovat vysledky z kapitoly 3.7, kterd ¥iké4, jaké meze intervald prekro¢i o
s pravdépodobnosti « pfi zndmém rozdéleni. Vyjde-li realizace J mimo piisludny interval, bude
porusen intervalovy odhad, ov8em jen s pravdepodobnostl a. Nynf viak budeme muset nerovnosti
upravit, protoZe mame opatnou ulohu: © odhadneme realizaci 9 a ptame se, pfi jakych hodnotach
nezndmého parametru ¥ by byla splnéna pfisludna nerovnost z intervalového odhadu nadhodné
veli¢iny ©. Pro ¥ mizeme dostat horni, resp. dolnf jednostranny odhad nebo symetricky
oboustranny odhad, pro ktery méa pfekroceni horni i dolnf meze stejnou pravdépodobnost «/2.

Intervalové odhady jsou Z&dané zejména kvili hlediskiim spolehlivosti. Potfebujeme k nim
znat rozdélen! prisludné statistiky, alesponi nékteré jeji kvantily. K tomu obvykle potfebujeme i
pfedpoklady o pivodnim rozdéleni, z néhoz byl proveden ndhodny vybér (pokud nam nepomuZe
napf. centralni limitn{ véta).

10.2 Intervalové odhady normalniho rozdéleni N(u, o?)
Rada metod je propracovana pro normaélni rozdéleni, zde uvedeme fedeni nejcastéjsich aloh. Na

zévér ukdzeme, Ze tyto metody dovoluji piiblizné Fesit i nékteré ulohy pro rozdéleni, kterd nejsou
normalni.
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10.2.1 Odhad stfedni hodnoty pfi zndmém rozptylu o2
Stfedni hodnotu u odhadneme vybérovym primérem X; jeho rozdéleni je N (u, az/n). Normo-

vana ndhodné veli¢ina norm X = ‘/7; (X — p) ma rozdéleni N(0,1);

l—a:P{ﬁ(_’_{’—u)S@'l(l~a}}:P

(o3

pzX - -l =

o
Nk

:P{ue <}_(—%<Z5_1(1——a),oc>}

Dostavame dolnf intervalovy odhad pro u

<X’ ~ Tl a)‘oc> .

Vn

kde X — = P l-a)=X + \/L—@_l(a). oviern @ 1(a) = =@ 1(1 — &) pro a < 1/2 nebyva

v tabulkaclh. Obdobné dostaneme horni intervalovy odhad

= a .
—x, X +—=0"1-0a)).
< > Vn k >>

Kombinaci obou mez{ po substituci & = /2 dostaneme symetricky intervalovy odhad

¥a Yo

Pii vypodtu nahradime vybérovy primér X jeho realizaci Z.

<X - Lo 1-a/2). X+ =0 (1 a/2)> .
n

Cvicenf 10.2.1: Podle testi predpokladdme. Ze tachometr mé smérodatnou odchylku ¢ =
1.5 km/hod. Jakou musi mit stalou chybu (tj. o kolik vét3f rychlost nez skutenou musi uka-
zovat), aby byla pravdépodobnost nejvyse o = 0.001, Ze ukazuje mendf rychlost neZ skute¢nou?

Reseni: Za predpokladu normality rozdélent je p¥islugny kvantil &% (1 — o) = ¢71(0.999) =
3.09. takZe tachometr méa ukazovat alespoii o p = &71 (1 —a) o = 3.09 - 1.5 = 4.635 km/hod
vice. Norméaln{ rozdéleni N (u.02> =N (U P71 (1~ a) .02> nabyva zapornych hodnot s prav-
dépodobnosti . Pfedpoklad normality je zde pouzitelny, avak nenf jisté, zda dobfe vystihuje
pravdépodobnost velkych odchylek od praméru. O

10.2.2 Odhad stfedni hodnoty p¥i neznamém rozptylu

St¥edn{ hodnotu x odhadneme vybérovym pramérem X: jeho rozdéleni je N (u, 02/71). Rozptyl

_ 2
0? odhadneme vybérovym rozptylem 5.23(? jeho nasobek @—71)# mé rozd&leni x?(n — 1).
Testujeme analogicky nahodnou veli¢inu
7= Y% ),
Sx

jejiz rozdsleni vdak neni normalni. atkoli X, Sx jsou nezéavislé. Zde potfebujeme Studentovo
t-rozdéleni t(n) s n stupni volnosti, co? je rozdéleni ndhodné velidiny

U

3=

kde U ma rozdéleni N(0,1), V ma rozdéleni x2(n) a U,V jsou nezévislé.
V nagem pfipadé dosadime
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1y 62
S ETE T
Ny g -
v #):_\/__E.(X_M):Tméxt(n—l)‘
\/x:/ S X
7 e

Z toho vyplyvaji intervalové odhady pro p:

— Sx
<_007X -+ _ﬁ qt(n-l)(l - Q)> 5

= S
<X - 7%' Qt(n——l)(l - a)v OC> >
S

_ s -
<X - 7—% Gin-1)(1 —/2), X + 7)—% Gr(n—1)(1 = O‘/2>> :

Pii vypo&tu nahradime vybérovy primér X jeho realizaci # a vyb&rovou smérodatnou od-
chylku Sx jeji realizaci sg.

Cviéeni 10.2.2: Pro dopravu z koleji Strahov do budovy CVUT na Karlovd namasti byly
z n = 18 mé&feni pro cestu autobusem, resp. tramvaji, ziskdny néasledujici odhady parametr
(v minutach)!:

X =18.83, sq = 2.706, resp. Y = 20.90, s¢ = 1.348.

Kolik ¢asu je pot¥eba u t&chto dopravnich prostfedkd na cestu, abychom s pravdépodobnosti
95 % prigli vias?

Redent: Potfebujeme 95 %-ni hornf intervalovy odhad. Za pFedpokladu normality pavodniho roz-
déleni je intervalovy odhad dan kvantilem Studentova t-rozdéleni, konkrétné

(—00. X + 50 Gi(n—1)(0.95)) = (—00,23.537), (—=00,Y + 8¢ Gy(n1)(0.95)) = (—00,23.245) .

Z toho vychdzi, Ze tramvaj je Casové vyhodndjsi, prestofe stiedni hodnota €asu je pro ni vySsi.
Predpoklad normality v8ak neni vhodny. Pr¥ipoudt{ i velmi malé nebo zaporné hodnoty Casu,
coZ nelze, vhodngjsi by bylo logaritmicke-normalni rozdéleni{. Kromé toho velké kladné odchylky
mohou nastat z duvodi §patného poéast ¢i dopravniho kolapsu mnohem ¢astéji, neZ predpoklada
normalni rozdéleni, a navic se nékteré pfiiny projevuji jinak u tramvaji (vypadky proudu) a
jinak u autobust (3patna sjizdnost silnic). O

Cvigeni 106.2.3: Nahodn4 veli¢ina mé alternativnf rozdéleni s pravdépodobnosti p = 1/4. P#i
jakém rozsahu vybéru n vyjde vyb&rovy pramér v intervalu (p — &,p + ¢) s pravdépodobnosti
1~a,kdea=5%a (a) e =0.05, (b) e =0.001, (c) £ = 10797

Resent: Alternativni rozdéleni mé stiedni hodnotu p a rozptyl p (1 — p); vybérovy primér z vy-
béru o rozsahu n ma stfedni hodnotu p a rozptyl p (1 — p) /n. Podle centrélni limitn{ véty miZzeme
jeho rozdéleni priblizné nahradit normalnim, tedy N (p,p(1 — p) /n) (pokud n bude dostateéné
velké). Oboustranny intervalovy odhad (p—e,p+¢) dostaneme s koeficientem spolehlivosti 1~ a,
pokud bude

;/;(_Ti—im =7 (1 - /2) = 71 (0.975) = 1.96.

! Tomas Valenta: Je rychlejsi dostat se do skoly (budovy CVUT na Karlové namésti) ze strahovskych ko-
leji pomoct autobusu, nebo tramwvaje? Zapoctova prace z Matematiky pro vypocetni techniku, CVUT, 2006,
http://cmp.felk.cvut.cz/"navara/MVT/Ze_Strahova.pdf
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Dostavame
(1 —-a/2)\? 1.96\?  0.7203
nzp-p) (TEEEY oy (M) 2 M8,
& £ £
(a)n>289, (b)n>7203-10°,  (c)n >7.203 10" PouZiti centralni limitn{ véty pro
takto vellé poéty se zd4 byt opravnéné. 0O

Cvi€eni 10.2.4: Mame generdtor ndhodnych ¢isel z intervalu (0, 1) s rovnomérnym rozdélenim.
Odhadnéte (co nejmensdi) mez, kterou s pravdépodobnosti a = 0.05 nepfevysi aritmeticky primér
z n = 10000 takovych ¢isel.

Resent: Puvodni ndhodna veli¢ina Z mé charakteristiky

1
DZ = —

1
BZ=3. 12°

1
oy = \/1—2~O.28868.

Vybérovy prumér Z ma charakteristiky

1 1 1
—— =83333.107°, oy = \ —— = — /3 =28868.107%.

bz 12n 12n 600

EZ =

!

tO | =

Pomoci centralni limitni véty a kvantilu @711 — a) = &71(0.95) = 1.64485 dostavame horni
intervalovy odhad EZ + @71 (1 —a)op = EZ + 1.64485 05 = 0.504 75. 0

CviCeni 10.2.5: V letadle je 5 = 216 mist pro cestujici. V praméru ¢ = 5% cestujicich se
k odletu nedostavi. Kolik letenek lze prodat, aniz by riziko, Ze se do letadla nevejdou, nebylo
vEtsl nez o = 2 %7 Posud'te pouZité predpoklady.

Reseni: 7 m cestujicich piijde podet. dan¥ nahodnou velitinou X s binomickym rozdéleniin
Bi{m.1-g). Potfebujeme splnit nerovnost gx(1~a) < j. Exaktn{ vypocet by vyzadoval uréit m
zlkusmo. Misto toho pouZijeme centralni limitni vétu a s rozdélenim ndhodné veli¢iny X budeme
pracovat, jako by bylo normalni. s parametry EX =m (1 — ¢). DX = mg¢ (1 — ¢). Znormovanim
X dostaneme

j—EX
Tx
Pi>EX +oxd ' {l-a)=m(1l-q¢+vmq(l—q® ' (1-0qa).

>¢ 1 (1—-a).

Z nerovnice
216 > 0.95m — v0.050.95m @} (0.98) = 0.95m + 2.05375v/0.050.95m

pro kladnd m dostavame m < 220.374. tedy celoéiselné feSeni m < 220. PouZili jsme predpoklady
centralni limitn{ vety, tedv nezdvislost alternativnich ndhodnych veli¢in, vytvarejicich binomické
rozdéleni, a jejich dostatedné velky pocet. Oboji lze zpochybnit. ZruSeni letu dvou cestujicich
nemus! byt nezavislé, pokud napf. chtéli letét na spoleénou dovolenou. Pocet m = 220 se zda
byt dostategny na to, abychom sméli pouZzit pfiblizné feSeni pomoci centralni limitnf véty, aviak
z néj by v priméru zrusilo let jen m (1 —¢) = 11 cestujicich. Je tedy zadouci vysledek ov&fit
pomoci binomického rozdéleni. Pro m = 220 vyjde riziko

m

Z <7:> (1 - C])A qm—k ~49. 10—3‘

k=217

zadanf vyhovuje i m = 221 s rizikem 1.2 %, nikoli viak m = 222 s rizikem 3.2 %. O
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Poznamka 10.2.6: Cisla v predchozim pitkladu jsou fiktivni, ale iloha skutedna. Tzv. overbook-
ing se skuteéné pouZiva, nebot pro letecké spole¢nosti je vyhodnéjsi zaplatit obdas dodatecné
naklady cestujicim, ktef{ se nevedli na palubu, ne? soustavné nevyuZivat kapacitu letadla. Zde
by se napf. prodalo 5 letenek navic a jen zhruba v jednom letu z 80 by si toho nékdo v8iml.
Vzhledem k pochybam o nezavislosti je vSak potfebna podrobngjsi analyza problému.

Cvigenf 10.2.7: Ve vzorku je 108 atomil radioaktivntho izotopu. Urcete symetricky 99 %-ni
intervalovy odhad podtu atomu, které se rozpadnou za dvojnésobek polo€asu rozpadu.

Resent: Odhadujeme nahodnou veliginu X s rozdélenim Bi (n,p), n = 10%, p =1~ (1/2)* = 3/4
(=pravdépodobnost. Ze se atom v daném case rozpadne), EX = np = 750000, DX =

np(1—p) = 187500, ox = /np (1 —p) = 250+/3 = 433. Pii aproximaci normalnim roz-
délenim vyjdou meze EX % oy @71 (0.995) = 750000 =+ 433 - 2.576 = 750000 + 1115, interval
priblizne (748 885,751 115). O

Cvicen{ 10.2.8: Generator ndhodnych ¢isel realizuje rovnomérné rozdélenf na intervalu (0,1).
Urcete interval se stfedem 1/2, do néhaz padne vyb&rovy pramér z 1000 nahodnych &isel s prav-
dépodobnosti 99 % .

10.2.3 Odhad rozptylu a smérodatné odchylky

Rozptyl 0% odhadneme vybérovym rozptylem S%; jeho nsobek EI:J%—SEL mé rozdélenf x?(n—1).
(n—1) 5%
bmes=r [_072_& S Gep-n(l — )| =
_p (n—-1)S% <o? =
qXZ(n—-l)(l - Ot)
=P

_ 2
0-2 e __(_71___1_>_§1._’ o0 .
qu(n—l)(l - Ot)
Dostali jsme dolnt odhad
— 1) 52
D% )
qu(n—l)(* - a)
Obdobné dostaneme 1 dalsi intervalové odhady,
—~1)52
-G, (n )SX )
qX2(n.—1)(a)
(n-1)S%  (n-1)sk
G- (1= /2) qye(noy(@/2) |

Odmocnénim mez{ dostaneme intervalové odhady smérodatné odchylky.

Pti vypoltu nahradime vybérovy rozptyl Sg( jeho realizaci s2,.

Cvi€eni 10.2.9: Nahodn4 veli¢ina X ma normované normalni rozdélent N(0, 1). Ur&ete 90 %-ni
symetrické intervalové odhady nédhodnych velitin (a) 2X + 4,(b) | X/, (c) X2

Regend: 90 %-nf symetricky intervalovy odhad nahodné veli¢iny f(X) je (q7(x)(0.05), q5(x)(0.95)).
(a) Linearni transformaci z + 2z + 4 dostaneme odhad
(g2 x+4(0.05), g2 x +4(0.95)) = (2671(0.05) + 4, 2871(0.95) 4+ 4) =
= (~2871(0.95) + 4, 2071(0.95) 4 4) =
=(-2-1.64+44,2-1.64+4)=(0.72,7.28).
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(b) q/x1(0.05) je takoveé ¢islo c, Ze

[ ,
($(c) = 2(0)) = 2&(c) ~ 1,
.0

?(e) = =

¢x(0.05) = ¢ = &71(0.525) = 0.0627..

005 =Pl|X| <cl=Pl-c< X <]=P(c)— P(~¢) =

— N
@31

= 0525,

il

Podobné
Gx:(0.95) = 71(0.975) =1.96.

(c) Jelikoz X? = |X|?, staci vysledek (b) zobrazit funkef z — z?, kterd je na p¥isluéném oboru
(kladnych redluych ¢isel) rostouci. Jedna se téZz o rozdélent x? s 1 stupném volnosti.

Gx2(0.05) = (;qm(oos))2 = g,2(1)(0.05) = 0.0627% = 3.9- 1077,

qx2(0.95) = (gx1(0.95))" = g,2(1,(0.95) = 1.96 = 3.84.

10.3 Intervalové odhady rozdéleni, kter& nejsou normalni

Néahodnou velidinu X se spojitym rozdélenim lze pfevést na nédhodunou veli¢inu h (X) s normo-
vanym norméalnim rozdélenim; s je neklesajicf nelineadrni transformace

hit) = &7 (Fx(t)) .

(AMezivysledek Fy (X)) je ndhodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na (0,1).)
Pouzijeme intervalovy odhad pro normalnf rozdéleni a transformujeme jej zpét podle vzorce

h™Hu) = qx(D(u)) .

Intervalové odhady z jinych neZ spojitych rozdéleni byvajl komplikovangjsi. Nékdy je lze
piiblizné nahradit normélnim rozdélenim pomoci centraln{ limitni véty; pak opét pouZijeme
alespoii pfiblizny postup zaloZeny na normélnim rozdéleni.

Intervalové odhady davaji odpovéd na otdzky o presnosti statistickych odhadd. Jejich for-
mulace (pfipoustéjici malé riziko plekroeni mezi) neni pro laickou vefejnost p¥ilis ndzorna ani
srozuinitelna. O to vic je potieba, aby alespoii East populace uméla tyto udaje spravné interpre-
tovat. Jednodudsi a uzitetna ndhrada za tento néstroj totiZz neexistuje.



11. Odhady parametra rozdéleni

Casto nechceme odhadnout jen stiedni hodnotu & rozptyl (resp. smérodatnou odchylku), ale i
jiné parametry rozdéleni.

Priklad 11.1.1: Ve hfe ,kdmen-niZky-papir* chceme odhadnout strategii soupefe a tim zvysit
své Sance na vyhru. I kdybychom moZné vysledky oznadili &iselné, stfedni hodnota ani rozptyl
nejsou ty parametry, které by nam byly uZitecné. Misto toho nds mohou zajimat pravdépodob-
nosti jednotlivych vysledka, pfipadné jejich posloupnosti.

Rozdéleni nadhodné velitiny X zévisi na vektoru parametri ¢ = (91,...,9) € II, kde IT C RF
je parametricky prostor, tj. mnoZina vSech piipustnych hodnot parametri; pravdépodobnostni
funkei znalime px (t;9) = px (t; 91, ...,%) atd. Hledame odhad © = (04, ... ,ék), resp. realizaci
odhadu © = (@1, o ,@k) pomoci realizace ¢ = (z1,...,Zn).

Priklady k této kapitole jsou sousttedény na jejim konci, af po vyloZent metod, &imz se umoing
jejich srovndnd.

11.1 Metoda momenti

Poznamka 11.1.2: Motivace (nepovinna pro ty, kdo neznaji charakteristickou funkci ndhodné
veli®iny): Charakteristicka funkce jednoznaéng urcuje rozdéleni ndhodné veliciny. 7 charakteris-
tické funkce Ize uréit vsechny existujici obecné momenty, mnohdy v8ak i1 naopak. Pokud m4
charakteristickd funkce rozvoj v Taylorovu fadu (coZ nemusi byt, protoze Fada nemusi konvergo-
vat), pak obecné momenty jednoznang uréuji koeficienty fady, a tim i charakteristickou funkei.
(AZ na néasobek konstantou zavislou na fadu jsou obecné momenty pfimo koeficienty Taylorova
rozvoje charakteristické funkce v 0, jak vyplyvéa z véty 4.7.11.)

Znalost vech momenti by vyZadovala nekonefnou informaci, kterou nemame k dispozici.
Proto na zaklad& kone&né informace (realizace nahodného vybéru) hledame takovy model, ktery
by se shodoval s pozorovanim v nékolika prvnich momentech. Pozadujeme tedy shodu empirického
rozdéleni s teoretickym v momentech nejnizsich rada.

Proi=1,2,... je i-ty obecny moment funkei ¥,

EX'(9) = EX'(V1,....0%)

(zavislost na parametrech lze stanovit dle teoretického pravdépodobnostniho modelu). Na zakladég
realizace odhadneme i-ty obecny moment pomoci vijbérového i-tého obecného momentu

1 o
=1
Hledame takovou realizaci odhadu ¥ = (¥4, ..., 9}, pfi niZ nastava rovnost pfislusnych momenti

a jejich odhadt:

o~ o~

v 1
EX(0,. . ) =my == b, i=12,...
mn
j=1

K jednozna¢nému urceni k& proménnych obvykle potfebujeme (prvnich) k rovnic pro i =
1,2,...,k.
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Pouzitelnost metody momentd

MtZenie narazit na fadu problému typicksch pro felen! soustavy (nelinearnich) rovnic:

1. Regeni neexistuje. Muze se dokonce stat, Ze nékterd z rovnic sama 0 sobé nema fesen.
JelikoZ nenf nijak pfedepsadn podet rovnic (porovnavanych momentld), miZeme z nich
néjakou ubrat.

2. Je nekonetn? mnoho FeSeni. To se typicky stavd proto. Ze néktera z rovnic fefeni viibec
neomezuje: napt. proménné se v ni vitbec nevyskytuji, protoze piisludny moment nezévisi
na hledanych parametrech. MiZeme pfidat dal3i rovnice pro vétst 4.

3. Je vice nez jedno Feseni. To se typicky stava napf. u soustavy kvadratickych rovaic. Bo-
huZel. pokud vsechna redenf odpovidaji podminkdm na né kladenym. nemame kritérium,
podle kterého bychom rozhodli. které feSeni je lepsi.

1. Je jediné fegeni. ale je obtiZné je nalézt. To je velmi éasty pfipad. Ze u slozitéjsich soustav
rovnic symbolické FeSenf nenf nioZné a numerické muze byt komplikované.

5. Soustava je Zpatné podminéna. I malé nepfesnosti ve vstupnich hodnotach zpusobuji
velké chvbyv vyslednych odhadu (typicky pro velky pocet parametru).

6. Nasli jsme jediné fegeni, které v8ak nespliuje predpoklady, tedy 9 ¢ II. Obvykle para-
metry nemohou byt libovolnd disla. abychom v modelu nedostali napf. zaporné prav-
dépodobuostl. 1Edy je tfeba kontrolovat Fesent. zda odpovidd zadani. Mohli bychom se
sice spokojit 1 s pribliznym Tefenim. které predpoklady spliiuje. aviak je otazka, které je
.nejblizst: postraddine kritériun pro porovnani chyb v jednotlivych momentech, jelikoz
wohou mit razny fyzikalni rozmeér,

Kromeé toho lze metod& momenta vytknout, ze viem rovnicim je prikladéna stejné duleZitost.
Napf. rovnost stiedni hodnoty a jejiho odhadu nam pfipada pfirozend (jeji poruseni by se pfi
pouziti modelu brzy projevilo). Tézko vsak zdavodnit. pro¢ by stejné duleZitd byla rovnost
desatého obecného momentu. jehoz vliv stéZi dovedeme interpretovat. I z fady vyse uvedenych
diavodd metodu momentid nelze doporudit, pokud je hledanych parametri mnoho.

Metodu momentd nelze pouit pro nenumerickd datae (pokud je nelze smysluplué odislovat).
Vyjimku povolime v pozn. 11.3.6.

Vyhodou metody momentt je. Ze ji lze beze zmén pouzit pro diskrétni, spojité i smisené
rozdéleni.

11.2 Metoda maximalni vérchodnosti

Priklad 11.2.1: V pfikladu 3.5.23 jsme Tedili dlohu, jak odhadnout priamérny vk populace
(=stredn! hodnotu véku), méame-li data pouze roztridéna do intervali, tedy poradovou nahod-
nou velidinu. Mfizeme navrhnout vhodny typ rozdéleni s nékolika parametry, a ty odhadneme
ze ziisténych dat. Metodu momentil nelze pouZit. protoZe nedovedeme odhadnout ani prvni
moment {=stfednf hodnotu). Presto data davajl podklady pouZitelné pro stanoveni nezndmych
parametri.

Myslenkou metody maximalni vérohodnosti je. Ze hledame takové hodnoty parametra, které
by nejlépe vysvétlovaly realizaci ndhodného vybéru, tj. pi ktervch by pozorované vysledky byly
Jejméné nepravdépodobné’. Ve skutecnosti se jedna o dvé metody, které pracuji se zcela jinymi
pojmy v pfipadech diskréiniho a spojitého rozdéleni.

11.2.1 Metoda maximalni vérochodnosti pro diskrétni rozdéleni

Definice 11.2.2: Necht © = (11....,1,) je realizace ndhodného vybéru z diskréintho rozdélent
s pravdépodobnostni funkci px (. ¥) zdvislou na vektoru parametri, ¢ € II. Pak definujeme véro-
hodnost realizace diskrétniho rozdéleni (zkrdcené vérohodnost, angl. likelthood) L: IT — (0,1)
vztahemn
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n
L(0) = px(x;9) = [ [ px(z;:9).
Jj=1

Poznamka 11.2.3: Je tfeba rozliSovat mezi vérohodnosti{ & pravdépodobnosti. Ob& nabyvajf
hodnot z intervalu (0, 1), nebot vérohodnost realizace diskrétniho rozdéleni je pravdépodobnost
této realizace (vyuZivame zde pfedpoklad nezévislosti slozek ndhodného vybéru),

Maji viak odlidny defini¢n{ obor. Pravdépodobnost je definovéna pro jevy z né&jaké c-algebry,
kdeZto vérohodnost je definovana na prostoru /7 vdech moZnych hodnot parametrii rozdéleni.
(Obvykle IT C R*.) Pravdépodobnost je uréena pro predvidéni vysledkit budouciho ndhodného
pokusu pfi zndmém pravdépodobnostnim modelu. Naopak vErohodnost vyhodnocuje sérii pokust
jiz realizovanych a dovoluje jim pfizplsobit nezndmé parametry pravdépodobnostniho modelu,
ktery k nim vedl.

Metoda maximalni vérohodnosti povaZuje za spravny odhad parametrt takové hodnoty
¥ = (V1,...,9), které maximalizuji vérohodnost. Stejny vysledek dostaneme, jestlize misto
vérohodnosti maximalizujeme jeji logaritmus (angl. log-likelihood),

() =W L) =) Inpx(z;0).
j=1

(Nutno vylouéit pfipad px(z;;9) = 0, ktery v8ak nevede na maximum.)

Obvykle se hodnoty v realizaci ndhodného vybéru opakuji, proto uvedeme jesté vzorce vy-
chézejicl z Cetnost{, které davaji stejny vysledek typicky s men8{ sloZitost{. Oznatme uq, ..., ux
(k < n) vechny hodnoty, které se vyskytuji v realizaci = (z1,...,2,), n; Cetnost a r; = n;/n
relativaf ¢etnost hodnoty w; v realizaci x. (JelikoZ uvazujeme jen hodnoty, které se vyskytly, jsou
v3echny tyto Cetnosti nenulové.) Pak

7 k
L) = [ [ px(z:9) = [ ] (oo (uis 9))™
i=1 1=1

n k
(0) = Inpx(zy;9) =Y n; Inpx(u;d).
j=1 =1

Odhad na zékladé maxima vérohodnosti odpovida bayesovskému odhadu ve specialnim p¥i-
padé, kdy v8echny hodnoty parametri maji stejnou apriorni pravdépodobnost (nebo hustotu
pravdépodobnosti). Pouziva se, pokud apriorni pravdépodobnosti parametri nezname. To viak
muZe vést k neuspokojivym zavérim:

Piiklad 11.2.4: Piitel neodpovidd na dotazy poslané elektronickou poStou. Diivodem mfiZe
byt cestovani, nemoc, nebo smrt. Apriorni{ pravdépodobnosti téchto p¥idin nezname, proto roz-
hodneme podle maximalni vérohodnosti, tj. podle podminéné pravdépodobnosti, Ze nepie, je-li
pifsludny divod pravdivy. Dojdeme k zévéru, ze p¥itel je mrtev, nebot v tom p¥ipadé podminéna
pravdépodobnost, Ze nemiiZe odpovidat, je 1.

11.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti pro spojité rozdéleni

Definici 11.2.2 nelze pouzit pro spojité rozdéleni, nebot kazda jeho realizace mé nulovou pravdé-
podobnost. PouZiva se obdobny vzorec, kde misto pravdépodobnostni funkce pouzijeme hustotu
pravdépodobnosti, coZ ale vede na zcela jing pojem (byt stejné pojmenovany; zde je rozlisime
asponl znacenim):




11.2 Metoda maximalni vérohodnosti 173

Definice 11.2.5: Necht @ = (z1,...,2n) je realizace ndhodného vijbéru ze spojitého rozdélent se
spojitou hustotou fx (1) zdvislou na vektoru parametri ¥ € II. Pak definujeme vérohodnost
realizace spojitého rozdélent (zkrdcené vérohodnost) A: II — (0, c0) vztahem

A) = fx(@;0) =[] fxlzsid),
j=1

(Nutno vyloucit pripad fx(x;;9) =0, ktery viak nevede na mazimum.)

Poznamka 11.2.6: Narozdil od diskrétniho rozdélenf muze vérohodnost realizace spojitého roz-
déleni nabyvat libovolné velkych hodnot, stejné jako hustota. Rozdil mezi vérohodnost{ a pravdé-
podobnosti je zde napadndjsi, i kdyz zékladni je odlidnost defini¢nich obort dle poznamky 11.2.3.

Podle metody maximalni vérohodnosti opét povaZujeme za spravny odhad parametri
takové hodnoty O = (51, . ,ﬁk), které maximalizuji vérohodnost. Misto ni ¢asto maximalizujeme
jeji logaritmus,

)\(19) =In /1(’19) = Zln fx(a?j;ﬂ) .
j=1

Poznamka 11.2.7: Bez predpokladu spojitosti hustoty by definice 11.2.5 nebyla korektni. Hus-
tota rozdéleni je uréena svym integralem (distributni funkef), a je tedy definovana aZ na mnozinu
nulové mirv (viz pozn. 3.5.12). Zménime-li hodnoty hustoty napf. v konefné mnoha bodech, po-
vazujeme ji stéle za hustotu tého? rozdéleni. Témito body mohou byt i viechny hodnoty realizace
néhodného vybéru, z nichz vychézime pii vypodtu vérohodnosti. Striktné vzato, nemame pravo
hovofit o hodnotach hustoty v jednotlivych bodech, nebot nejsou definovany; korektn{ jsou pouze
integralni charakteristiky hustoty.

Pokud pozadujeme navic spojitou hustotu, pak je jiz jednoznaéné a postup je korektni. Timto
zpusobem se také metoda maximdalni vérohodnosti obvykle pouziva, ale v definici byva pozadavek
spojitosti hustoty ¢asto opomijen. Néktefi autofi definuji hustotu pouze jako derivaci distribudn{
funkce. Pak je jednoznaéné urcena a zaveden{ vérohodnosti je v pofadkuy, ale pfipravujeme se tim
o moznost zaveden! hustoty u fady béZné pouzivanych rozdéleni. Proto je zde volena obecnéjsf
definice hustoty, avgak pfi zavedeni vérohodnosti je pfidan predpoklad spojitosti.

Nepfijemnym dusledkem je, Ze neni definovana vérohodnost pro takova rozdélent, kterd nemaji
Zadnou spojitou hustotu. Napf. exponencialn! rozdélen{ ma hustotu nespojitou v nule. Pokud by
se v realizaci vyskytla nulovd hodnota, neméli bychom vibec Zadny korektni zpisob, jak urcit
vérohodunost. To je neodstranitelnd vada pojmu vérohodnosti pro spojité rozdéleni. Problém by
nebyl, kdyby nulova hodnota nebyla mozna. To je Casto zajisténo, a pak by postup metodou ma-
ximéalni vérohodnosti byl pouzitelny. BohuzZel popis rozdéleni ndhodné veli¢iny, ktery nerozlisuje
mezi jevem nemozZnym a jevem s nulovou pravdépodobnosti, nedovoluje vyjadiit, zda je nulova
hodnota moZné, a zavést vErohodnost pouze na zékladé popisu pravdépodobnostniho rozdélent,
takZe definice 11.2.5 to nep¥ipousti.

11.2.3 Metoda maximalni vérohodnosti pro smiSené rozdéleni

Vérohodnost smiSeného rozdélent nent definovina. Zadna z predchozich definic nedovoluje rozsi-
feni na druhy piipad. Presto se metoda maximalni vérohodnosti pouZiva i jako soucast odhadi
parametril smifeného rozdéleni. Postup je zaloZen na nésledujici uvaze: Nutnym pfedpokladem
je, Ze zname mnoZinu D v8ech hodnot, jichZ nabyva (diskrétni slozka) s nenulovou pravdépo-
dobnosti. Hodnoty z D mohou byt téz hodnotami spojité slozky, avak ta je nabyva s nulovou
pravdépodobnosti, coz neovlivn{ vysledek. Pfedpokladame tedy, Ze v realizaci kazda hodnota z D
pochéazela z diskrétni slozky smési. Pravdépodobnost mnoziny D pii empirickém rozdélen{ je
np

P[Emp(iﬂ)ED]:—n—_y
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kde n je rozsah vybéru a np je poéet slozek realizace (x1,...,2n), které patii do D. Tuto pravdé-
podobnost lze povazovat za odhad vahy diskrétni slozky hledaného rozdéleni. Parametry diskrétni
slozky smési lze pak stanovit metodou maximéalni vérohodnosti pro realizaci diskrétniho rozdéleni
(ziskanou tim, Ze z realizace (x1, ..., z,) ponechame pouze ty hodnoty, které jsou v D). Nasledné
odhadneme spojitou slozku smési metodou maximalni vérohodnosti pro realizaci spojitého roz-
délenf (ziskanou tim. Ze z realizace (z1,...,x,) ponechdme pouze ty hodnoty, které nejsou v D).
Tinito postupem se mtizeme dopracovat k piijatelnému odhadu parametria ptivodniho smigeného
rozdéleni. Nemiizeme vak pfimo tvrdit, Ze je to maximalné vérohodny odhad, nebot nemame
takovou definici v&rohodnosti, ktera by vystihovala vlastnosti ziskaného odhadu.

Priklad 11.2.8: Metodou maximalni vérohodnosti se odhaduje munoZstvi srazek, které se mo-

deluje smifenvim rozdélenim (Diracovo v nule a tzv. rozdéleni gamma).!

Poufitelnost metody maximéalni vérohodnosti

[ zde muzeme narazit na Fadu problém typickych pro FeSenf soustavy (nelinedrnich) rovnic:

1. Maximum neexistuje. To neni asty piipad, nebot spojitd funkce na wuzavrené omezené
mnoziné mé globalni maximum. Tyto podminky mohou byt porugeny tim, Ze vérohod-
nost nezavisi na parametrech spojité, Ze parametricky prostor neni omezeny nebo nenf
uzavieny. I v takovém pfipadé nékdy aspofi mame odhad, jehoZ vérohodnost je blizka
maximu.

2. Je vice neZ jedno maximum, méme vice stejné dobrych odhad@. To nemusi vadit, pokud
riizné optimalnf hodnoty parametri popisuji stejné rozdéleni. V tom p¥ipadé mame jediné
optimalni rozdéleni, a pokud parametry samy nejsou pro nas dilezité, nemusi nam vadit
jejich nejednoznacnost. (S takovym piipadem se setkdme v prikladu 11.3.9.)

3. Je jediné feSenti, ale je obtizné je nalézt. (Lokalnf extrémy nemusi byt globalni.)

4. Hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé. Pro veliké soubory dat dostavame soudin
velkého podtu ¢Einiteld, typicky mensich neZ jedna (aspoil v diskrétnim pfipadg). V pro-
gramech byva potfebné oetfit podtefeni. Tato namitka ponékud zpochybiiuje motivaci
vérohodnosti — vybirdme nejvétsi pravdépodobnost z mnoha, které jsou vechny velmi
blizké nule [Schlesinger, Hlavac 1999).

5. Metodu mazimdlni vérohodnosti nelze pouZit pro smiSené rozdéleni. Vyjimkou je vyse
uvedeny postup. ktery viak nelze formulovat pomoci jediného realného kritéria, obdoby
vérohodnosti.

Z vyhod metody maximalni vérohodnosti uvedme aspon nasledujici:

1. Hledani maxima je o néco snazéi nez fefeni soustavy rovnic. P¥i iteradnich metodach
alespofl mame voditko. nakolik se méni kritérium.

2. Ruznym datiim je dan spoledny vyznam. [ kdyZ se jednotlivé parametry méii t¥eba v ji-
nych jednotkach, v8e je pfevedeno na pravdépodobnost nebo hustotu pravdépodobnosti,
kterd je bezrozmérna a umozhuje srovnani.

3. Metodu maximalni vérohodnosti lze pouzit i na nenumericks data.

11.3 Priklady a cvifeni na odhad parametrt

V néasledujicich pifkladech pouzivame nékdy znaleni zjednodusené oproti predchozimu odvozeni,
napf. nevyznacujeme zévislost veli¢in na parametrech nebo nerozlidujeme parametr a jeho odhad.
! Gneiting, T., Balabdeoui, F., Raftery, A.E.: Probabilistic Forecasts, Coalibration and Sharp-

ness. Technical Report mno. 483, Department of Statistics, University of Washington, 2005,
http://wwv.stat.washington.edu/www/research/reports/2005/tr483. pdf
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Odhady diskrétnich rozdéleni

Cviceni 11.3.1: Nahodna veli¢ina mtze nabyvat hodnot 0,1,2. Jejf rozdéleni, zavislé na para-
metrech p. g, a Cetnost hodnot v realizact uvadf tabulka:

hodnota 0] 1|2
teoreticka pravdépodobnost | p | ¢ | ¢
pozorovana Cetnost 2112 6

Odhadunéte parametry p. g.
Resent: Odhadujeme jen jeden parametr, nebot p =1 — ¢ — ¢%.
Metoda momentid: Pfedpokladéame rovnost vyraza

1-12+2-6 6

BX=q+2¢" =mx = 55— =z

Dostavame kvadratickou rovnici

ot &

q+2 q2 =
ktera ma 2 fedeni

1 1 1 1
= —— /265 — — = —1. . = — V260 —-=0. 4.
q1 50 65 1 0639 a2 20 V265 1 0.563 9

Z nich g1 nevyhovuje zadan{, go vyhovuje, p=1—¢q9 — qg = 0.11803.

Metoda mazimdlni vérohodnosti:

fHg)y=2lnp+12 lnq+6lnq2:2ln(l—q—q2>+24 Ing,

) 24 —2¢-1

Cpgy=Z 0 202

0 ¢ T1-¢"—gq
coz je opét kvadratickd rovnice s feSenimi g1 = —3 (nevyhovuje), go = # = 0.571 43 (vyhovuje),
p=1-q—q} =4 =010204 -
Cvicenf 11.3.2: V osud{ jsou 2 druhy kostek, na prvnich jsou &sla 1,...,6, na druhych pouze

2,4, 6, u obou drulii jsou v8echny mozné vysledky stejné pravdépodobné. Vytahli jsme 20 kostek
a jednou jimi hodili: ¢etnost vysledki v piipadech (a), (b) udava tabulka. Odhadnéte, kolik
z téchto kostek bylo prvniho druhu.

hodnota 11213456
Cetnost (a) {3 734424
Cetnost (b) | 31444 23

Redent: Oznadme k pocet kostek prvniho druhu. Popsany pokus mtZeme povaZovat za nahodny
vybér vozsahu 20 z rozdélent, které je smési rozdélen{ pro oba druhy, a to s vahami k/20, 1—%/20.

Metoda momentd: Hledame jeden parametr, zkusime vystacit s prvnim momentem, tj. stfedni
hodnotou. Stfednf hodnota jednoho hodu je pro normaln{ kostku 3.5, pro druhy druh 4, pro smés

k k
— 3.5 1—-—1)4=4-0025kL.
%0 +< 20> 4—-0.025k%
(a) Rovnice

~

4-0.025k =71/20 = 3.55
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mé jediné reSeni k=18, ato vyhovuje.
(b) Rovnice

40025k = 67/20 = 3.35

mé jediné fedeni ko= 26, které nevyhovuje zadani. Stfedni hodnota je v mezich (3.5,4). ale
vybérovy prumér miZe vyjit jakakoli hodnota v mezich (1, 6). Metoda momentd v tomto pfipadé
> zadny odhad nedava.

Metoda mazimdini vérohodnosti: V dané smési rozdéleni maji vysledky 1, 3,5 pravdépodob-
nost

rLl_k
20 6 120
a vysiedky 2,4, 6 pravdépodobnost
1

Bl () EN1_1_ kK _40-k

20 6 20/ 3 3 120 120 °
Stadi rozlifovat potet lichych a sudych vysledkii. V pfipade (a) 1 (b) je 9 lichych a 11 sudych
hodnot, takZe pro oba p¥ipady dostaneme stejny odhad.

L\ 9 Nt
L(k) = RV (AR
120 120
t(k)=InL(k)=9Ink+111n{40— k) — 20 In120,

o 9 1
=1

Tato derivace je nulova a vérohodnost maximalni pro odhad k=18
V pripadé (a) daly ob& metody stejny vysledek, ale to je ndhoda, nebot vysledek metody
maximalni vérohodnosti zéaleZel jen na poc¢tu lichych a sudych vysledkfl, nikoli na vybérovem
primeéru. Proto tato metoda dala stejny vysledek i v pfipadé (b), kdy metoda momentt selhala.
O

Cvideni 11.3.3: Tabulka udava pravdépodobnosti a pozorované etnosti vysledkt hodt nepra-
videlnou kostkou: odhadnéte nezndmé parametry a,b.

vysledek 1 1 2131415 6
pravdépodobnost p; a~blalajalala+b
¢etnost n; 2 5141316 10

Reseni: Soucet pravdépodobnosti je 1, tedy a = 1/6. Zbyva urcit b € (—1/6,1/6). Pritom
n=>%,n;=30.

Metoda momenti:

7 1
EX = E ipi:§+5b:3§+5b:.2_}: E 1Ny =
_2:145244-3+43.446-5410-6_21 _
B 30 5 Y

7

S|

Metoda mazimdlni vérohodnosti:

() =2m (b)) +(5+4+3+6)Ini+10mn(i+0),

0 -2 10

0= =—4(b) = —— + ——,
ob T-b i+

b=3<(-43)
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CviCeni 11.3.4: Nahodné velic¢ina nabyva hodnot j € {0,1,2} s pravdépodobnostmi a + b .
Odhadnéte parametry a,b z Cetnosti dle tabulky: ‘

hodnota { 0 1
Cetnost 171151 8

Resent: Jelikoz soudet pravdépodobnosti musi byt jednotkovy, dostavame rovnici 3a + 3b = 1,
tj. b=1/3 — a. Zbyva odhadnout jediny parametr.

Metoda momenti: Stfedni hodnota je
, } 5
(a+b)+2 (a+2b) :3a+bb:§—2a,

jeji odhad — vybérovy priumér

1 , 31
e (15+8-2) = .
TrTs BT A=
Rovnice 3 —2G = 31 ma feseni G = 107 = 0.445833, b = & = —0.1125.

Metoda mazimdint vérohodnosti:

E(a):171na+151n(a+b)+8ln(a+2b):171na+151n%+81n(%—a),

derivace
0 17 8
—fa) = = — -
da (a) a % —-a
je nulova pro a = % = 0.453333. b = E—j = —0.12. O

Nésledujici klicovy vysledek fedi jednoduge fadu uloh, je vdak potfeba dat pozor na predpo-
klady:

Véta 11.3.5: Pokud na diskrétni rozdéleni nejsou kladeny Zadné omezujici podminky, pek em-
pirické rozdélend je jeho odhadem podle metody momenti i mazimdiné vérohodniym odhadem.

Dikaz: Oznatme X nahodnou veli¢inu s hledanym diskrétnim rozdélenim a & = (z1,...,2n)
realizacl ndhodného vibeéru, na jejimz zéklad® provedeme odhad parametrii rozdelent.

Za moZné hodnoty rozdéleni budeme povaZovat vdechny ty, které se vyskytly v realizaci, a
zadné jiné. (Vynechat samoziejmé zadnou hodnotu nesmime, jinak by nas model pozorovanou
realizaci nedovoloval. Ponechdvame na Ctenafi ovéreni, Ze kdybychom uvaZovali jesté dals{ hod-
noty, jejich pravdépodobnosti by pii stejném postupu vysly nulové.) Oznacme uy, ..., up (k <n)
hodnoty, které se vyskytlv v realizaci x; platf pro n& mnoZinovd rovnost

{ut, oup ={z1,. .. 20} .
Zbyva odhadnout pravdépodobnosti hodnot u;, i =1,...,k:
¢ =px (W) .

Protoze o uy, ..., 1, mame jasno, za hledané parametry povazujeme pouze ¢i,...,q € (0,1);
: J . 1Y Yy P J P qi, 4 y 473
jsou vazany jedinou podminkou

k
1—2(]1':0.
1=1
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Jelikoz v realizaci nezalezl na pofadi, budeme pracovat s Cetnostmi. Oznalme n; Cetnost a
r; = n;/n relativni Cetnost hodnoty u; v realizaci . Pfipomenime, Ze empirické rozdéleni Emp(x)
nabyvéa hodnot ug, ..., u, s pravdépodobnostmi po fadé r, ..., 7.

Metoda mazimding vérohodnosti: Verohodnost

n

k k
Liq, . a) = [ [ px (@) =[] (o ()™ = ] &
=1 i=1

= i=1

je polynom, jehoZ maximum lze najit pfimo, navzdory jeho vysokému stupni n. Pohodlngjsi viak
bude prechod k logaritmu

k
é(ql;-.-7qk)—;zni Ing;.
=1

(Tento vyraz neni definovan, je-li nékteré g; = 0, jeho limita pro ¢; — 0 je —oo. Vylougenim tohoto
pripadu se zfejmé nepiipravujeme o maximum.) Mame najit maximum této funkce za podminky
jednotkového soudtu neznamych; pouZijeme metodu Lagrangeovych multiplikitorta (podrobnosti
viz napt. [Apl. mat. 1978]), tj. pFicteme c-nasobek této podminky a hleddme globalni maximum
funkce

k
hic,qu,...,q) = Zm IHQi+C<1_ZQi>,
i=1

i=1

9 (6,1, @) = =2 ~ ¢

9gs T 7 ds
Pro maximalné vérohodny odhad 41,...,q; budou tyto parcidlni derivace nulové pro v8echna
s=1,...,k, takZe hodnota

nS

-~ =

ds

bude nezavisla na s. Uréime ji z omezujict podminky

k k
~ 1 n
1= s =~ E Nsg = —,
C C
=1 s=1
g
—— =CcC=n.
ds
Dostavame

~ Tis
qS:—:’)"S
n

(pravdépodobnost empirického rozdélent) jako jediné feSeni.

Metoda momentid: Pro s =1,...,k vychazi s-ty moment z teoretického modelu
k
ul =y quf
i=1

jeho odhad z realizace x je

n k
1 2 / s 1 z / s § s
- I‘J = — Ty Uy = T U -
n - n

J=1 =1

L= 1=1

Hleddme odhad g1, ..., gk (s trochou nepfesnosti oznadeny stejné jako u pfedchozi metody, ad by
), pro ktery se oba vyrazy rovnaji, tj.

obecné mohl vyjit jina
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pro viechna s = 1,..., k. To je soustava k linearnich rovnic pro & nezndmych g, ..., g;. ReSenim
je ziejme §; = 7y, coZ odpovida empirickému rozdélend. Je to jediné fefenf, nebof matice soustavy

1,1 1
Uy Uy e U
2 2 2
uy  us uj
kook k
/Ull ”LLQ AR le
je tzv. Vandermondova matice [Olsak 2007]. kterd je regularni, pravé kdyz ¢&isla uq, ..., ux jsou
navzajemn ruzné. O

Poznamka 11.3.6: Za podminek véty 11.3.5 je empirické rozdélen! maximélné vérohodnym
odhadem i pro kvalitativni nahodné veli¢iny, Empirické rozdéleni by vyslo i metodou momenti,
pokud bychom si nenumerické hodnoty oéislovali. Visledek je nez&visly na tom, jaka ¢isla jsme
hodnotam pfifadili. (Jediny poZadavek je, ze riznym hodnotdm musime pfifadit rizné disla.
Udélame-li to nevhodné. miZe vypolet momenti byt zatiZen velkymi numerickymi chybami,
ale teoretické TeZenf je steiné a momenty diky vété 11.3.5 ani nepotfebujeme poéitat.) V tomto
plipade vyjimedné miZeme pouZit metodu momentd k odhadu rozdélenf kvalititativi{ ndhodné
veli¢iny, nebot vysledek nezéaleZi na zvoleném odislovéni hodnot.

Poznamka 11.3.7: Odhad empiricky¥m rozdélenim je velmi pfirozeny, dospél by k nému i laik
sselskym rozumem®. Odbornik navic vi, kdy je tento postup korektni. V&ta 11.3.5 plati pouze
za pledpokladu. Ze na diskrétn{ rozdéleni nejsou kladena 7Zadnad omezen{. Napf. ji nelze pouiit
v predchozich prikladech, kde hledané rozdéleni byla specidlnich typd. Proto obé metody daly
rizné vysledky. Casto bychom nepouZitelnost véty 11.3.5 poznali uZ z toho, Ze empirické rozdéleni
nemusi omezujici podminky spliiovat.

Véta 11.3.5 dava snadné a neplekvapivé feSeni fady prikladd, které zde pro jejich jednoduchost
neuvddime. Odkazujeme na citovanou literaturu. kde je jim naopak vénovano pfekvapivé mnoho
mista.

Poznédmka 11.3.8: Snaha zobecnit vétu 11.3.5 na diskrétni rozdéleni s nekonetnym (spocet-
nym) podtem hodnot nemd prakticky vyznam, nebot z kone¢né mnoha idaji nemtizeme odhad-
nout nekonefné mnoho parametr.

Priklad 11.3.9: * Odhadnéte parametry m, g binomického rozdéleni Bi(m, ¢) (a) obecné, (b) na
zékladé realizace nahodného vybéru @ = (1,0,3.1,2,2.5, 3,3, 4).

Regent: (a) Odhadujeme parametry na zakladé realizace ndhodného vybéru @ = (z1....,2,).
Nejprve vySetfenie obor. v ném? se mohou nalézat hodnoty parametri. Zfejmé ¢ € (0, 1), zatimeco
m € N. Navic musi byt m > max; r;. nebot jinak by se nejvétsi vysledek v realizaci nemohl
vyskytnout.

Metoda momentd: Pro stanoveni dvou neznamych parametri miZeme porovnat prvni dva
obecné momenty s jejich odhady a vyTesit vzniklou soustavu rovnic. (Podrobny postup lze najit
v [Rogalesvicz 2000].) Nemusi nam vyjit odhad ¢ z intervalu (0, 1), ale zejména je velmi neprav-
dépodobné, Ze by pro m vySel odhad celociselny. jak je pozadovano. Proto je nutno metodu
momentfl zamitnout jako nevhodnou.

Metoda mazimdini vérohodnosti: Vérohodnost

n

Lim.g) =T ()¢ 0 —qm™

j=1
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by pro ¢ € {0,1} byla nulova, takZe jeji maximum hleddme pro ¢ € (0,1) a miZeme pejit
k logaritmimn: :

£(m, q) Zln +Z:E] 1nq+z m—x;)In(l—gq) =

_Zln Y+nZlng+n (m—-2)In(l-q). '

Pokud by vyslo £ = 0 (vSechny hodnoty v realizaci nulové), pak maximum nastéva pro 7 = 0
a m libovolné. I kdyZz m neurcime, je Bi(m, 0) stéale stejné rozdélent, totiZz Diracovo v 0. (Mdme
zde pfiklad toho, Ze vice hodnot parametru mizZe urovat stejné rozdéleni. ZdleZl nyni na tom,
zdo cilem bylo uréit rozdélent, coZ lze, nebo hodnotu parametru, cof nelze.)

V dalsim pfedpokladame T > 0. Pak bude parcialni derivace

pro maximalné vérohodné odhady m, ¢ nulova
T M-
713

1]
)
)

Zbyva urit odhad m € N, m > max; z;, ktery maximalizuje vyraz
E(W,A Zln +nm1n—+n( —2)In 1—2 —
m m

:Zln@)—nﬁzlnﬁz—kn( Z)ln(m—2)+nZTInk.
Jj=1

I kdyZ posledni ¢len na 7 nezavisi, je to obecné obtiZné. Pro konkrétni zadanf lze maximum
najit numericky.

(b) Mame T = 2.4, max; z; = 5, tedy m > 5. SloZitost vypoctu viech uvedenych vzorct je
zhruba stejnd, mtZeme maximalizovat pfimo vérohodnost L (7?1, %) = g(m). Podle olekévani
ma jediné maximum, pro mendi hodnoty roste, pro vétsi klesa. Po zbé&zném prizkumu g (5) =
11561078, ¢ (10) = 2.16 - 1078, ¢ (18) = 2.173 - 1078, g(31) = 2.126 - 107 vime, e maximum
je v intervalu (10,31). Daldf hodnoty nas dovedou k maximu: g (23) = 2.152 - 107%, ¢ (15) =
2185-10%, g (13) = 2.1873.107%, ¢ (12) = 2.185-107, g (14) = 21868105, Az nyni miZeme
Fici, Ze maximalng vérohodny odhad jem =13, g=2. 4/13 = (.185.

Volba krokid pri numerickém resent nebyla nahodild; od chuile, kdy jsme znali horni mez, byla
optimdint. Je zaloZena na tom, Ze rozdily hodnot jsou Fibonacciho &isla. Zdtvodnént lze najit
nap?. v [Schlesinger, Hlavac 1999]. O

Poznamka 11.3.10: Predchozi piiklad ukazal nékolik typickych aspekti aplikace metod odhadu
parametrit na obtiznéjsi alohy. Mj. jsme videéli, Ze hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé
I pro nevelké vybéry. Také je obvyklé, Ze maximalné vérohodny odhad je potfeba dopoditat
numerickymi optimalizaénimi metodami a 7e je to velmi pracné. Pro fadu tastych tloh byly
vyvinuty specidlni algoritmy, napt. EM algoritmus. Neékteré takové alohy z rozpoznavani jsou
pékné rozebrany v [Schlesinger, Hlava¢ 1999).
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Cviceni 11.3.11: Na zdkladé tabulky Cetnosti

hodnota | VV | VM | MV | MM
Cetnost 20 20 10 )

odhadnéte vahu w smési X = Miz, (Y. Z), kde Y. Z jsou diskrétnf nahodné veliCiny s nasleduji-
cimi pravdépodobnostnimi funkcemi:

hodnota | VV | VM | MV | MM
by 3/813/8|1/8 ] 1/8
pr | 3/8|1/8|3/8 1/8

Cvigenf 11.3.12: Nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y maji alternativni rozdélen{ s nésledujicimi

pravdépodobnostmi:
i o |1
PIX=1d|1-a
]

|
a
Py=dq]1-b|»

Odhadnste parametry a.b na zaklade realizace velidiny Z = X + Y. u niz jsme pozorovali
nasledujici Cetnosti:

hodnota Z | 0 |12
tetnost 10Y5Y0

Cvigeni 11.3.13: Odhadnéte parametr w geometrického rozdéleni
pi=(1-wyw, i=012,...

na zaklads realizace s nasledujicimi ¢etnostmi vysledki:

\hodnota\@}l‘Q\?)‘
120 10|73

{ Cetnost

Cviceni 11.3.14: Odhadnéte parametry a.b rozdéleni ndhodné veli¢iny na zakladé teoretickych
pravdépodobnosti a pozorovanych fetnosti dle tabulky:

hodnota 01112
pravdépodobnost | b | a | a®
cetnost |30 [ 30 | 30 |

QOdhady spojitych rozdéleni

Tvrzeni 11.3.15: Pro normdlnt rozdélent N {y. 02) je odhad parametrd p a T = 0% na zdkladé
realizace ndhodného vybéru @ = (x1..... x,) podle metody momentd i metody mazrimdini véro-
hodnosti stejny, a to

S o 1 _
f=g=_3a, F=0x=-) (-2 BNCERY
j=1 ‘

(Visledek 6% je realizace odhadu ze vzorce (9.4).)

-

Dikaz: Oznadéme X nahodnou velicinu s hledanym rozdélenim N (;L, 02). Jednim z parametri je
rozptyl 7 = o7, tento zapis by se nam mohl plést. aZ budeme podle tohoto parametru derivovat,
proto vyjimecné pouZijeme jednoduchy symbol 7. (Mohli bychom také za parametr povaZovat
smérodatnou odchylku o a dosli bychom ke stejnym zavérim s o néco vét§im usilim.)

Metoda momenti: Pro stanoveni dvou parametrii pouzijeme prvni dva obecné momenty,




182 11. Odhady parametrd rozdélenf

EX=yp, EX?’=EX)?+DX=p2+0%=p%+r,

které polozime rovny p¥isluinym vybérovym momentim. Regenim budou hodnoty 7, 7, spliujici
rovnice

1 n
A=)
n 4
Jj=1
1 n
~2 ~_ L 2
,u+r—nZacJ.
7=1
Odtud 1= &
1 2 ~2_ 1 = 2 =2
Jj=1 Jj=1

n n n n n
~ 1 _ 1 2 _ 1 _ 1 _ _
6% =~ g (z; - &) == E ac?——azg T+ — .:122:—5 zi-28*+3 =
j=1 7j=1 j=1 7j=1 7=1
n
_1 2 =2
n <
J=1

Metoda mazimdlni vérohodnosti:

j=1
-1 & n n
Alp,m) =InA(u ):—2-72(1] u)z——z-lnr——anW,
j=1
1 & 1 /e n
A =2 Y- == (e =2 @-w),
J=1 j=1
a 1 < n n /1l
E/\(P«,T)zﬁ (%’P«)Q—ﬁ:ﬁ<g (%"P«)Q-T)-
j=1 j=1
Maximum nastéva pro hodnoty z (11.1). O

Poznamka 11.3.16: Na prévé uvedeném vysledku je zvlastni to, Ze jsme obéma metodami
dostali pro rozptyl vychyleny odhad ze vzorce (9.4), nikoli vybérovy rozptyl, ktery je nestranny.
Z toho je vidét, ze oba odhady rozptylu maji své opodstatnéni.

Cvi€enif 11.3.17: Nahodna veli€¢ina X mé biezponencidini rozdéleni s hustotou

fx () =cexp(=alt]),
kde a > 0. (Toto rozdéleni se pouzivd napt. pro popis jasu fotografie.) Metodou momentd od-
hadnéte parametry na zakladé realizace rozsahu n = 10, z nfZ jsme vypoditali & = 2, s2 = 4.

MiuZete vyuzit vztahy (C.8).

Resent: Z podminky

x> fo'e) _ 50
[” e ar=2e [T em(can armze 22T 20
. i
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‘ostavame ¢ = a/2.
Prvni moment je teoreticky 0 a nic nam o parametrech nerika, pouzijeme vybérovy 2. obecny

oment,

oG oG 1 oo 2
/ 2 fy (1) dt = a/ 2 exp (—at) dt = -5 / y? exp (—y) dy = -,
a 0 a

—oC —oC

ztery polozime rovny realizaci 2. obecného momentu,

1 -2\1 p _\2 _9 _‘n:"l 2 _9 9 9 38
2 EZL-J:L—E<Z:U%_ZB> +;m>~ - s+ & :1—O4+2 =5

8
i

Z roviice

2 38

a? 5
dostaneme kladné reseni

, 1
= — 95 =0.25649.

1 a
= = 05 =051299, _ 4
“ T 9T

19

Pokud bychom odhadli 2. obecny moment virazem

v - . \ . 2 . v -
{coz neni nestranny odhad), pak bychom z rovnice = = 8 dostali kladné Teseni a = %—, c=

wle
|

D =



12. Testovani hypotéz

12.1 Zakladni pojmy a principy testovani hypotéz

(Doporucend literatura: [Jaro§ 1998].)
VyloZime obecnou metodiku testovani hypotéz na jednodussim specidlnim p¥ipadé. Zde pou-
7ité zuadeni a terminologie jsou standardnimi dorozumivacimi prostfedky v této oblasti.

Piiklad 12.1.1: Vr. 2006 v CR vzbudilo rozruch vyb&rové fizeni s nasledujicim pribshem: Z 16
pfihlasenych firem bylo v 5 kolech (pro 5 zakézek) vylosovano do uzstho vybéru vidy 5 firem,
jejichz nabidky byly dale posuzovany. Jedna z firem se zuCastnila prostfednictvim Ctyr filidlek,
tj. 4 z 16 podanych pfihlagek byly od jejich dcefinnych spole¢nosti. Z4adn4 z nich nebyla vybrana
v zadném z 5 kol. SamozFejmé je takovy vysledek losovani moZny, nicméné je velmi nepravdépo-
dobny. Firma proto zazalovala zadavatele, nebot povaZuje losovani za zmanipulované.!

Formulace otazky a rizika chyb

Méme posoudit hypotézu o hodnoté néjakého parametru ¢ spojitého rozdéleni. PouZijeme k tomu
testovaci statistiku neboli kritérium 7T, které na parametru zavisi. Piedpokladejme nejprve
pro jednoduchost, ze parametr ¢ nabyva pouze dvou hodnot, 0 pro ,normalni“ populaci, 1 pro
yanomalni® prvky. Otéazka je, z které z téchto skupin je proveden nahodny vybér X. Méame
rozhodnout o hodnoté parametru, tj. mezi dvéma hypotézami:

o Nulova hypotéza Hy: Vybér je z normalni populace.
e Alternativni hypotéza Hi: Vybér je z anoméalni populace.

Predpokladejme, Ze obé skupiny maji zndméa rozdéleni, ktera se li3f stfednimi hodnotami
Mo, p1, kde po < p1. coz pouzijeme k testu. Dale pfedpokladame, Ze na intervalu (ug, p1) je
hustota rozdélenf normalni populace nerostouci a hustota rozdélenf anomalni skupiny neklesajici
(obr. 12.1). Za kritérium pouzijeme (ne nutng) vybérovy pramé&r T = X. Zvolime kritickou
hodnotu & € (ug, 1) a vybér vyhodnotime jako normalni (klasifikujeme 0) pro T < &, jako
anomalni (klasifikujeme 1) pro T > x. Kromé spravnych rozhodnuti hrozi nasledujici chyby:

1. Chyba prvniho druhu (angl. fype I error): normalni skupina je klasifikovina jako
anomalni, coz nastane s pravdépodobnosti a(x).

2. Chyba druhého druhu (angl. type IT error): anomalni skupina. je klasifikovdna jako
normélni, coZ nastane s pravdépodobnosti F(x).

Priklad 12.1.2: Mame zastavit pouzivani léku pro podezieni z nezédoucich 4¢inka? Uvedené
pojmy maji nasledujici vyznamy:

e Nulova hypotéza Hp: Vyrobce je nevinen, riziko se nezvysuje.

e Alternativni hypotéza Hi: Vyrobce je vinen, riziko se zvyduje.

¢ Chyba prvnitho druhu: Zamitneme nulovou hypetézu, kter4 plati (obvinime nevinného).

o Chyba druhého druhu: Nezamitneme nulovou hypotézu, ktera neplati (osvobodime vinného).

! Informace laskavé poskyt! Prof. RNDr. J. Stépan, DrSe., ktery se spolupracovniky vypracoval znalecky posudek
a referoval o ném v televizi.
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Obrazek 12.1. Pravdépodobnost chyby prvafho a druhého druhu (e a 8)

Jestli¥e z 10 000 uZivateld 1éku zemfelo do roka 171 pacientt a v kontroln{ skupiné 10000 lidi
170, pak to neznamend, Ze 1€k ma na svédomi Zivot jednoho pacienta. Kdyby v8ak zemfelo 1700
pacientt, bylo by to divodem k zékazu léku. Otazka je, kde mezi témito extrémnimi p¥ipady
méame stanovit mez, od niz budeme povaZovat vysledky za (statisticky) vyznamné a skodlivost
za prokizanou.

Volbou kritické hodnoty (pFisnosti kritéria) sniZujeme riziko jedné chyby na tkor zvySeni
rizika druhé chyby. Skody zpiisobené chybami riizngch druht mohou byt zésadné odlidné. Jeding
zpusob, jak snifit pravdépodobnost obou typd chyb, je zvétdit rozsah wvybéru (pokud to situace
dovoluje).

V naZem piikladu je funkce o nerostouci a 8 neklesajici v zavislosti na &, coZ dovoluje navrh-
nout mnoho kritérii pro volbu meze «, napf.:

e rovnost pravdépodobnosti obou chyb, a(k) = B(k),

e minimalizace soudtu pravdépodobnosti chyb a(k) + B(k),

e minimalizace funkce pravdépodobnosti chyb e(a(x), 8(x)) (tzv. vyplatni funkce, ktera zo-
hlediiuje odli&né skody zpilisobené jednotlivymi typy chyb, napf. a (k) + b B(k)),

e o(k) rovno pfedem zvolené malé hodnotg.

Vétsinou se pouZiva posledni moznost. Je vypofetné méné naroind (vede na snaz3f tlohu).
Hlavné viak pro jeji uplatnéni nepotfebujeme znat rozd€len! anomdlni skupiny, které bychom
né&kdy t&zko definovali. :

Piiklad 12.1.3: MiZeme pomeérné snadno uréit rozdéleni krevniho tlaku u zdravych lidi. Je
viak tézké stanovit, jaké je rozd&leni u ,osob s vysokym krevnim tlakem®.

Obvykle méame vice neZ dv& mozné hodnoty parametru a rizika chyb na nich zévisi, coZ test
komplikuje. I proto se osvEdeuje nasledujici jednoduché vychodisko, které se stalo standardnim
postupem v testovani hypotéz. Kritickou hodnotu testu & stanovime takovou, aby chyba prvniho
druhu nastévala se stanovenou pravdépodobnosti ¢ € R zvanou hladina vyznamnosti, téz
hladina testu (nebo s mensi pravdépodobnosti, nelze-li dosdhnout rovnost). Jestlize nulové
hypotéze vyhovuje vice hodnot parametru, poZadujeme splnéni této nerovnosti pfi v3ech z nich,
tj. pfi nefnepitznivéisich podminkdch.

Poznamka 12.1.4: Pro srovnani vysledkd riiznych vyzkumi je zadouci, aby pouZivaly pokud
mozno stejnou hladinu vyznamnosti. Podle tradice v pfislugném oboru se nejastéji uzivaji hla-
diny vyznamnosti 1% nebo 5% (rozhodng mnohem mensf nez 1/2). Hladina vyznamnosti 5 % je
obvykla v oborech, kde je omezena opakovatelnost pokus a mnoho neodstranitelnych rufivych
vlivi, jako v 18karstvi, biologii, sociologii, ekonomii apod. Tam se vysledky na hladiné vyznam-
nosti 1 % dosahuji zfidka a zmifiujf jako obzv]43t vydafené. Naproti tomu v technickych oborech,
kde CGasto lze experimenty mnohokrat opakovat za dobfe definovanych podminek, se pouZiva
hladina vyznamnosti 1% a nékdy i mensi, pokud je provéfeni zviast dileZité (napt. z divodd
spolehlivosti).
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Vyhodnoceni testu

Hodnoty kritéria presahujici kritickou hodnotu (odpovidajici vysledkim maélo pravddpodobnym
pii platnosti nulové hypotézy) povazujeme za statisticky vyznamné a v tom piipadé nulovou
hypotézu zamitdme. V opalném piipadé fekneme, Ze nulovou hypotézu nezamitime, N&kdy se
Fika, Ze ji ,pFijimame*, coZ budi dojem, Ze jsme dokdzali jeji platnost. To neni pfesné, nebot
pripoustime, Ze ji zamitne nékdo jiny na zékladé dikladngjgich testl, ale my jsme pro to neshledali
ditvod. Rozhodné by se neméla pouzivat matouci formulace (se kterou se lze v literatute setkat),
#e nulovou hypotézu ,potvrzujeme®. To statistika ani nemfze.

Jestlize nezamitame nulovou hypotézu, pak tim nezamitdme ani alternativnd hypotézu. Do-
chézi zde k nesymetrii ve vyhodnoceni testu. Nulovou hypotézu zamitdme nebo nezamitame.
K alternativni hypotéze se nevyjadfujeme. Tato nesymetrie ma pivod v nesymetrickémn kritériu
pro nastaveni kritické hodnoty — je ddno pravdépodobnosti chyby prvafho druhu bez ohledu na
chyby druhého druhu.

Priklad 12.1.5: V dobé vydéan{ tohoto skripta je k dispozici fada studif o Skodlivosti zafeni
mobilnich telefonti pro lidsky organismus. Nulova hypotéza ,mobilni telefony neskod{ v&tsinou
nebyla zamitnuta. Jen ojedinglé vyzkumy ji zamfitajl, coz se pfi jejich velkém podtu prirozené
stava. (Pl hlading vyznamnosti 5 % lze ofekavat, Ze zhruba 5 % testit nulovou hypotézu zamitne,
1 kdyby platila.) Nikdy nebude mozno dokazat, Ze mobilni telefony ne8kodi (potvrdit nulovou hy-
potézu). Pokud se skodlivost mnoha vyzkumy nepodaf{ zamitnout, pak ji pfijmeme v tom smyslu,
Ze se budeme chovat, jako by mobilni telefony neskodily. Rozhodné ji nelze experimentalné po-
tvrdit. Proto nezamitame ani alternativni hypotézu, Ze mobiln{ telefony Skodi. Vidy zfistava
oteviend moznost, e pozdéjsl vyzkumy néjakou formu gkodlivosti prokazi. (Otazka mimo ramec
statistiky je, zda p¥ipadna skodlivost bude shledana tak zavaZnou, aby ovlivnila nase jednani.)

Naopak, pokud bude nulova hypotéza zamitnuta (a to nejen vyjimetné), pak bude gkodlivost
povazovana za prokizanou,

Priklad 12.1.6: Losovaci zafizeni pro loterie musi projit naroénym testovanim. Kdyby se uké-
zalo, Ze vysledky nejsou stejné pravdépodobné, loterie by nebyla povolena. Kdyz v testech uspéje,
plesto nelze dokizat, Ze rozdé&len{ vysledki je rovnomeérné,

Poznamka 12.1.7: Statistickd vyznamnost neznamend vyznamnost praktickou. Shromézdénim
velkého podtu udaju bychom napf. mohli prokizat statisticky vyznamny rozdil v cendch benzinu
u riznych prodejct o 5 haléfd na litr. Takovy rozdil ale nent podstatny pro naSe rozhodovani.
Podobné mtize v budoucnu dopadnout i problém Skodlivosti mobilnich telefond z prikladu 12.1.5.

Poznamka 12.1.8: Naopak pfi nedostatetném rozsahu souboru se muze stat, Ze ani podstatny
rozdil hodnot nend statisticky vyznamny (nepostatuje k zamitnut! nulové hypotézy).

Slovnicek

Pro srozwnitelnost zde vystafime s minimem termint, nicméné pro porozumén{ jinym textim
uvadime daldi souvisejici pojmy. Casto se jimi misto skuteénych pravdépodobunosti (¢asto nezné-
mych) oznaduji jejich odhady zaloZené na experimentech s kontrolnf skupinou, co? pro jednodu-
chost nebudeme rozliSovat ani zde.

Pravdépodobnost o chyby prvniho druhu se oznacuje FPR (angl. false positive rate), prav-
dépodobnost 3 chyby druhého druhu FNR (angl. false negative rate). Spravne klasifikace jsou
anglicky oznatovany jako true positives a true negatives. Cislo 1 — o je specificita testu (ang].
specificity), 1 — (3 je sila testu neboli senzitivita (angl. power, sensitivity, recall, hit rate).

Predchozi pojmy jsou nezévislé na tom, s jakou apriorni pravdépodobnosti se vyskytuji nor-
malni & anomalni p¥ipady. Pokud toto zohlednime (jako v bayesovském rozhodovani), pak de-
finujeme presnost testu (angl. precision, positive predictive value) jako pomér spravné klasifi-
kovanych pozitivnich pfipadd ke vSem pozitivnim. Podobné negative predictive value je pomér
spravié klasifikovanych negativnich pfipadil ke v§em negativnim. Ve snaze vyjadrit ohé& kvality
se zavadi F-measure jako harmonicky primér plesnosti a senzitivity:
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Priklad 12.1.9: V p¥ikladu 2.5.17 jsme méli test nemoci, ktery je u 1% zdravych falein& po-
zitivni (o, FPR) a u 10 % nemocnych falesné negativni (8, FNR). Specificita je 1 — oo = 99 %,
senzitivita (sila testu) 1 — 3 = 90%. Za predpokladu, Ze podil nemocnych v populaci je 0.001,
jsthe odvodili, Ze piesnost testu je 8.26 %.

Problém volby kritické hodnoty ozfejmi kiivka, kterd zobrazuje zavislost pravdépodobnosti
chyby prvniho druhu (vodorovné) a sily testu (svisle), pfi¢em? parametrem kiivky je kriticka hod-
nota. Tato kiivka se v anglitting nazyva receiver operating characteristic, zkrdcend ROC curve.
Pro rostouci kritickou hodnotu probiha obvykle z bodu (0,0) do bodu (1,1) nad osou prvého
kvadrantu. (Kdyby byla pod touto osou, bylo by lépe klasifikovat opacné.) Je zadouci, abychom
volbou kritické hodnoty vybrali na této k¥ivee bod co nejblize bodu (0,1), ktery reprezentuje
bezchybnou klasifikaci. Nicniéné pii obvyklé metodice prosté vybereme bod, v ném? se prav-
dépodobnost chyby prvnfho druhu rovna zvolenému &islu (tj. s danou vodorovnou soufadnici).
Tyto kiivky dovoluji graficky porovnat téinnost riznych testi.? Typicky pribéh je na obr. 12.2.

b 07s

Obrazek 12.2, Typicky prabéh ROC kiivky

Formulace hypotéz
V literatufe se rozliduje

¢ jednoducha hypotéza: nulové hypotéze odpovida jeding hodnota parametru,
e sloZeni hypotéza: nulové hypotéze odpovida vice hodnot parametru,

a déle

e jednoducha alternativa: alternativni hypotéze odpovida jedind hodnota parametru,
e sloZena alternativa: alternativni hypotéze odpovida vice hodnot parametru.

U slozené hypotézy pozadujeme, aby pravdépodebnost chyby prvniho druhu byla nejvyse o

pro vdechny hodnoty parametru vyhovujici nulové hypotéze. V tvodu jsme uvazovali jednoduchou
hypotézu a jednoduchou alternativu.

Priklad 12.1.10: Testujeme, zda lék zme&nil hodnoty krevniho tlaku skupiny pacientt. Jedno-
duché hypotéza a slozen4 alternativa: Hp: tlak je stejny jako dfive, Hy: tlak se zménil. SloZena,
hypotéza a sloZené alternativa: Hg: tlak se nezvysil, Hy: tlak se zvysil.

2 Poprvé se zadaly pouZivat za 2. svétové valky k vyhodnocovani radarovych signali.
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Nulova a alternativn{ hypotéza se rozhodné musi navzdjem vyludovat. Casto se formuluji tak,
Ze nejsou navzdjem svymi negacemi a nepokryvajl prostor vdech moZnych-hodnot parametru.
Vznika tim chaos (viz v&t&ina ostatni literatury). Snadno se mu vyhneme (a zpravidla o nic
nepiijdeme), kdyz budeme formulovat nulovou hypotézu jako negaci alternativn{ hypotézy.

Je-li nap¥. Hy : 9 > ¢, pak nevolime Hy : ¥ = ¢, ale Hy : ¥ < ¢. (Nejvétsi riziko chyby prvniho
druhu obykle odpovida pripadu 9 = c, takZe postup je stejny.)

P#i zde probiranych testech hypotéz vystatime s vysledky z kapitoly 3.7. Nulovou hypotézu
zamitneme, pravé kdyZz hodnota kritéria ziskand z realizace nepadne do intervalu spolehlivosti
pro koeficient spolehlivosti 1 — «. To znamena, Ze kritickd hodnota je mezi intervalového odhadu.

Obracené se miiZeme ptat, pfi jaké mezni hlading vyznamnosti by pozorovana hodnota byla
kritickd; tomu fkime dosaZena vyznamnost, téZ dosazena hladina testu (angl. signifi-
cance, P-value). Cim niz& dosaZena vyznamnost, tim vyznamn&j3i vysledek. Pro vyhodnocenf
statistické vyznamnosti stadi porovnat dosazenou vyznamnost s piedem zvolenou hladinou vy-
znamnosti testu. TéméF viechny programy déavaji za vysledek dosaZenou vyznamnost (obvykle
se znall P), takZe hladinu vyznamnosti neni tieba pfedem zadat; navic se dovime, jak daleko
jsme byli od této hladiny. (Napf. hodnota 0.012 fiké, Ze nemiiZzeme zamitnout nulovou hypotézu
na hlading vyznamnosti 1%, ale chybélo k tomu mélo.) Tento postup dfive nepouZival hlavné
proto, Ze vyzaduje stanoven{ hodnot distribugnich funkef prisludnych rozdéleni, k éemuZ by byly
potfeba mnohem rozsahlejsi statistické tabulky. Misto toho je v tabulkach jen nékolik pouziva-
nych kvantila. S rozvojem vypodetni techniky tato vyhoda ztratila na vyznamu, nebot numerické
algoritmy jsou zhruba stejné narotné pro oba piistupy.

Typicky tvar testu

Testovaci statistiku 7" se znamym rozdélenim (pfesné&ji jeji realizaci t) porovnavame s kvantily
pifslusného rozdéleni a zamitneme pfi extrémnich hodnotach (nepravdépodobnych pii platnosti
nulové hypotézy):

{ Hpy { Hy l zamitame pro W dosaZené vyznamnost J

(9<c|o>c t>qr(l - @) 1— Fr(t)
9>cid<c t < gri{c) Fr(t)
V=clV#c|t>qgr(l—af2)nebot<gr(e/2) |2 min(Fr(t),1 — Fp(t))

V literatufe se setkame i s nasledujicimi ptipady hypotéz, které se viak fesi stejné jako prvni
dva vySe uvedené:

Hy H,
F19=c d>c
Jd=clid<c

Poznamka 12.1.11: Casto by si uZivatel pral testovat hypotézy ¥ > ¢ nebo ¥ < ¢. Mohl by
se dokonce ptat, zda ¥ # ¢, tedy jestli se zkoumany parametr [id7 od dané hodnoty. Takovou
podminku nelze zadat jako nulovou hypotézu. Musime totiZ vychéazet z toho, jaky model je, nikoli,
jaky neni Z parametri vyhovujicich nulové hypotéze se odvozuje rozdéleni testovaci statistiky
a jeji kritické hodnoty. Kdybychom nulovou hypotézou fekli, Ze ¥ # ¢, tj. ¥ € (—o0,¢) U (¢, 00),
nebylo by to nic platné. (Alternativni hypotéza by byla ¥ = ¢.) Pokud testovaci statistika zavisf
na parametru ¥ spojité, pak jeji alternativni hodnota pro ¥ = ¢ je byla limitou pfipadu, které
vyhovuji nulové hypotéze, a neni moZné obé& hypotézy timto kritériem oddélit.

Nezbyva tedy neZ volit ¥ = ¢ za nulovou hypotézu a ¥ £ ¢ za alternativni. To m4 za nasledek,
ze moZné budeme moci zamitnout hypotézu ¥ = ¢, ale nikdy nebudeme moci zamitnout hypotézu
¥ # c¢. Ma to svoji logiku: pfesnou rovnost (redlnych ¢isel) nelze prakticky dokazat, protoze
hodnoty se mohou lisit o0 méné, nez dovoluje odhalit pFesnost nadf metody. Z téhoZ divodu nelze
testovat nulové hypotézy ¥ > ¢ nebo ¥ < c.
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Obecny tvar testu

Za ramcem této uCebnice zUstava situace, s niZ se ale ¢tenaf miZe snadno v budoucnu setkat:
hodnoty parametru nejsou usporadané.

Priklad 12.1.12: Z obrazku mame posoudit hypotézu o tom, z kterého mista byl pofizen. Ome-
zime se na smér pohledu, ktery popiSeme bodem na jednotkové sféfe v trojrozmérném prostoru.
Jak mé vypadat oblast. pro niZ zamitdme nulovou hypotézu?

V takovych situacich ném intervalovy odhad nepomtze. Vychodiskem bude pravdépodob-
nost realizace v zavislosti na parametru, tedy vérohodnost, viz kapitola 11.2. Zaméfime se zde
pouze na piipad spojitého rozdgleui. kdy vérohodnost je urcena hustotou rozdéleni v zavislosti
na pavametru.

Pokud zname apriorni pravdépodobnosti (nebo hustoty) hodnot parametru, pak miZeme
pouzit aparat podminénych pravdépodobnosti a bayesovské rozhodouvdni. Pokud o rozdéleni pa-
rametrii nic nevime, vychodiskem pro rozhodovani bude vérohodnost. Formulujeme nulovou a
alternativni hypotézu. Poté vymezime tzv. kritickou oblast testu, tj. mnoZinu vysledkl, pfi
nich? zamitame nulovou hypotézu. V této oblasti by se mél vysledek testu nachéazet s malou
pravdépodobnosti (hladina vyznamnosti) pfi platnosti nulové hypotézy a s velkou pravdépodob-
nosti (sila testu) pii platnosti alternativni hvpotézy.

Navod nam déva tzv. Neymanovo-Pearsonovo lemma. Podle néj pro tvodn{ ulohu, kdy
parametr nize nabyvat jen dvou hodnot. docilime nejsilnéjsf test pii dané hladiné vyznamnosti «
volbou takové kritické oblasti. jejiz pravdépodobnost za platnosti nulové hypotézy je o a k niZ
existuje takové ¢ € R, Ze pomér vérohodnosti odpovidajicich alternativni a nulové hypotéze
je vétsi nebo roven ¢ préavé v této oblasti. Kritickd oblast je tedy charakterizovana pomérem
vérohodnosti (angl. likelihood ratio) obou piipadii. To dava navod pro jeji nalezeni.

Predchozi typicky tvar testu je velmi specidlnim piipadem tohoto obecnéjsiho principu,
nicméné pokryva radu b&Zné uZivanych metod. Obdobné se navrhuji i testy pro realné para-
metry, pokud hustoty maji vice neZ jedno maximum.

12.2 Testy stiedn{ hodnoty a rozptylu

V techto testech pouZijeme jiz diive odvozené intervalové odhady. proto uvddime postupy bez
podrobného zdivodnéni.

12.2.1 Testy stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

P#i zndmém rozptylu o2

Priklad 12.2.1: Mame podezfeni, Ze méfici pfistroj se znadmou piesnosti ma systematickou
cliybu vétsi neZ povolenou. Jak to prokdzeme?

Testovaci statistiku (kritérium)

X

¢ s

ag

T:

porovnavame s kvantily normovaného normdlniho rozdélent:

L Hy ! zamitame pro 1 dosaZend vyznamnost ‘
nw<ec t> 071l -q) 1— &)
p>cl|lt< -0 l-a)=90"a) (1)

ln=c it > o711 - a/2) 2 min ((t),1 — &(t))
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PFi nezndmém rozptylu

Priklad 12.2.2: Méame podezieni, %e méFici pfistroj s nezndmou pfesnost! ma systematickou
chybu vétsi neZ povolenou. Jak to prokdZeme?

Testovaci statistiku

porovnavame s kvantily Studentova rozdélens s m — 1 stupni volnosti:

[ Hy r zamitdme pro { dosaZend vyznamnost T
p<cl t>gup-nl-a) 1 — Fypn_ny(?)
p>cl t< ~gu_n(l-a) Fn-1)(?)
p=c |t > gnon (1~ a/2) | 2 min (Fyn_1)(t),1 = Fynon)(t)

Cvicenf 12.2.3: Méfenim n = 10 zdroji stejnosmérného napéti o nominalni hodnoté U, =
5 V jsme obdrZeli vybérovy primér X = 53 V a vybérovou smérodatnou odchylku Sx =
0.3 V. Predpokladame, Ze jejich chyby jsou nezavislé a maji normalni rozdéleni; chyby méreni
zanedbavame. Posud'te na hladiné vyznamnosti 1 % hypotézu, Ze stfedni hodnota napéti zdroji
je rovna jejich nominaln{ hodnot&. Posudte adekvatnost predpokladd.

Tti takové zdroje napéti spojime do série. Qdhadnéte rozdéleni vysledného napéti.

V daldim pokusu jeden ze zdroji pfipojime k rezistoru R = 10 §2. Odhadnéte rozdéleni a
stfedni hodnotu vykonu.

Resent: Testovaci statistiku T' = %‘X—Uﬂ Vno= V10 = 3.1623 porovnéme s kvantily gy,_1) (0.995)
= 3.2498, ¢4(,—1)(0.005) = —g4(,—1)(0.995) = —3.2498 a hypotézu nezamitdme.

Rozhodné je problematicky predpoklad nezéavislosti chyb; mohou byt zavislé jak kvili syste-
matickym chybam ve vyrobé, tak vlivem spoleénych vnéjsich podminek.

}ie\s'enf: Pro napét{ U; z i-tého zdroje pouZijeme nestranné odhady }ﬁ =X =53V a
DU; = S% = 0.09V2, tedy U;/V (kde V znadi volt) ma norméln{ rozdéleni odhadnuté jako
N ()—(, S%() = N (5.3,0.09). Soucet 3 nezavislych nahodnych veli¢in s timto rozdélenfm ma roz-
déleni N (3X,35%) = N (15.9,0.27). u|

Rozdéleni veli¢iny U;/V lze ekvivalentné popsat jako X + Sx C; = 5.3 + 0.3Cj, kde C; ma
N (0,1). Pro vykon ve wattech, P;/W, dostdvame

2
P = —Ué— (R je konstanta, U? je nahodna veli¢ina),
3+03C)°
pyw = B3 038G - 500+ 03180, + 00092

10
=2.809+ 0.318 F + 0.009G,

kde F' = C; mé rozdélenf N (0,1), G = C? m4 rozdsleni x*s 1stupném volnosti (podle definice
rozdélen! x?) a F,G jsou nezévislé (diky nezévislosti statistik X, S%); jejich stfedni hodnoty

jsou 0 a 1, takze

EF; =2.809 + 0.009 = 2.818 W .

Alternativni Fefent treti édsti bez druhé: Nahodn4 veli¢ina U? ma st¥edni hodnotu

EU? = (EU;)? + DU,
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oba séitance nahradime nestrannymi odhady

BU2= X"+ 5% =532+0.09=2818V,
— 1 2818

= B2 =0 g1 W,
EP = ZEUZ = = 818

]

Cviceni 12.2.4: Obvykly vyskyt nemoci je 16 pFipadii na 100 000 obyvatel za rok. Je podezfeni,
Ze ur¢ity lék riziko nemoci zvysuje. Jak velky vzorek uZivatela l1éku potfebujeme sledovat 1 rok,
abychom mohli toto podezfeni potvrdit na hladiné vyznamnosti 5 %, kdyby vyskyt nemoci vygel
dvojnasobny? Diskutujte predpoklady.

Reseni: Nulova hypotéza: riziko se nezvysuje. Za tohoto pfedpokladu mé vyskyt v souboru
rozsahu 7 binomické rozdéleni Bi(n,¢), kde ¢ = 16/100000. To pomoci centralni limitnf
véty priblizné nahradime normélnim rozdélenim se stejiou stfedni hodnotou pu = ngq a roz-
ptylem 02 = nq(l — ¢). Zajima néas, kdy kritickd hodnota odpovida vybé&rovému priiméru
2u = 2nygq. Testovaci statistika T = X—U_*‘i mé piiblizné rozdéleni N(0,1) a nabyva kritické
hodnoty ¢71(0.95) = 1.64 pro X = 2, tj. pro

nq ng .
—_— ————:4/’]1(1
Vvng(l—gq) l—g¢

Z rovuice /ng = 1.64 dostdvame n = 1%”2 = 16810. Velky rozsah vybéru zdanlivé opraviuje

R L
o

pouziti centralni limitni véty, ale teoreticka Getnost je 11060%1000 - 16 = 2.6896 = 3. Bylo by tedy
zadouci overit vysledek (mnohem pracnéjsf) analyzou binomického rozdéleni; alespofi viak vime,
kterého. coZ se nedalo bez centralni limitni véty odhadnout. I tak klade pFesny (i numericky)
vypocet znainé naroky na v¥podetni techniku, ne? ovéfime, Ze

5
16810\ k.
1—2( . >q1” (1 —¢q)¥%®10% = 00559,

k=0
6
16810 —k .
1— Z ( . > qk <1 _ q)16810 k- 00202
k=0

takZe 6 vyskyta u 16810 lidf stadi k zamitnuti nulové hypotézy, ve shodé s pfedchozim postupem,
ktery dal odhad kritické hodnoty 2 - 11060801000 -16 = 5.3792.
(Je to piiklad vypoctu. kdy na Spatné poloZenou otazku, napf. kolik je

16810

16810 —k
Z < . >qk (1 — g)i0810-%

k=T

nedostaneme v piijatelném &ase odpovéd ani od pokrodcilé techniky. Hledat mez 16810 zkusmo
by byvlo jesté zdlouhavéjsi.) |

Cvigenf 12.2.5: Nahodn4 veli¢ina X je efektivn{ hodnota stfidavého napéti. Posud'te na hlading
vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze stfedni hodnota nadhodné veli¢iny X je nejvyse 230 V, jestliZe z 20
nezavislych méreni vysla realizace vybérového priméru 233 V a realizace vybérové smérodatné
odchylky 5 V.

Cvicenf 12.2.6: Nahodna veli¢ina X je odpor rezistor. Posud'te na hlading vyznamnosti 5%
hypotézu, Ze stfedni{ hodnota ndhodné veli¢iny X je 100 {2, jestlize z 20 nezavisle vybranych
rezistorti vysla realizace vybérového priméru 101 {2 a realizace vybérové smérodatné odchylky
2 0.
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Cviéeni 12.2.7: Nahodna veligina X ma alternativn{ rozdéleni s parametrem ¢. Podle nulové
hypotézy je ¢ = 1/2. Jaky by musel byt rozsah v¥béru, aby realizace vybérového priméru mimo
interval (0,45, 0,55) dovolovala zamitnout nulovou hypotézu na hlading vyznamnosti 1 %?

Cviéenf 12.2.8: Posud'te na hlading vyznamnosti o« = 1% hypotézu, ze vysledky hodt minci
maji pravdépodobnost 1/2. jestlize (a) pri 200 hodech padl lic 80x , (b) pfi 100 hodech padl lic
40x%.

Regend: (a) zamitame, (b) nezamitame (ackoli v obou pripadech 8lo o 40 % vysledki). O

Cvideni 12.2.9: P 100 hodech kostkou padla 25x Sestka. Posud'te na hladiné vyznamnosti
a = 5% hypotézu, Ze Sestka pada s pravdépodobnosti 1/6.

Cvicen{ 12.2.10: Z 10 mé&feni krevniho tlaku u jednoho pacienta jsme obdrzeli vybérovy primér
160 a vybdrovou smérodatnou odchylku 30. Rozhodnéte na hlading vyznamnosti 5%, zda je
stredni hodnota krevniho tlaku nejvyse 140. Za jakych pfedpokladii vysledek plati?

Cvicéen{ 12.2.11: Meé&Fenim odporu 10 rezistord jsme obdrZeli vybérovy pramér 102 2 a vybé-
rovou smérodatnou odchylku 2 (2. Posud'te na hladiné vyznamnosti 1% hypotézu, Ze stfedni
hodnota odporu rezistort je rovna jejich nominaini hodnoté 100 £2.

Cviéeni 12.2.12: Priizkumem byla zji$téna G¢innost vybéru myta 94 %. Jak velky musel byt
rozsah vybéru, abychom na hlading vyznamnosti 1 % mohli zamitnout, Ze tato Ginnost je aspofi
95 %, jak pozaduje smlouva?

12.2.2 Testy rozptylu normalniho rozdéleni

Priklad 12.2.13: Mame podezfeni, Ze méFici pfistroj mé pfesnost mensi neZ povolenou. Jak to
prokézeme?

Testovaci statistiku

(n—1)Sk
c

T =

porovnéavame s kvantily x?-rozdélens s n — 1 stupni volnosti:

i Hq I zamitame pro I dosaZend vyznamnost J
{? Scy t>gpepopll—a) 1 = Fepoy(t)
ot >c t < gy2(n_na) Flognony(t)
cl=c|t< Gx2(n—1){@/2) nebo | 2 min (sz(n_l)(t),l - sz(n_l)(t))
t> gl —a/2)

Cviceni 12.2.14: Z n = 21 méfeni stalého napéti stejnym voltmetrem jsme dostali realizaci
vybérové smérodatné odchylky sg = 1.5 mV. Posud'te na hlading vyznamnosti o = 1 % hypotézu,
ze nahodna chyba voltmetru méa smérodatnou odchylku nejvyse ox = 1 mV, kterou uvadi
vyrobce. Uvedte pouzité predpoklady.

Resent: Z vybérového rozptylu vypoditame testovaci statistiku

—1)§2
poin-Vse o

DX
kterou porovname s kvantilem g,2(50)(0.99) = 37.57 a hypotézu zamitdme. Vychézime z pied-
pokladu, Ze chyby jednotlivych méFeni jsou nezavislé a maji viechny stejné normalni rozdélent,
potom mé testovaci statistika rozdéleni x?(n — 1). O
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Cviceni 12.2.15: Mérici piistroj ma mit smérodatnou odchylku nejvyge 0.1. Ovéfte tuto hypo-
tézu na 5% hladiné vyznamnosti na zakladg opakovanych mé¥eni téZze hodnoty s fetnostmi dle
tabulky. Uvedte pouZité pledpoklady.

hodnota | 9.9 10.0 101 10.3 104

- e

¢etnost 1 5 5 2 1

12.2.3 Porovnéani dvou normalnich rozdé&leni
Priklad 12.2.16: Domnivame se, Ze na3 program je rychlejsi nez konkurenéni. Jak to proka-
zeme?

Predpokladéaine dva ndhodné vybéry, (Xi....,Xn) z rozdéleni N(EX,DX) a (Y1,...,Yn)

z rozdéleni N(EY, DY), které jsou nezduvislé, tj. ndhodné veli¢iny Xi,..., X, Y1....,Y, jsou
nezavislé. Chceme testovat hypotézy porovnavajici neznamé parametry t&chto rozdéleni.

Test rozptylu dvou norméalnich rozdéleni
Pokud jsou oba rozptyly stejné, DX = DY = ¢, pak by mélo vyjit S% = S%,. Testovaci
statistikou je pomér
Sk
Y
Ten mé F-rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) F(£,7n) s € a n stupni volnosti, neboli
rozdélenl ndhodné veli¢iny

F=

1<[mh

]

kde U,V jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim x?(€), resp. x3(n). To ovéfime dosazenim:

—1) 5%
U:@l—g?)—lméf(m—l),
—1) 5% .
V:%x ma x4 (n —1).
é':m_l:
n:n_la
U (771-—1)53{ 5
€ m-1jo? Sk
F:?_—MA—USF—:S_‘Z:T'
T ene Y

Testujeme realizaci t na rozdélenf F(m — 1,n — 1):

L Hy zamitdme pro 1 dosazend vyznamnost ‘
DX <DY t> grm-1a-1){1 — @) 1~ Frim—1,,-1)(t)
DX >DY i< qF(\m-—lin—l)(a) FF(m—l,n—l)<t>
DY =DV t< QF(m—l‘n~1)<o‘/2> nebo 2 min<FF(m~1.n~1)<t>v

t> dF(m—1.n—-1) (1 - &//2) 1- FF(m—l,n—l)<t)>

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potfebujeme dvojdimenziondln{ tabulku kvantild indexova-
nou £, 1. coz je mnoho dat; obvykle je tabelovana jen polovina, druhou je tieba dopocitat podle
vzorce

1

e (8) = ————
FQSU)( ) qF(77,§)<1_6>

< o e . . 52 o
(pozor na opagné pofadf indext!) nebo uvazovat ¥ misto &
X
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Testy stfednich hodnost dvou normaélnich rozdéleni se zndmym rozptylem o2

Parametry vyb&rovych primé&rt maji nasledujici rozdéleni:

X, ma N(EX,0?/m) ,
Y, ma N (EY,0%/n) ,
Xm~Y, ma N(EX - EY,0? (1/m+1/n)) .

Za predpokladu EX = EY testovaci statistika
T:M mé N(0,1) .

o/ 1/m+1/n

Testujeme jeji realizaci t na N (0,1) (viz kapitola 12.2.1).

Testy stfednich hodnost dvou normalnich rozdéleni se (stejnym) neznamym
rozptylem

Predpokladame, ze DX = DY = o¢2. Proto bychom nejprve méli ovérit predpoklad rovnosti

rozptyla (dle kapitoly 12.2.3).

Poznamka 12.2.17: Ve skuteénosti nemuzeme predpoklad ovérit, jediné vyvratit; pokusime
se 0 to testovanim nulové hypotézy o rovnosti rozptyld. Pokud tuto hypotézu nevyvratime,

zéjemci najdou napf. v [Mood et al. 1974].

Pro jednu nezndmou hodnotu ¢? méme dva odhady S%, S%. Abychom maximalné vyuzili tuto
informaci, pouZijeme jejich primér. Abychom vystihli zavislost na rozsahu vybéru, pfikladame
jim vdhu zhruba imérnou rozsahu vybéru; ve skuteénosti zmensenou o 1, tj. m — 1,n — 1,

(m—-1)S% +(n-1)5%
m4n—2 '

§?=

Tato volba mé tu vyhodu, Ze dovedeme stanovit rozdéleni vaZeného priméru:

m— 1) 5%
m=1) 5% 02) X ma x*(m — 1),
_ 2
-————(n 012) Sy ma x4(n — 1),
(m=1)8% +(n—-1)5%

L L2
~2
= mé x“(m+n-2),

a tedy stiednf hodnotu m 4+ n — 2, takze

(m-1)S% +(n—-1)5% __é’i
(m+n-—2)0? o2

mé st¥edni hodnotu 1 a S? je nestranny odhad rozptylu o2. Pro dal3i vypoget pouzijeme odhad
smérodatné odchylky

g (m-1)8% +(n—-1)5%
m+n—2 '

Vybérové priméry maji nasledujici rozdéleni:
X ma N(EX,0%/m) ,
Y, ma N(EY,0?/n) ,
Xn-Y,maN (EX - EY, o2 (1/m+ l/n)) .
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Za predpokladu EX = EY pak

T — an - }_/71 _ox/1/m+1/n
S/1/m+1/n \é?;

Testujeme realizaci t na Studentovo rozdéleni t{m + n — 2) (viz kapitola 12.2.1).

Cvifeni 12.2.18: Z realizaci ndhodnych velid¢in X, Y z vibéri rozsahu m = 11, resp. n = 21,
jsme stanovili vealizace odhadi & = 10, § = 12, s5 = 2. sy = 3. Posudte na hladiné vyznamnosti
5% hypotézu, Ze stfedni hodnoty ndhodnych velicin X.Y jsou stejné. Uvedte a dle moZnosti
zkontrolujte pouzité predpoklady.

Regeni: Test rovnosti rozptyli:

4
= - =044
9

wn Va)
@y v

porovname s kvantily gg(1020)(0.975) = 2.77 a gp(19.20)(0.025) = = 755 = 0.29240

1
9r(20,10)(0.975) 3.
a nulovou hypotézu nezamitame.

Rozptyl odhadneme hodnotou

5 (mfl)sgj—é—(n—l)sz 29

5 = = — =7.333,
m-+n—2 3 '
smérodatnou odchvlku
[ -
/(m~1)s?B+(n~1}si, /65, n
S = = -_— = 2.708.
v m-+n-—2 \/ 3
Test rovnosti stfednich hodnot:
-y 3 .
—————,——y— =S 7T=-1981
sy/1/m—+=1/n 4
porovndme s kvantily ¢301(0.975) = —q,(30)(0.025) = 2.042 & nulovou hypotézu nezamitame.
Pouzité predpoklady: nezavislé nahodné veli¢iny s norméalnim rozdélenim a stejnym (nezna-
mym) rozptylem. ad

Cviceni 12.2.19: Stejnou veli¢inu jsme méfili dvéma metodami, kazdou 10x. Vysledky shrnuje
nasledujici tabulka.

v¥bérovy primeér | vybérova smérodatna odchylka
1. metoda 16 5
2. metoda 11 3

Posud'te na hladiné vyznamnosti 5 %. zda lze povazovat ob& metody za stejné pfesné a jejich
stfednf hodnoty za stejné. Diskutujte pouzité predpoklady.

Cviceni 12.2.20: Dva nadhodné vybéry maji nasledujici parametry:
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rozsah | vybérovy vybérova
priimér | smérodatnéa odchylka,
11 183 10

21 170 15

Otestujte na hladiné vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze vybéry pochézeji z rozdélent se stejnou stfedni
hodnotou. Jaké predpoklady jste pouZili?

Cviéeni 12.2.21: U nahodnych vybdra N = 15 fotbalisti, resp. M = 25 hokejist, jsme z na-
méfenych hodnot hmotnosti stanovili vybérovy primér a vybérovou smérodatnou odchylku
T = 85 kg, sy = 16 kg, resp. § = 95 kg, sy = 10 kg. Posudte na hladiné vyznamnosti 5%
hypotézu, e stfedni hodnota obou nahodnych veliéin je stejna.

Cvigenf 12.2.22: U dvou skupin pacientii byly naméfeny néasledujici udaje o krevnim tlaku
[torr]:

skupina { podet vybérovy vybérova
pacienti | primér | smér. odchylka
L 1 11 130 10

L 2 | =« 140 15

Na hlading vyznamnosti a = 5% posudte hypotézu, Ze stfedni hodnoty v obou skupinach jsou
stejné. Diskutujte pouzité predpoklady.

12.2.4 Testy stifednich hodnost dvou normalnich rozdéleni — parovy pokus

Priklad 12.2.23: Mame porovnat priimérnou teplotu na dvou mistech. Standardni test stfed-
nich hodnot dvou normalnich rozdéleni (z predchozi kapitoly) je slaby kvili velkému rozptylu,
ktery v8ak ma spolefnou pfi¢inu a projevuje se proto synchronné v obou vybérech. Zde vybéry
nejsou navzdjem nezdvislé; méfime vidy obé velidiny soucasné.

Poznamka 12.2.24: Tato tématika je jednoducha na pouZiti, ale byva ¢asto Spatné interpreto-
véna. Zde se viklad opira o [Schlesinger, Hlava¢ 1999] a o konzultaci s Prof. M. Schlesingerem.

Predpokladame, ze pro j = 1,....n maji ndhodné veli¢iny X, Y; normaln{ rozdélent N(uj,oz)
se stalym rozptylem o2 a proménnymi stfednimi hodnotami p; = EX; = EY;. Pro popis miZeme
pouzit néhodné veli¢iny U; = X;—u;, V; = Yj—puj, které jsou nezdvislé a. maji rozdélent N(0, o2).
Nahodné velidiny A; = X; —Y; = U; — V; jsou nezavislé a maji rozdéleni N(0,2c?). Vybérovy
primér A mé rozdélent N (O, 202/71). Pro vypocet pouZijeme realizace §; = z; — y; ndhodnych
veli¢in A;.

Poznamka 12.2.25: Predpoklady jdou za rdmec definice ndhodného vybéru, nebot nahodné ve-
liciny X;,Y; maji rozdéleni zavislé na 7. Teprve ndhodné vektory (Uy, V;) maji rozdéleni nezavislé
na j a tvof dvojrozmérny nahodny vybér (U1, V1),..., (U, V,,)) dle smyslu pozn. 8.2.5.

Pro zndmg rozptyl o?

Nezndmé parametry sdruzeného rozdélenf jsou i1, ..., tin, ale nepotfebujeme je.
Dle kapitoly 12.2.1 (pro ¢ = 0) testujeme statistiku

T:é\/izx’?\/i
o} 2 g 2

na rozdéleni N(0, 1).
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Pro nezndmy rozptyl

Neznamé parametry sdruZeného rozdélenf jsou @ = (02, u1,. .., tin), potiebujeme z nich pouze
c?=DX.
MftiZzeme pracovat p¥imo s vybérem (41, ..., A4,) z normalniho rozdéleni. Dle kapitoly 12.2.1 (pro
¢ = 0) testujeme
T= A n
Sa

na Studentovo rozdéleni t(n — 1).

Poznamka 12.2.26: Z cvinych divodi odvodme maximAalné vérohodny odhad parametri:

- 1 —(I'—MQ) SOl <—(y-—ﬂ")2
AlB) = exp | — L4 exp | —L—-2 )
2 ]1;[1 210 p( 202 ]1;[1 210 P 20°
(2 - ) - )’
A@) = 3 o -Z::——zg—Q— —2nlno—2nlnver,
0= iA(ﬁ) _ 9 < (@ —1)°  (y; —Aﬁ?)2>
Op; OL; 202 202
1 — — —
== ({25 —1j) + (w5 7)) = = (25 +y; ~ 2715)
o
o Ti+y .
/u']‘:_]_r)"_j"t j:1~an
Odhady 7. (j=1..... n) nejsou konzistentnd. Po jejich dosazeni

)2 —
A(D9) :—Zﬁﬂ—%g]—)——n Ino? —2nInv2r,

- do?
g ., = u —y;)? 2n
0= T =Y Bzul 22,
da? =1 4o? o2
) 1 ¢ 2 1 ¢ £2
=g L w) =g 2.8
7=1 j=1

Odhad o2 je konzistentnd.

Testy hypotéz o charakteristikidch rozdéleni jsou velmi Castym nastrojem pro objektivni po-
souzen{ vysledki v témér viech védeckych disciplinach, stejné jako v praxi pii posuzovani kvality
a spolehlivosti. Pro spravné pouZiti potiebujeme predpoklady o typu rozdélenf a nezavislosti veli-
¢in; nékdy byva jejich splnéni problematické, ale obecny postup bez nich neschiidny. V takovych
pfipadech metodu pouzijenie, ale musime uvazit, jaky dusledek miZze mit poruSeni predpokladi
na ucinéné zavery.

Cvi€eni 12.2.27: Jsou dany vybérové priméry a vybérové rozptyly dvou nahodnych vybért
z normaéalnich rozdéleni. Jak provedete parovy pokus pro test rovnosti stfednich hodnot?

Resent: To nelze, parovy pokus predpoklada, Ze data jsou pofizovana ve dvojicich a bez tohoto
prirazeni jej nelze uvedenym postupem vyhodnotit. O

Cviceni 12.2.28: Teploty v technologickém procesu jsme méfili soufasné dvéma metodami,
ziskali jsme nasledujici dvojice hodnot:

1. metoda | 1123 | 1212 | 1303 | 1398 | 1456 | 1500
2. metoda | 1143 | 1234 | 1307 | 1400 | 1450 | 1500

Posudte na hlading vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze stfedni{ hodnota obou metod je stejna.
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Reseni: Toto je typicka situace pro parovy pokus. Piedpokladame, Ze stfedni hodnota je pro obé
proménné stejné, ale kolisa. Pfedpokladame normélni rozdéleni odchylek od-ni.
Rozdily naméfenych hodnot jsou:

20| 22| -4[-2]6 0]

Realizace vybérového praméru je —7, vybérového rozptylu 129.2, vybérové smérodatné od-
chylky 11.36. Realizaci testovaci statistiky

5 -7
—/n=——6=—-151
35\/5 11.36‘/_ b

porovname s kvantily gy(5)(0.025) = —gy(5)(0.975) = —2.57, hypotézu nezamitdme. ]

Cviceni 12.2.29: Na dvou mistech jsme méFili soutasné teploty s nasledujicimi vysledky:

teplotal | 10 115 12 14 13 95 8 10 11}
teplota2 | 12 13 14 145 12 10 9 10 91

Posud'te na hlading vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze na druhém misté neni tepleji neZ na prvnim.
Uved'te pouzité predpoklady.

Z?e§em’:_ Jedné se o parovy pokus; rozdily teplot jsou § = (-2,-1.5,-2,-0.5,1,-0.5,-1,0,2),
n=09,0=-05,s%=2.09375, s5 = 1.44698,

)
t=—+n=-1.0367,
84
porovname s kvantilem gy(g)(0.05) = —gy(s)(0.95) = —1.86 a nulovou hypotézu nezamitame.
Predpoklady pro pérovy pokus: stfedn{ hodnoty ndhodnych veli¢in v obou vybérech kolisaji
stejné, odchylky od nich maji norméalni rozdéleni a jsou nezévislé. ]

Cvicenf 12.2.30: Pacient si méfil teplotu vZdy souCasné dvéma teploméry, hodnoty jsou v ta-
bulce:

teplotal | 37.5 38.2 383 386 382 376 372 369 366
teplota2 | 37.7 383 385 386 383 377 374 36.7 36.5

Posud'te na hlading vyznamnosti 5% hypotézu, Ze mezi primé&mymi tdaji teplomé&ri nenf
rozdil.

Resent: Rozdily teplot jsou § = (—0.2,-0.1,-0.2,0,—0.1,—-0.1,-0.2,0.2,0.1), n = 9, § =
—0.0667. s% = 0.02, ss = 0.141,

o
t=—+n=-141,
85
porovndme s kvantilem gy(g)(0.025) = —g;(3)(0.975) = —2.306 a nulovou hypotézu nezamitame.

a

12.3 x2-test dobré shody

Priklad 12.3.1: Mame podez¥eni, Ze vysledky generatoru ndhodnych éisel neodpovidaji rovno-
mérnému rozdéleni. Jak to prokdZeme?
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A7 dosud jsme predpoklddali, Ze typ rozdélenf je zndm aZ na nékolik parametri, které méame
testovat. Testy dobré shody slouZi k testovan{ hypotézy, Ze ndhodna veli¢ina ma predpokla-
dané rozdgleni. ProtoZe umime hypotézy pouze zamitat, nikdy nepotvrdime, Ze takové rozdéleni
opravdu mé; mame jen nadéji, Ze se nam v p¥ipadé, kdy se od predpokladaného rozdélen! znaéné
lisi, podarf tuto hypotézu zamitnout.

Asi nejéastéji pouZivanym testem dobré shody je y*test. Ve své ptvodni podobé je uréen
k testovani diskréiniho rozdéleni. Chceme-li jej pouZit pro spojité rozdéleni, musime je napfed
vhodnym zpiisobem diskretizovat.

Nulova hypotéza je, e nahodna velidina ma diskrétni rozdélen{ s & hodnotami, jejichZ prav-
dépodobnosti jsou p1.....pr. Testujeme ji pomoci realizace ndhodného vybé&ru rozsahu n. Nenf
dilezité poradi vysledku. pouze jejich cetnosti n;. resp. relativni cetnosti n;/n (i = 1,...,k).
Porovnavame Cetnosti n; s teoretickymi éetnostmi np;. Testovaci statistikou je

k
T:ZM (12.1)

Test je zaloZen na tom, Ze rozdéleni této statistiky se pro n — oc blfZf rozdéleni x?(k — 1).
Dosazena vyznamnost je 1 — Fy2(,_1y(t). Nulovou hypotézu zamitdme pro t > q,z2,_1y(1 — @),
tj. 1 — sz(n—l)(t) < .

Poznamka 12.3.2: Podet & — 1 stupnt volnosti ma intuitivni vyznam. Testujeme diskrétni
rozdéleni s k hoduotaini. To je popsano k pravdépodobnostmi, jejichZ soucet je 1. Tomu odpovida
k — 1 volitelnych parametri.

Ptedchozi postup mé nékolik dileZitych modifikaci, které jsou nutné pro jeho spravné pouziti.

Priklad 12.3.3: Bob 100x vsadil v loterii a nic nevyhral. Z toho usoudil, Ze primérna vyhra
v loterii je nulova.

Problém 12.3.4: Testujeme pomoci rozdéleni, kterému se skuteéné jen limitn& blizi. Tim se
dopoustime bliZe neurdené dodateéné chyby. Proto je potfeba, aby rozsah vybéru byl ,dostatetné
veliky”. To je ovSem relativni pojem.

Resent: Teoretické Getnosti t¥id tedy nesmi byt pfili§ malé. Nelze fici zddnou pfesnou mez: ob-
vykle se pozaduje, aby kazd4 tfida méla teoretickou Eetnost asponi 5. Vychazi-1i teoreticka ¢etnost
nékterych tiid prilis mald. slouéime je s jinymi tfidami. Ty by mély byt pokud moZno ,blizké";
nebylo by moc informativn{ vytvofit napf. t¥{du ,,jedna, nebo asponn 5. ad

Priklad 12.3.5: UvaZujme test rozdélen{ mnohacetnych porodi, tj. kolik se narodilo jednotli-
vych déti, dvojdat, trojéat atd. Pater¢at je tak malo, Ze je t&Zko miiZeme popsat rozdélenim x? i
pii znatném rozsahu souboru. Prirozené to resime tim, Ze je sdruzime do nové ,hodnoty”, napf.
tiidy ,t¥ a vice® tak, aby tato byla dostatedné pocetnéd.

Pro testy dobré shody potiebujeme velky rozsah souboru. Uvazme, jak zavisi vysledek y2-
testu na poctu dat.

Tvrzeni 12.3.6: Pokud v x*-testu dobré shody zvétiime rozsah souboru r-krdt a pomér Cetnosti
zustane zachovdn, hodnota kritéria se zwjsi r-krdt.

Diikaz: Jmenovatelé ve vyrazu (12.1) se zvysi r-krat, Gitatelé r2-krat. ad

Disledkem je, Ze pokud rozdéleni neodpovida pfedpokladanému a rozsah vybéru je velky,
setkdvame se s hodnotami testovaci statistiky, které prevysuji kritické hodnoty o mnoho radu.
Nemusi to tedy byt hruba chyba, ale obvyklé chovan! metody pro velké soubory dat. Znamena
to, Ze pomoci rozsédhlych dat miZzeme zamitnout nulovou hypotézu s vysokym koeficientem spo-
lehlivosti 1 pfi rozdélenf{ malo odlisném od predpokladaného.
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Poznamka 12.3.7: Daldim disledkem je. Ze nemuZeme pouZit data napf. v tisicich obyvatel
(snizili bychom tim hodnotu kritéria 1000x), protoze potfebujeme posuzovat zvlast kazdy sub-
jekt, ktery muZe byt nezédvisle zafazen do t¥idy. Pokud napt. zndme procentualn{ zastoupeni
zkoumanych obejkta ve t¥idach, ale nezname jejich celkovy polet, x*-test nemdZeme pou?it.

Problém 12.3.8: Zkoumané rozdéleni milZe zaviset na parametrech, které nezname.

Priklad 12.3.9: Otazka miZe znit, zda rozdéleni dat odpovida néjakému norméalnimu rozdélent.
V prikladu 12.3.5 (rozdélen{ mnohacetnych poroda) byvchom se mohli ptat, zda jej vystihuje
néjaké geometrické ¢ Poissonovo rozdéleni.

Chybéjici parametry lze odhadnout nékterou z ditve popsanych metod. Je oviem nutno roz-
lisit dva pripady. Pokud parametry odhadneme na zékladé jiného ndhodného vybéru, postup
se neméni. To v8ak nebyva obvvklé, nebot je nehospodirné pouzit ¢ast dat pouze k odhadu
parametri a jinou Cast dat k testu dobré shody. Proto je Casty druh¥ piipad, kdy parametry
odhadneme na zakladé stejného nahodného vybéru, ktery pouzivame k testu dobré shody. Tim
jsme v8ak zménili podminky, nebot dosahujeme vétsi shody. nez je adekvatnl.

Priklad 12.3.10: Predpokladejme, Ze odhadnutymi parametry jsou pravdépodobnosti nékte-
ryvch hodnot. Kdybychom si mohli zvolit & — 1 pravdépodobnosti, mohli bychom (v duchu po-
znamky 12.3.2) volit libovolné rozdéleni s & hodnotami a dostat uplnou shodu pozorovanych
Cetnosti s teoretickymi. PFisli jsme o v8ech k — 1 stupiid volnosti. Obdobnd situace je typicka i
pii volbé jinvch £ — 1 parametri.

Resent? (problému 12.5.8): Volbou ¢ parametru jsme sniZili pofet stupfii volnosti o ¢. Tomu
odpovidé stejny postup s jedinou zménou: testujeme stejnou statistiku na rozdéleni x?(k—1—¢).
(Oviem pouze tehdy, pokud k odhadu parametri i testu dobré shody byla pousita stejnd data.) O

Problém 12.3.11: Chceme testovat shodu se spojitym nebo smiSenym rozdélenim.

Resent: Rozdslent napfed diskretizujeme, tj. vSechny moZné vysledky rozdélime do k disjunktnich
tfid. Tiidy volime tak, aby vSechny teoretické Getnosti byly dostatedné& velké, nejlépe viechny
zhruba stejné. To docflime napf. tak, Ze hodnoty nahodné veli¢iny X rozdélime do intervali

Poznamka 12.3.12: Prvky v jedné tfidé maj{ byt ,blizké", jinak bychom sniZili silu testu. Ne-
bylo by vhodné rozdglit napf. hodnoty z {0,1) do t¥id podle tfettho desetinného mista. Tim
bychom napodobili generator ndhodnych ¢isel a dostali bychom p¥ibliZng rovnom&rné rozdéleni
do tfid, téméf nezavisle na puvodnim rozdéleni (o némZ bychom se malo dovédéli).

Poznamka 12.3.13: Test x? viibec nelze pousit na data, kterd jsou spojita, napf. na otazku,
zda je spotfeba benzinu v jednotlivych mésicich stejnd. Nenf totiz jasné, v jakych jednotkach
bychom ji méli mérit, a vysledek na tom zavisi, viz pozn. 12.3.7.

Podstatou y2-testu je pfedpoklad, 7e jsou zde diskrétni objekty, které jsou nahodnd zafa-
zeny do tfid (tvoficich disjunktni rozklad mnoziny viech monych vysledkt). Takovymi objekty
nemohou byt ani litry ani barely benzinu, nanejvys jednotlivi zakaznici (o t&ch bychom mohli
testovat hypotézu, zda pfijizd&ji rovnomerne).

Poznamka 12.3.14: Vyjimeené se v x*-testu pouZiva i doinf intervalovy odhad kritéria, kdy nu-
lovou hypotézu zamitame pro t < g,z¢,_1y(). Takovy test pouzijeme tehdy, kdyZ chceme odhalit
népadnou shodu udaju s pfedpokladanym rozdélenim. Naptiklad nékteré generatory pseudona-
hodnych ¢isel béhem své periody daji kazdy mozny vysledek prdvé jednou; pak se rozdéleni aZ
népadné podobé rovnomérnému. Skutetné rovnomérné rozdéleni s nezavislymi vysledky by tak
dobrou shodu nedalo a tento test to odhali.
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Cviceni 12.3.15: Realizaci nahodné veli¢iny X jsme dostali nasledujici ¢etnosti vysledki:

hodnota 0] 1|2 13456
pozorované Cetnost | 29 | 15| 1051310 | 2

Posudte na hladiné vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze ndhodné veli¢ina X ma geometrické rozdélent
s parametrem g = 1/2, px (1) = (1 — ¢) ¢".

Resent: Rozsah vybéru je n = 64.

hodnota 0 1 2 3 4 5 >6
pozorovana ¢etnost 29 | 15 | 10 5 3 0 2
teoreticka pravdépodobnost | 1/2 | 1/4 | 1/8 | 1/16 | 1/32 | 1/64 | 1/64
teoreticka Cetnost 32 | 16 8 4 2 1 1

Pro dosaZen{ teoretické Cetnosti aspon b potiebujeme sloucit posledni skupiny:

ﬁ)dnota 0 1 2 >3
pozorovani Cetnost 29 15 10 | 10
teoreticka pravdépodobnost | 1/2 1/4 11/811/8
teoreticka Cetnost 32 16 8 8
pifspévek ke kritériu y2 0.281 1 0.0625 | 0.5 | 0.5

Hodnotu Lritéria 0.281 + 0.0625+ 0.5+ 0.5 = 1.3435 porovname s kvantilem g,2(3)(0.95) = 7.815
a nulovou hypotézu nezamitéme. a

Cvicenf 12.3.16: Nahodna veli¢ina X nabyva hodnot 1,2,3,4,5,6. Jeji realizaci jsme dostali
nésledujici cetnosti vysledku:

hodnota

2 3 4 5 6
5 13 10 12

1
pozorovana Cetnost | 2 3

Posud'te na hlading vyznamnosti 5 % hypotézu. Ze nghodnd veli¢ina X mé rozdéleni, pfi ném?
pravdépodobnost je umérnd hodnoté. tj. P[X = k] = ck, kde ¢ je konstanta.

Regent: Konstantu ¢ ur¢ine z rovnice (nikoli z dat):

1= P[X=1k=2lc.
k

¢ = 1/21. Slou¢ime prvn{ dvé skupiny, jinak by jejich teoretické ¢etnosti byly pfili§ malé:

hodnota 1-2 3 4 5 6 celkem
pozorované ¢etnost 5 b} 13 10 12 45
teoretickd pravdépodobnost | 1/7 1/7 | 4/21 5/21 2/7 1
teoveticka Cetnost 6.429 | 6.429 | 85711 | 10.714 | 12.857 45
plispévek ke kritériu 0.317 | 0.317 | 2.288 | 0.048 | 0.057 3.028

Porovname hodnotu kritéria 3.028 s kvantilem g,2(4) (0.95) = 9.488 a hypotézu nezamitame. O

Cvi€eni 12.3.17: Realizaci ndhodné velic¢iny X jsme dostali nasledujici éetnosti vysledku:

hodnota 01213456
pozorovand Cetnost | 30 [ 13 1015|2311

Posud'te na hladiné vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze ndhodna veli¢ina X mé geometrické rozdélen,
P[X =k] =27 kde c je konstanta a k = 0,1,2,3,.. ..
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Regend: Konstantu ¢ urfime z rovnice (nikoli z dat):
1=) P[X=k]=2c,
k

¢ = 1/2. Slou¢ime vysledky .3 a vice® do jedné skupiny, aby teoretické Cetnosti nebyly prili§
malé:

hodnota 0 1 2 | 3 avice || celkem
pozorované Cetnost 30 13 10 1 64
teoretickd pravdépodobnost | 1/2 1/4 |1/8 1/8 1
teoreticka Cetnost 32 16 8 8 64
prispévek ke kritériu 0.125 | 0.5625 { 0.5 1.125 2.3125

Porovname hodnotu kritéria 2.3125 s kvantilem g2y (0.95) = 7.81 a hypotézu nezamitéme. O

Cviceni 12.3.18: Agentura F zjistila u vybérového souboru Cetnosti volebnich preferenci dle
tabulky. Posudte na 5% hladingé vyznamnosti hypotézu, Ze preference odpovidaji predpovédi
agentury C (viz tabulka)?:

Cetnost dle F 187 192 ’2 61 58 94
pravdépodobnost dle C | 0.308 | 0.242 | 0.121 | 0.058 | 0.086 | 0.185

Cvigeni 12.3.19: Tabulka udava rozdéleni (podminéné) pravd&podobnosti, Ze volié strany za-
stoupené v parlamentu volil danou stranu. Posud'te na 5% hladiné vyznamnosti hypotézu, zZe
stejné rozdéleni maji i poslanci.*

relativni preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067
podet poslancl 81 74 26 13 6

Resenit: Doplnime tabulku (posledni sloupec uvadi celkovy tdaj):

relativni preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067 1
pocet poslanct 81 74 26 13 6 200
teor. Cetnost 752 | 688 | 27.2 | 154 | 134 200
piispévek k x? 0.447 | 0.393 | 0.052 | 0.374 | 4.086 || 5.858

Hodnotu kritéria 5.353 porovname s kvantilem g,2(4y(0.95) = 9.4877 a hypotézu nezamitame
(ponékud piekvapivy zavér vzhledem k tomu, Ze posledn{ dvé strany maji téméF stejnou podporu
u voli¢d, ale posledni mé vice nez 2x méné poslanci). O

CviCeni 12.3.20: Posudte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda data dle nasledujici tabulky detnosti
odpovidaji binomickému rozdéleni s parametry n =7, p =1/2.

hodnota | 0 | 1 2 3141516
Cetnost | 3|10 | 1513540 1| 15

Cvic€eni 12.3.21: Posudte na hlading vyznamnosti o = 5% hypotézu, Ze data s néasledujicimi
Cetnostmi

hodnota | 0 1 2 3 4 /51617
Cetnost | 50 |63 {50 20110511

pochézeji (a) z Poissonova rozdéleni s parametrem w = 1.5, (b) z jakéhokoli Poissonova rozdéleni.

% Udaje z volebnich pfedpovEdi agentur Factum a SC&C pro parlamentni volby v CR 20086.
* Udaje z parlamentnich voleb v CR 2006.
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Cvicenf 12.3.22: Posudte na hlading vyznamnosti o = 5% hypotézu, Ze data s nasledujicimi
Cetnostmi

hodnota | 0 1 2 3145
¢etnost 40 | 30 10J10 7

.

pochézeji (a) z geometrického rozdéleni s parametrem w = 0,5, (b) z jakéhokoli geometrického
rozdsleni.

12.3.1 x2-test dobré shody dvou rozdé&lenf
(Dle [Mood et al. 197}].)

Priklad 12.3.23: MAame otestovat roz§ifenou domnénku, Ze auta vyrobend v pondéli nebo v pé-
tek maji vice zdvad a mensi spolehlivost nez auta vyrobend v jiné dny. (Za nulovou hypotézu
zvoltme, Ze tomu tak nent; pokud nulovou hypotézu zamitneme, pldvodni podezieni se poturdi.)

Priklad 12.3.24: Dvé¢ agentury odhaduji volebni preference. Mame posoudit, zda rozdily jejich
odhadi lze vysvétlit statistickou chybou. Mame tedy testovat hypotézu, Ze oba ndhodné vybéry
pochéazejl ze stejného nezndmého rozdéleni.

(Podle predchozi kapitoly nemiZeme porovndvat preference stran, pro které hlasovalo velmi
mdlo respondenti; je potieba sdrufit strany do skupin, které mayi dostatecné velkou detnost.)

Zatimco v predchozi kapitole jsme testovali shodu nahodného vybéru s danym rozdéle-
nim, nyni porovnavame s jingm ndhodngm vybérem, ktery dava jen zprostfedkovanou infor-
maci o nezndmém rozdéleni. Vychézime 2z realizaci dvou nahodnych vybérd x = (z1,...,2Zm),
Yy = (y1,...,Yn). Mohli bychom jeden vybér testovat na shodu s druhym vybérem, nap¥. testo-
vat x na shodu s empirickym rozdélenim Emp (y) (nebo naopak) postupem z pfedchozi kapitoly
jako v ptikladech 12.3.18 a 12.3.19. Je v8ak mozno testovat pfimo shodu obou nahodnych vy-
béra. V tom piipadé testujeme nulovou hypotézu, Ze dvé diskrétni ndhodné veliiny maji stejné
diskrétni rozdeéleni. Toto rozdéleni z nich odhadneme. poté otestujeme shodu obou vybérd s od-
hadnutym rozdélenim.

Rozsahy vi'bérd jsou m, resp. n: ¢etnost hodnoty j ozna¢me my, resp. n; (j = 1,...,k). Pfed-
pokldddme rozdéleni s nezndmgy'mi teoretickymi pravdépodobnostmi p; (j = 1,..., k). O rozdéleni
testovacich statistik z y*-testu dobré shody vime nasledujict:

(m; —mp;)*
mp;

se blizf y2(k —1).

[

Jj=1
k
Z {nj = npi) np;)” se blizi Y2 (k —1),
=1 P
k k 2
—mp;)° (nj =npi)” e 2
T = 1A% :—1)).
; o + ; " se blizi x“(2(k — 1))

Nezndmé parametry p; odhadneme metodou maximélni vérohodnosti,

m; + ny
pj=———;
m+n

z nich je & — 1 nezavislych (nebot Z§:1 p; = 1), takZe vysledny polet stuphit volnosti je
2(k-1)—(k—-1)=k-1.

Testujeme realizaci ¢ na rozdé&leni x?(k —1). Nulovou hypotézu zamitame pro t > e (k1) (1~ ),
pro dosazenou viznamnost 1 — Fla,_1)(f) < .
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Praktict&)si vzorec pro vypolet téZe testovaci statistiky je

(m; ~mp;)?
b

t={(1/m+1/n)

1~

o
i

Jeho vvhodou je, Ze séitdme jen ples jeden z vybérii, druby se projevil prostfednictvim odhadu
pravdépodobnosti p;.

CviCeni 12.3.25: 7Z danych tdaji o icasti a tisp&snosti studentl v jednotlivych terminech zkou-
gek posudte na hladiné vyznamnosti 5% hypotézu, %e pravdépodobnost tspéchu u zkousky je
konstanta nezavisl4 na terminu.”

(@3]
(@)}

termin { 1.} 2. ] 3. | 4. 7.0 8 19,110,111, 12. | 13. | 14. {| celkem
prigli g (711117 (1213|158 ] 9 16 7 18 9 8 149
udélali | 4 | 51101 3| 9| 7 | 8 LS 51141 4 116 9 6 105

12.3.2 y?-test nezavislosti dvou rozdéleni
(Die [Likes, Machek 1988].)

Priklad 12.3.26: Mame podezieni, Ze dva po sobé nésledujici vysledky generatoru ndhodnych
Cisel jsou zévislé, Jak to prokédzeme?

Casto jsme pouzivali pfedpoklad nezéavislosti dvou ndhodnych veli¢in. I ten lze testovat vhodné
modifikovanym y?-testem. Nulova hypotéza je, Ze dva nahodné vybéry pochazeji z nezéavislych
diskrétnich rozdélent (kterd nezname).

Opét nam staff etnosti. PYedpokladejme, Ze prvnf ndhodny vybér nabyva k hodnot s prav-

dépodobnostmi pi....,p, druhy m hodnot s pravdépodobnostmi gy, ..., gm. Realizace dvojroz-
mérného nahodného vybéru ((z1.v1), ..., (s, yn)) obsahuje dvojice realizaci ndhodnych velitin
X,Y; z vysledkil nas zajimaji opét pouze Cetnosti ny; (¢ = 1,...,k; j = 1,...,m). Ty byvaji

uspofadany do tzv. kontingenéni tabulky. Podet t¥id je km.
Za predpokladu nezavislosti jsou pravdépodobnosti vysledki p; g; (¢ = 1,...,k; 7 =1,...,m),
rozdéleni testovaci statistiky

T:ii Mgy — anQJ>

n
i=1 j=1 pid;

se bliz{ x*(km — 1). Neznamé parametry p;, ¢; odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,

1 1o
== i, Qj:h‘;niﬁ

z nich je jen (k — 1) + (m — 1) nezévislych (nebot fozlpZ =1, Z] 165 = 1), takze vysledn=
pocet stuphtt volnosti je km —1—(k~1)—(m—1)=(k—1){(m—1). Testujeme realizaci t r.z
x?((k — 1) (m — 1)). Nulovou hypotézu zamitame pro

t> Tx2((k—1) (m—l))(l - Oé) ’ tj. 1— sz((k—l) (m—1)) (t) <a

Testy dobré shody dovoluji zjistit, jaké ma nahodné velidina rozdélent (presnéji, jaké rozdélent
nemd, nebot pfimé potvrzeni statistické metody nedovoluji). Lze je pouZit i k testtim souvislosti
niezi dvéma vybéry. To muZe byt soucasti ovéfen! pfedpokladl jinych metod nebo pfimo cilem
vyzkumu, ktery hled4 vhodny pravdépodobnostni model pro dany pokus.

® Jedns se o skutefné data z predmétu Matematika 6F v roce 2004.
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12.4 Korelace, jeji odhad a testovani

(Dle [Likes. Machek 1988].)

Priklad 12.4.1: NMame posoudit. zda vyskyt rakoviny kdZe souvisi s tloudtkou ozénové vrstvy.

- ]
Casto si klademe otazku, zda dvé nédhodné veliéiny spolu souvisi. Jejich zavislost miize mit
. : A ]

mnoho podob. jednu z nich prokdZeme testem korelace.
Na zakladé dvojrozmérného nahodného vybéru ((X1,Y1),.... (X, Yy)) (viz poz. 8.2.3) vy-
polteme vybérovy koeficient korelace ‘

21</YJ» -X)0 -7 |
=

Rxy =

S -X2 ) [T - P

\i j=1 Jj=1

Jeho realizace

je ¢islo z intervalu (—1.1). nebot je to kosinus thlu vektort

Vybérovy koeficient korelace se ponziva k odhadu (koeficientu) korelace.
Pro v¥pocet se pouziva nasledujief vzoree, ktery je jednoprichodovy:

Véta 12.4.2:

Fey = = ! = = (122>
/ n n N s n 5 n 5
(- (Zo)) (nzu-(5s))
= j=1 j=1 j=1
n
n JYy -y
_n =1
T n-—1 Sg 8y
Dikaz:
n 71 n n
S =By -0 =D Ty -y yy—§ Y T +ndy=
Jj=1 J=1 J= J=1
n n 1 n n
“S e -nr=Yau- L (Ea) (Su)
J=1 7= 7=1 j=1
n n n n n n \2
—\2 2 =2 2 2
(z; — &) :Zx]—QwZIJ—)—nw :Zajj n& :EI?w—ﬁ(Zm])
J=1 J=1 J=1 J= J= J=1

a podobné pro y. O
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K pouziti vzorce (12.2) stali stfadat v 6 registrech nasledujici udaje:

n n n n n

§ § ) E 2 E 22 E .
n, ij, yj7 Ij) yj) xjyj'

j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Takto se podita vybérovy koeficient korelace i v kalkulatorech, které nemaji pamét na uloZeni
viech dat.

Priklad 12.4.3: Doby ledové v minulosti vyznamné korelovaly s poklesy koncentraci kysli¢niku
uhli¢itého v atmosféfe. Nicméné dosud si odbornici netroufaji vyjadfovat se k tomu, ktery z téchto
jevil je pficinou druhého (navic nemusi byt pravda ani jedno z toho).

Priklad 12.4.4: Prizkumy z vyspélvch zemi ukazuji, Ze bohati lidé se doZivajl vyssiho véku.
Nen{ jasné, zda je to tim, Ze si dopfavaji leps{ v¥Zzivu a zdravotnf péci, nebo se na jejich bohatstvi
podili lepsi zdravi. Také muZe byt spolena pfi¢ina v prostfedi, z néhoz lidé pochdzeji, muze
by tyto vlivy rozligil. Nicméné korelace ukazuje, Ze néjakd souvislost (velmi pravdépodobné)
existuje.

Priklad 12.4.5: Vyskytly se prace, potvrzujici zvySeny polet sebevrazd v letech maxima slu-
neéni aktivity. Ty se v8ak nepotvrdily pfi zkoumani{ za vét3i ¢asové obdobi. Pivodn! potvrzenf
zévislosti zpisobilo maximum sluneéni aktivity v roce 1929, soudasné s hospodarskou kriz{, kterou
o rok pozdéji nasledovala vina sebevrazd.®

Testy korelace jsou vdéénym zdrojem zajimavych postiehd a vedly k poznani pozoruhodnych
souvislosti. Nicméné nedavaji odpoved, zda statisticky vyznamna korelace dvou jevi miiZe byt
zpusobena tim, Ze jeden je pfidinou druhého, nebo naopak, nebo jsou oba vyvolany spoletnou
pli¢inou. Navic se mtZe stat, Ze pouze oba mély napf. podobny Casovy pribéh a nemame dost
dat na to, aby se ukézalo, Ze to byla jen nadhoda. Rozhodnout mezi t&mito moZnostmi miZe byt
velmi obtiZné a statistika pro to nedava pfimo pouZitelné nastroje.

12.4.1 Test nekorelovanosti dvou vybérd z normalnich rozdélent

Predpokladame, Ze dvojrozmérna nadhodna velidina (X,Y) ma (dvojrozmérné) normalni roz-
déleni. Na zékladé dvojrozmérného nahodného vybéru rozsahu n, n > 3, testujeme nulovou
hypotézu, ze X, Y jsou nekorelované, tj. korelace px y = 0.

Testovac! statistika je odvozena od vybérového koeficientu korelace:

_ Rxvvn-—2

«/1—R§(,Y

PouZitd nelinearn{ transformace

u\n—2
-

zajistuje, Ze za predpokladu nekorelovanosti ma testovact statistika Studentovo rozdélenf t(n—2),
na které ji testujeme dle kapitoly 12.2.1.

T

U =

vvvvvv

dvou nadhodnych veliéin. S rozvojem vypoletni techniky lze snadno testovat zavislosti velmi
mnoha parametril, coZ vedlo k fadé piekvapivych poznatki. (Je oviem nutno je ovéfovat opako-
vanymi testy, nebot z metodiky testovani hypotéz a pravdépodobnosti chyby 1. druhu vyplyva,
ze z velkého poctu testdl na nezavislost nékteré zamitneme nepravem.)

8 Dvotak, J.: Zemé, lidé a katastrofy. Nase vojsko, Praha, 1987.
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Cviéeni 12.4.6: Nulovd hypotéza je, Ze dvé nahodné veliiny jsou nekorelované. Na vybéru
rozsahu n; = 30 vysla korelace 0.15. Poté bvlo provedeno ovéfeni na vybéru rozsahu n, = 300
se stejuyim vvsledkem. Posudte statistickou vyznamnost vysledku.

Resend: Testujeme hodnotu

015 \/TL]‘ -2
v1—-0.152

na rozdéleni t(n; — 2), j = 1,2. V prvnim pfipadé je kritérium 0.803 a kritickd hodnota na
5 %-nf hladiné vyznamnosti g(ss (0.975) = 2.05, nulovou hypotézu nezamitdme. Ve druhém pii-
padé je kvitérium 2.619, kritickou hodnotu g;(sgsy (0.975) odhadneme z normélntho rozdélent,
gxio1y (0.975) = @71(0.975) = 1.96. piekrocena je i kritickd hodnota na 1 %-nf hladiné vyznam-
nosti 71 (0.995) = 2.58, nulovou hypotézu zamitame. Protoze @ (2.619) = 0.9956, je dosaZena
vyznamnost 2 (1 —0.9956) = 0.0088 < 1%. V prvnim pfipadé bychom potiebovali hodnotu
Fi(28)(0.803) = 0.786 (kterd nenf v tabulkéch). dosazend vyznamnost byla 2 (1 —0.786) = 0.428.
Nicméné i z odhadu pomoci normélniho rozdélenf @ (0.803) = 0.788 je zl'ejmé, Ze prvnf vysledek
zdaleka nebyl statisticky vyznamny.

Cvicenf{ 12.4.7: Mame posoudit, zda existuje souvislogt mezi po¢tem obyvatel na jednoho lékare
a détskou amrtnosti (podet amrti na 1000 déti do 4 let). K dispozici je tabulka daji z n = 41
asijskych zemf z 1. 2000.7

Regent: Metoda predpoklada normalni rozdélent. Udaje jsou viak zarudens kladné a majf velky
rozptvl, takze jejich rozdéleni nenf{ normélni. Mohli bychom snad pfedpokladat, Ze se jedna
o logaritmickonormalni rozdéleni. V tom pfipadé logaritmy z téchto udaji budou mit normalni
rozdéleni a metodu na né muzeme pouZit. (Neni podstatné, jaky zaklad logaritml pouZijeme,
nebot tomu odpovidd po zlogaritmovéni linedrn{ transformace, kterd nemé na korelaci vliv.)
V poslednich dvou sloupcich jsou dekadické logaritmy pivodnich dat.

Vypoditali jsme realizace vybérovych priméri a vybérovych smérodatnych odchylek obou
veli¢in (viz tabulka). Kromé toho potfebujeme

1 K
- Z rjy; = 95.638.
J=1
Dosazenim do vzorce dostaneme

n
1 -
n le ¥ — 2y
n j=1

N . 41 5.638—3.365-1.644 .
Y -1 Sz Sy 40 0.5 0.427 -

0.51

Transformované kritérium

0.51 /AT

V1 —0.51?

pievySuje i kritickou hodnotu g(30) (0.9995) = gi(40)(0.9995) = 3.55 pro hladinu vyznamnosti
0.1 %, dosazena vyznamnost vychazi pfiblizné 6.6 - 10~*. Nulovou hypotézu, e détska amrtnost
mé nulovou korelaci s poltem lékar, miZeme tedy zamitnout, a to piesto, Ze o spravnosti
nékterych tdaji lze pochybovat (srovnejte napf. Irak a Kuvajt).

=3.7

7 Data dle Pegka. M.: Semestralni prace z Matematiky 6F, FEL CVUT, 2001, pfevzata z
http://wuw.mujweb.cz/www/jpdepot
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Tabulka 12.1. Udaje o podtu lékaia a détské amrtnosti

[ Zems w: obyv. na 1 lékale | v: détské amrtnost | @ = log u Yy = logd
Irak 177 122 2.248 2.086
AMongolsko 371 71 2.569 1.851
Libanon 537 40 2.730 1.602
Japonsko 556 6 2.745 0.778
Kypr 568 10 2.754 1.000
Jordénsko 613 25 2.789 1.398

i Cina 637 47 2.804 1.672

| Katar 667 | 21 2.824 1.322
Singapur 709 | 4 2,851 0.602
Satdska Arabie 749 | 30 2.874 1.477
Bahrajn 760 : 22 2.881 1.342
Jizni Korea 817 7 2.912 0.845 |

| Turecko 916 47 2.962 1.672 '

| Omaéan 1131 18 3.053 1.255 ;
Spojené arabské emiraty 1190 18 3.076 1.255
Syrie 1198 34 3.078 1.531
Pakistan 1930 136 3.286 2.134
Taiwan 2146 32 3.332 1.505
Malajsie 2226 13 3.348 1.114
Vietnam 2287 44 3.359 1.643
Indie 2459 111 3.391 2.045
Severni Korea (KLDR) 2625 43 3.419 1.633
Iran 3000 37 3.477 1.568
Laos 4280 128 3.631 2.107
Thajsko 4288 38 3.632 1.580
Hong Kong 4861 68 3.687 1.833
Bangladés 4970 112 3.696 2.049
Kuvajt 5000 14 3.699 1.146
Brune] 5340 82 3.728 1.914
Macao 5632 93 3.751 1.968
Indonésie 5959 71 3.775 1.851
Bhutéan 6250 127 3.796 2.104
Sri Lanka 6843 19 3.835 1.279
Afghdnistan 7001 257 3.845 2.410
Izrael 7355 73 3.867 1.863
Filipiny 8424 38 3.926 1.580
Kambodza 9544 170 3.980 2.230
Jemen 9570 105 3.981 2.021
Barma 12756 150 4.106 2.176
Nepal 13368 116 4.133 2.064
Maledivy 14333 76 4.156 1.881
vyb. primér 4006 65.2 3.365 1.644
vyb. smér. odchylka 3849 54.7 0.500 0.427
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12.5 Neparametrické testy

Nékdy se setkdme s rozdélenim, které se nepodoba Zadnému z b&zné pouzivanych rozdéleni, takze
je neumime jednoduSe popsat. I pfesto se miZeme pokusit o testy nékterych vlastnosti rozdéleni.
Takové testy nazyvame neparametrické. NevyZaduji znalost typu rozdéleni, jsou v3ak slabsi,
nebot vychéazeji ze slabsich predpokladi. Zde vybrané testy nam také poslouZi jako ukazky, Ze
ne vzdy musi byt rozdéleni statistiky spojité.

12.5.1 Znaménkovy test

V tomto testu rozlisujewe pouze znaménko odchylky od zvolené hodnoty ¢. Tim ztracime kvan-
titativni informaci a tedy 1 moznost testovat napf. stfedni hodnotu. Misto nf testujeme median
gx(1/2).

Priklad 12.5.1: Ptame se respondentd, zda je jejich plat vét$l nebo mensi neZ zvolené &islo c.
Pokud je ¢ median, lze olekdvat, Ze ob& odpovédi budou priblizné stejné casté. (Pro jednoduchost
neuvazujeme. Ze muze nastat rovnost.)

Pred znaménkovym testemn z vybéru predem vyloufime nulové odchylky. Pfi platnosti nulové
hypotézy ¢x(1/2) = ¢ by kladné i zaporné odchylky mély byt stejné pravdépodobné. Testovact
statistikou T je pocet kladnych odchylek, ktery by mél mit binomické rozdéleni Bin (n,1/2).
Nulovou hyvpotézu zamitame. pokud realizace t nebude v intervalu

<qBin(n,%) (0/2) ’qBin(n.}j) (1— a/2)> .
Pro jednostranné testy bychom dostali intervaly

(_Do'qBin<n.,%) (1 — Q)> \

(G5in(ng) (@) ¢ -

Vypocet kvantila je pracny, ale kritické hodnoty jsou tabelovany (v zévislosti nan a «). DosaZena
vyznamnost se polita o trochu snéze.
Pro velkd n pouzivame centralnf limitni vétu a testujeme

2T —n

T:
0 NG

na N(0.1).

Priklad 12.5.2: Odhad smrtelné davky latky lze t&zko testovat jinak neZ znaménkovym testem.
Totéz plati pro nékteré dalsi destruktivni testy.

Poznamka 12.5.3: Znaménkovy test je jeduoduchy nejen vypodetnsg, ale i z hlediska pofizovani
tdajia. Napf. na otazku na vy3l platu by mnozi respondenti odmitli odpovédét. Pokud viak
cheeme zjistit median platu, muZeme jej odhadnout a sviij odhad provérit znaménkovym testem
jako v prikladu 12.5.1. Lze olekavat, Ze na takovou otdzku by nam odpovédélo vice oslovenych
respondenti a neméli by s ni problém ti. jejichz plat je vysoce nadpriimérny.

12.5.2 Wilcoxonuv test (jednovybérovy)

Timto testem lze posoudit hypotézu, Ze ndhodn4 velidina ma rozdélent symetrické kolem zvolené
hodnoty ¢. (V tom piipadé je ¢ medianem i stfedni hodnotou.) Pfitom nezéileZi na tom, jaké
symetrické rozdéleni to je.

Z realizace (z1,...,2zn) vypolteme posloupnost (z1,...,25), kde z; = z; — c. Sefadime ji
vzestupné podle absolutnich hodnot |2;| = |z; — ¢|, ¢imZ j-tému prvku pfifadime poradsf r;. Je-li
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vice stejnych rozdila, pfifadime jim stejné poradf rovné aritmetickému priiméru odpovidajicich
pofadi. Testovaci statistikou je

T1: Z T‘j.

7:2;>0

Jejf realizaci porovname s tabulkou kritickych hodnot pro tento test. Casto se vyskytuje modi-
fikace, kdy kritériem je

ngfﬂiﬂ( Z T, Z T‘j),

J:z;>0 7:25<0

v tabulkach je vZdy uvedeno, ke které varianté se vztahuji.

Wilcoxoniv test je pfikladem celé Fady testi, které pouZivaji data sefazend podle velikosti
a z4&leZi jen na jejich poradi v posloupnosti. Podobné principy se pouZivaji v testech parametri
poradovych nadhodnych velidin.

Priklad 12.5.4: Jedté v poloviné 19. stoleti postihovaly Londyn epidemie cholery. Lékar John
Snow (1813-1858) si v8iml ulice, v niZ na jedné stran& bylo mnoho pfipadd, na druhé jediny.
To bylo velmi nepravdépodobné, vyjdeme-li z tehdy prevladajiciho nézoru, Ze choleru zptsobuje
gpatné ovzdudf, zapach a mlhy. Snow dospél k z&véru, Ze pfi¢inou je Spatna voda, nebot kazda
strana ulice byla zdsobovana vodou z jiného zdroje. Po uzavient podezielé pumpy piipadt cholery
ubylo. Koneéné feSenf pfinesla teprve inovace kanalizatniho systému.

Negkod{ si pFipomenout, Ze jesté v tak nedavné dob& neméli lidé tulenf o pFicinach nemoci,
které je suZovaly. Zde stacil k odhaleni zavislosti tsudek a prokizal by ji velmi jednoduchy
test. Mnohé jiné zavislosti nejsou tak zjevné a jejich odhalen{ si Z4d4 propracovanéjdi statistické
metody, z nichZ nékteré jsme zde popsali. Ty majf sviij podil na tom, Ze dnes o pfi€inich jevd
vime mnohem vic a miZeme Géelnym jednanim predchazet nesnazim.
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A. Priklady pro opakovani

Zde jsou piiklady, které se tématicky vaZi k vice kapitolam, takze nemohly byt zafazeny jen
k jednomu tématu. Mohou slouzit k opakovani latky a procvi€eni souvislosti. Bohatou zésobu
cvident lze najit v [Hsu 1996, Spiegel et al. 2000]. Analyze pokrodilejdich piikladi je vénovéna
publikace [Andél 2000].

Cvideni A.1.1: Je mozné, abv dva jevy byly soucasné nezavislé a nesluitelné?

Regeni: Pokud existuji dva takové jevy A, B, pak P(AUB) vychazi z nesluitelnosti P(A)+P(B)
a z nezavislosti P(A) + P(B) — P(A) - P(B), tedy P(A)-P(B) = 0, tj. aspofi jeden z jevi A, B
m4 pravdépodobnost 0. Dle tvrzeni 1.5.9 je tato podminka spolu s nesluditelnosti i postacujici;
libovolné dva nesluditelné jevy, z nichZ aspon jeden ma nulovou pravdépodobnost, jsou nezéavislé.
(Jev s nulovou pravdépodobnosti nemusi byt nemoZny a nemusi byt nesluéitelny s libovolnym
jinym jevem, takZe neslucitelnost nelze v uéinéném zévéru vynechat.) |

Cvigeni A.1.2: Nahodné velidina X ma exponenciéln{ rozdéleni s hustotou

e prou >0,
xi\u) =
Fx(u) { 0 jinak.

Urcete stfedni hodnotu, rozptyl, a zndzornéte rozdéleni nahodnych velicin (a) X + 2, (b) -2 X,
¢ 2
(c) X~°.

Cvigen{ A.1.3: Rozhodnéte, zda muiZe existovat nabhodna velidina X takova, ze ¢x(0.9) < EX
(90 %-ni kvantil je mensf nez stfedni hodnota).

Resent: To samoziejmé ize, protoze kvantil vypovida jen o pofadovych vlastnostech rozdéleni,
nikoli o vzdalenvch hodnotéch, které zdsadné ovliviiuji stfedni hodnotu. Pfikladem mutZe byt
alternativni rozdélen{ s hodnotami 0, 1, nabyvajici 0 s pravdépodobnosti vétsi nez 0.9. Pak 90 %-
ni kvantil je 0, stfedni hodnota je kladna. a

Cvi¢eni A.1.4: Zname-li medidn ndhodné veli¢iny X, co lze fici o medidnu jejtho kvadratu, X??

Resent: Pokud X neméni znaménko a kvantilovd funkce je v 1/2 spojitéa, pak je to kvadrat
medidnu,

1\ 1132
ax> (3) = (ax (3))7
nebot kvadraticka funkce ztiZend na obor hodnot X je monoténni. O

Cvicen{ A.1.5: Nahodna veli¢ina X nabyva hodnot z intervalu (0,100), jeji median je qx (1/2) =
70. Co lze fici o jeji stfedni hodnoté a rozptylu?

Refent: Jelikor X < 70 s pravdépodobnosti aspoit 1/2 a ve zbyvajicich pfipadech je X < 100,
musi byt EX < (704 100) /2 = 85. Podobné dostaneme dolnf odhad EX > 70/2 = 35. St¥ednt
hodnota je integral kvantilové funkce, ktera je omezena po &astech konstantnimi funkcemi s uve-
denymi integraly.

Rozptyl bude zfejmé maximélni, bude-li ndhodné veli¢ina nabyvat co moZno nejcastéji jen své
extrémni{ hodnoty, 0 a 100, a to s pravdépodobnostmi danymi stfedni hodnotou. Podle vzorce
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pro rozptyl alternativniho rozdélenf (zde vynéascbeného 100) je bez omezen{ medidnu rozptyl
maximalné 100? (1 — EX) EX, nejvétsi mize byt pro EX = 1/2, a to 100%/4 = 2500. V tom
pfipadé by podminka na mediidn nebyla splnéna, ta v8ak ma jen lokalni vliv. MuZeme vzit napf.
rozdéleni s distribuéni funkei

0 pro u < 0,
exp(k {(u—70)) <

Fx (u) = o (k (T0—u)) pro 0 = u < 10
1—L2~———— pro 70 < u < 100,
1 pro u > 100.

Zvolime-li kladnou konstantu & dostateéné velkou, rozptyl bude libovolné blizky vypodétené mezi,
vidy viak DX < 2500. O

Cvigeni A.1.6: Nahodn4 veli¢ina X nabyva hodnot z intervalu (0, 100) a ma kvantil gx (0.7) =
50. Co lze Tici o jejf stfednf{ hodnoté a rozptylu?

Cwvigeni A.1.7: Néhodna veli¢ina X nabyva hodnot z intervalu (0, 10}, jeji stfedni hodnota je
EX = 1.5 a medidn ¢x(1/2) = 4. Co Ize ficl 0 jejim rozptylu?

Resent: Podle vysledku prikladu A.1.5 takova nahodna velidina neexistuje. O

Cvic¢eni A.1.9: Nihodné velidiny X, Y jsou nezévislé, majl spojita rovnomérna rozdéleni; X na
intervalu (0, 1), Y na intervalu (1. 2). PopiSte a znazornéte rozdéleni ndhodnych veli¢in (a) X +Y,
(b) Mix;,o(X.Y) (¢) X + EY.

Cviceni A.1.10: Opakujte priklad A.1.9, m4a-li ndhodna veli¢ina Y alternativni rozdéleni,

1/2 prote {0.1},
) =
pr(1) { 0 jinak.

Cvicenf A.1.11: Nahodné veli¢iny X.Y jsou nezavislé, maji diskrétni rovnomérna rozdélent;
X na {0,1}, Y na {0.1,2}. Popiste a znazorndte rozd&leni nahodnych velicin (a) X/2 + Y/2,

Resend: (a) X/2 + Y/2 nabyva hodnot 0, 1/2, 1, 3/2 s pravdépodobnostmi po fadé 1/6, 1/3,
1/3. 1/6 (pouze zde potfebujeme nezéavislost), (b) Mix/5(X,Y") nabyva hodnot 0, 1, 2 s prav-
dépodobnostmi po fadé 5/12, 5/12, 1/6, (c¢) jelikoz EY = 1, X/2 + EY/2 nabyva hodnot 1/2, 1
s pravdépodobnosti 1/2. O

CviCeni A.1.12: Najdéte 95 %-n{ horn{ intervalovy odhad ndhodné veli¢iny Z, kterd ma rozdé-
leni x2(500). Jeliko? toto rozdéleni neni v tabulkach, pouZijte k jeho aproximaci centralni limitnf
vetu.

Cviceni A.1.13: Nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y, Z, W maji po fadé normalni rozdéleni N(2, 3),
N(0,1),N(0,1),N(5,1). Uréete (a) rozdélenf nadhodnych veli¢in X +Y, X —~ W, Z%, Y? + Z2,
(b) st¥edni hodnotu smési nahodnych veli¢in Mix; ;(X,Y"), (c) stfedni hodnotu nahodné veliciny
X -W.

Cviceni A.1.14: Nezavislé ndhodné veli¢iny A, B maji normované normalni rozdé&leni N(0,1).
Urcete a znazornéte (a) 34 + 2, (b) A+ B, (c) A2+ B2

Cvigeni A.1.15: Odvodte charakteristickou funkei rozdéleni x? () (vzorec (B.1)).

Reseni: Podle véty 4.7.14 a definice rozdéleni x? je

Yoty = Wgz(n :
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Sta¢i najit charakteristickou funkeci pro jednu hodnotu n. Pro n = 1 bychom si museli poradit
s uréitym integralem, jemuz pfisludna primitivni funkee je transcendentni. Snazs{ je pfipad n = 2,
coz je exponencidlni rozdéleni (viz tvrzenf B.2.2), které mé charakteristickou funkei

1

Yo W) =15

a

Cvigeni A.1.16: Kolik protipfikladii je tfeba najit, abychom mohli na hladiné vyznamnosti
5% zamitnout hypotézu, Ze (alespoit) ,,99 % studentt nebude statistiku potfebovat!? Studentit
bylo 280.

Regeni: Jde (v meznim p¥ipadé vyhovujicim nulové hypotéze) o ndhodnou veliéinu X s binomic-
kym rozdélenim s parametry n = 280, p = 0.01.

Pomoci centrdini limitnd véty: EX = np = 2.8, DX = np(l —p) = 2.772, ox =
V/np (1 —p)=1.6649. Jednostranny horni odhad je (s ufitim kvantilu $~1(0.95) = 1.645)

EX +ox @ 1(0.95) = 2.8+ 1.6649 - 1.645 = 5.5388,

takZe k vyvracen! nulové hypotézy by mélo stadit nalezenf 6 studentd z tohoto roéniku, ktef{
statistiku potfebuji. PouZiti centralnf limitni véty je vBak zpochybnéno malym podtem studentt
v této skupiné.

Presny vypocet: Pravdépodobnost vysledku méné nez ¢ je

Fx(t) = g <:> pF(1~p)" 7,

konkrétng 1 — Fi(6) = 6.4146 - 1072, 1 — Fx(7) = 2.3759- 1072, 1 — Fx(8) = 7.7910 . 1073,
takze nalezen! 6 studentid nestadi, 7 ano, 8 by stacilo i na hladiné vyznamnosti 1 %. O

Cvicen{ A.1.17: V populaci je pravdépodobnost g, Ze osoba méa srpkovou anémii. Ta je zpi-
sobena vadnym genem, ktery kazdé dité zdéd{ s pravdépodobnosti 1/2. Pokud ma dité po obou
rodi¢ich vadné geny, nepreZije; pokud mé jeden gen vadny, mé opét srpkovou anémii. Jakd je
pravdépodobnost, Ze Zijici jedinec v dalsi generaci ma srpkovou anémii? Zndzornéte zavislost
na q. Za jakych pfredpokladi vysledek plati?

Resent: Dité mé s pravdépodobnost{ ¢> oba rodite nemocné a s pravdépodobnosti ¢?/4 zdédi
oba vadné geny, pak ale nepfeZije a nepocita se. Pravdépodobnost, Ze m4 oba rodife nemocné a
zd&di jeden vadny gen, je ¢?/2. Pravdépodobnost, Ze m4 jednoho rodiée nemocného, je g (1 — g),
a ze v tom piipadé zdédi jeden vadny gen, ¢ (1 — ¢q) /2. Prozkoumali jsme dv& situace, které se
navzajem vyluéuji, jejich pravd&podobnost je tedy soudet ¢?/2 + ¢ (1 — q) /2 = q/2. Zajimé nés
vsak pravdépodobnost podminéné pieZitim, které mé (z této priciny) pravdépodobnost 1 — ¢?/4,
vysledkem je pomér

I Q/Q _ ~2q
1-g¢*/4 ¢*—4

q

(viz obr. A.1).

To v8e plati za predpokladi, Ze rodife jsou nositeli vadného genu nezévisle na sobé (to asi
ano) a ze srpkové anémie neovliviuje preziti ditéte. Posledni p¥edpoklad je pochybny, protoze
modelu a aspoii ukazuje, Ze by srpkova anémie brzy téméf vymizela, kdyby nepfinagela i néjakou
vyhodou. Tou je, Ze zplisobuje odolnost proti malérii, a proto se v n&kterych zemich vyskytuje
casto. 0

! Odpovéd studenta v dotazniku k hodnoceni vyuky Matematiky 6F, 2005.
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Obrazek A.1. Zavislost vyskytu vadného genu v nésledujici generaci
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B. Zakladni tvpy rozdéleni

Neni-li fedeno jinak, znad¢i v této kapitole X nahodnou velifinu s rozdélenim popisovanym v pri-
slugném odstavei.

B.1 Diskrétni rozdélent

Diracovo rozdéleni ma jediny moZny vysledek r € R.
px(r)=1, Fx(u)=

EX=r. DX =0, Uy (w) = e'®".
Vsechna diskrétni rozdéleni jsou smési Diracovych rozdélent.
Parametr r mé stejny fyzikdln{ rozmér jako pfisluind nahodné velicina.

0 prou<r,
P QX(a):ra
1 prou>r.

1,01
0,8+
0,6
10
0.8 0,44
06
0,24
0,4 |
02 ‘ K
‘ . , . , 2 -l 0 1 2
-2 -1 0 1 2 u

Obréazek B.1. Pravdépodobnostni a distribuéni{ funkce Diracova rozdglen{ pro r =0

Alternativni rozdéleni (téz Bernoulliovo) ma dva moZné vysledky (je smési dvou Dira-
covych rozdéleni). Pokud mozné vysledky jsou 0,1, kde 1 méa pravdépodobnost ¢, dostavame

px(1)=q. px(0)=1-gq,
EX=q, DX=¢(l-q), UxW=(1-¢+c"g.
Parametr ¢ € {0.1) (pravdépodobnost) je bezrozmérny.

Rovnomeérné diskrétni rozdéleni s m moZnymi vysledky je takové, Ze vsechny mozné
vysledky maji stejnou pravdépodobnost px (k) = 1/m. Specialné pro obor hodnot {1,2,...,m}
mé charakteristiky

m-+ 1 1 elwm 1

BX = ——, DX=—1—2(m+1) (m-1), Ty (W) =

Parametr m € N (podet) je bezrozmérny.
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Obrazek B.2. Pravdépodobnostni a distribuénf funkce alternativniho rozdélent pro ¢ =1/3
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Obrazek B.3. Pravdépodobnostni a distribuén{ funkce rovnomérného rozdéleni na {1, 2,...

B.1 Diskrétni rozdéleni
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Obrazek B.4. Kvantilova funkce rovnomérného rozdéleni na {1,2,...,6}
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Binomické rozdé&leni Bi(m, ¢) vyjadiuje pocet uspéchl z m nezavislych pokusa, je-li v kaz-

dém stejnd pravdépodobnost uspéchu g € (0,1). (Je to soulet m alternativnich rozdé&leni.)

px (k) = <r£> g~ (1- q)m“k, ke {0,1,2,.

EX=mgq, DX=mql-q), Ixw=(1-g+eg"

Som)

Parametry m € N (pocet) a g € (0,1) (pravdépodobnost) jsou bezrozmérné.

Vigpocetni sloZitost vypoctu px (k) je O(k), celého rozdélent O(m?).

Poissonovo rozdéleni Po(A) méa charakteristiky
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Obrazek B.5. Pravdépodobnostni a distribugni funkee binomického rozdéleni Bi(6,1/3)

k

AT
px(k)zﬁe o ke{0,1,2,...},

EX=), DX=), Uyw) =exp((eY-1)A).
Vychazi jako limitn{ piipad binomického rozdéleni:

Priklad B.1.1: Rybai chce odhadnout rozdéleni podtu ryb, které chyti za den. Pokud kaZda
ryba v rybnice mé stejnou pravdépodobnost ¢, Ze bude chycena, je to binomické rozdéleni
Bi(m, q), kde m je poCet ryb v rybnice, coz obvykle je velké nezndmé &islo. SpiSe miZeme od-
hadnout st¥edni hodnotu (napf. podle mnoha predchozich vysledki).

Abychom se zbavili nezndmého parametru m v binomickém rozdéleni Bi(m,q). pfejdeme
k limité pro m — 2o pfi konstantni stfedni hodnoté A = mq > 0, tj. ¢ = A/m — 0, a dostaneme
Poissonovo rozdéleni Po(\):!

px(k) = (1) ¢ (1 = gyt = 2 D tmm (2 1) @)k (l - iym -

k! m m
k . —k m I
:1\_1 1__1, 1_5_}_ 1*i 1__/\_ —>/\—e_)‘.
k! m m m m k!
—1 —1 —e—A

Soulet dvou nezdvislych nahodnych velidin s Poissonovym rozdélenim mé Poissonovo rozdé-
leni (cviCenf 4.7.22). Pro A — oo se rozdélenf veliiny norm X = % blizi N(0,1), takze pro
velké hodnoty parametru A miZeme Poissonovo rozdéleni Po(A) pfiblizng nahradit normalnim
N (A, N\). Stredni hodnota Poissonova rozdéleni se round rozptyly, coZ vijjimedné lze ¥ici navzdory
pozndmee 4.4.2, nebot se jednd vidy o bezrozmérné celodiselné ndhodné velidiny (polet vyskytd
Jevu).

Parametr A € (0,0) je bezrozmérny.

Jednotlivé pravdépodobnosti se pocditaji sndze nez u binomického rozdélent (ale je jich neko-
neéné mnoho).

Geometrické rozdé&leni je rozdéleni poctu neiispéchii do prvniho tuspé&chu, ma-li kazdy
z nezvislych pokusi alternativni rozdéleni se stejnou pravdépodobnosti netspéchu ¢ € (0, 1).

px(k)=¢"(1-q), ke{0,1,2,..},

1 —
EX = L DX =—4 o Oy w)=—1L
1-q 1-q) 1—elvg

Parametr ¢ € (0, c0) je bezrozmérny.

! Navzdory uvedené analogii se rozdéleni jmenuje podle S.D. Poissona (1781-1840), nikoli podle francouzského
poisson=ryba.
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Obrazek B.6. Pravdépodobnostni a distribuén{ funkee Poissonova rozdéleni Po (3
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Obrazek B.7. Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce geometrického rozdéleni pro ¢ = 2/3

Hypergeometrické rozdéleni udava pravdépodobnost vyskytu k& ,anomalnich” objekti
mezi m objekty, které byly ndhodné vybrany z M objektd, mezi nimiz je K anomalnich. Odvodili
jsme je v prikladu 1.3.11.

([\") (?\[7}{)

px (k) = il ke{0.1.2....,m}.
(771)
mK mK (M- K) (M —-m)
EX = . DX = . .
A A2 (M -1)
Limita hypergeomstrického rozdéleni pro 14 — oc pfi konstantnim % =q, tj. MA'JK =1-gq,

vede na binomické rozdsleni Bi(m. q). jak plyne z disledku 1.3.10:

( ') (;\[—K) Kk (M—K)™F
k

px (k) = J’[” AN \}m r
(m) m!
__omb KR QISR e gyme
Tkl (m— k) ALF N A q

Parametry m, K. M/ € N (1 <m < K < M) jsou bezrozmérné.
Vijpocetnt sloZitost vjpoctu px (k) je O(m), celého rozdélent O(m?).

B.2 Spojita rozdéleni

Rovnomérné spojité rozdéleni R{a,b) ma ndhodna velidina X, jestliZe nabyva hodnot z in-
tervalu {(a,b) a pravdépodobnost, Ze padne do intervalu {¢,d) C {a,b) je pfimo umérna jeho
délce.
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Obrazek B.8. Pravdépodobnostni a distribuéni funkce hypergeometrického rozdéleni pro Af = 25, K = 15, k= 6

Uu—a
1 »— Dprou € (ab),
— prou € {(a,b),
fxtu) =4 I')inak WO Bw={ 0 pou<a,
! , 1 prou > b,
xpliwb)—exp(i
ax(a)=a+(b—a)a, Uy (w) = SRS
EX =5, DX = (b-a).
20— 1,0
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Gbrazek B.9. Hustota a distribuéni{ funkce rovnomérného rozdéleni R (0,1/2) (vlevo) a normovaného normélntho
rozdélenf N (0, 1) (vpravo)

Normaln{ rozdé&leni N(u, c?) (té% Gaussovo) mé nasledujici charakteristiky:

_ 1 —(u — p)?
fN(u702)<7L) = o \/2—7—_{: €xXp < 5 2 )
EN(u, (72) = H. DN(U,UQ) =0’ )

1
TN (p,02) (@) = exp <iuw - 2 w2> |
Specialné normované normalni rozdéleni N(0, 1) m4 hustotu

@ (u) = fneon)(u) = % exp <—_-;£> .

Distribu¢ni funkce je transcendentni (Gaussiv integral)

@m:mmm:7¢ww=£ﬁjaﬂ%QmL
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Rovnéz kvantilova funkce 1 = gx0.1) Je transcendentnl. Kvantil @71 (o) se dasto znadl uq.
Normaln{ rozdélenf je symetrické kolem nuly, talkZe

f;'\'(;t,a?)(fu) = fN(p.02)<u> » E\'(y.az)(—“) =1- E\‘(p}02)<u> ! QN(‘LL?Ga)(l - O‘) = _QN(p,02)<a) :
o) = (), B(—u) =1 - B(u), Tl - a) =87 (a).

Normalni rozdélent diky centralni{ limitni vété 6.3.1 dava pribliznou aproximaci souétu velkého
poétu nezdvislyjch ndhodnych veli¢in, Popisuje viiv mnoha chyb, které jsou nezavislé a séitajf se.

Parametry ju. o € R (¢ > 0) jsou stejného fyzikdlniho rozméru jako p¥isludna ndhodna velidina,
rozmér rozptvlu o je jeho kvadratem.

Logaritmickonormalni rozdéleni LN(u. %) ma ndhodna velidina tvaru X = exp(Y), kde
Y mé rozdéleni N(u, o”).

l o 1 ) = 1,__ v(lnu—[u:ﬂ) 3 > O
fX(Uv):{ w @ n) uavzﬁeXp< e §1ou :
0 jinak,
P (lnu rou > 0.
Fx(u) = { ) ” '
0 jinak,
r 02 . ‘
EX =exp (/J‘T> . DX :(eXp(Qua—UQ)) (exp (02>*1) '

Jalo je normalni rozdélen{ modelem vlivu mnoha chyb, které jsou nezavislé a séitaji se, loga-
ritmickonormalni rozdélenf modeluje vliv mnoha chyb, které jsou nezavislé a ndsob? se. Prispivaji
tedy k relativni misto k absolutni chybé. Logaritmickonormalni rozd&lenf nabyva pouze kladnych
hodnot a nenf symetrické.

Parametry pu, o0 € R (¢ > 0) jsou bezrozmérné, stejné jako argument u (jinak bychom nemohli
poditat logaritmy a exponencialy).

1,01 1,04

0,8 0,87 \

0,6 0,61

0,44 0,41

0,24 0,21

0,0 — . : : : -
0 1 2 3 -1 0 I 2 3

Obrazek B.10. Hustota a distribuéni funkee logaritmickonormalntho rozdéleni LN (0, 1) (vlevo) a exponenciél-
niho rozdéleni Ex (1) (vpravo}

Exponencialni rozdéleni Ex(7) ma ndhodna veli¢ina X, jestlize nabyvéa pouze nezapornych
hodnot a ma hustotu

Lexp (-4 rouw >0,
fX(u):{ T p( 7') p
0 jinak.

Dalsi charakteristiky:
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gx (o) =—71n(l —a),

1—exp(—%) prou>0,
F‘x(u)—{ 0 =) )
jinak,

1

EX:T7 DX:TQ, !I/X(w'):li’_
—1WT

Exponencialni rozdéleni je typické pro systémy, které ,nemaji pamét . Napf. rozpad radioak-
tivnichizotopi nezavisi na predchozim prabéhu, proto doba do rozpadu se Fidi exponenciélnim
rozdélenim, kde ¢asova konstanta 7 se ¢astéji plevadi na polodas rozpadu 7 1n2. Je to jediné
rozdéleni s touto vlastnosti (uréené jednoznadné az na parametr 7). Stejny model se osvédéuje
pro zivotnost polovodi¢ovych soutastek. Naopak se nehodi pro Zivotnost dilt, které podléhaji
opotfebeni, takZe po ¢ase nejsou stejné a nemaji stejnou progndzu.

Vsechna exponencialni rozdélen{ jsou nasobky jediného:

Tvrzeni B.2.1: JestliZe ndhodnd velicina X md ezponencidlni rozdélent Ex(1), pak ndhodnd
velicing T X md exponencidlni rozdélent Ex(7).

Parametr 7 € (0,0c) ma stejny fyzikdlniho rozmér jako prisludné ndhodna veli¢ina; pokud
je to Cas, mé vyznam Casové konstanty. Casto se uvadi exponencidlni rozdéleni v zavislosti na

parametru w = 1/7 (jehoz fyzikalni rozmér je prevracend hodnota rozméru néhodné veliciny,
napf. misto fasu frekvence); pak ma hustota tvar

wexp (—wu) prou>0,
Fxlu) = ) .
0 jinak.

Rozdsleni x? s 1 stupni volnosti? (znaéime x?(n)) je rozdéleni ndhodné veliginy
1
~ 2
-y,
j=1

kde U; jsou nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim N(0, 1). Hustota je

c(my?'e? proy>0,
fx(y) = )
0 jinak,
kde
, 1
c(n) = =
AT
Dalsi charakteristiky:
EX=n, DX=2p, Uxw) =(1-2iw)"%. (B.1)

Kvantil g,z2(, (@) se Zasto znadi x2(n).
Tvrzeni B.2.2: Pron =2 se x?(2) shoduje s exponencidlnim rozdélenim Ex(2).

Véta B.2.3: Necht X,Y jsou nezéavislé ndhodné velidiny s rozdélenim x*(£), resp. x*(n). Pak
X +Y md rozdéleni x> (€ + ).

2 Cteme wehi kvadrat®.
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Obrazek B.11. Hustoty a distribuéni funkee rozdéleni x* (), n =1, ..., 10

Pro velky pocet stupiid volnosti n lze rozdéleni \?(n) aproximovat norméalnim rozdélenim
N (n,27n). presngjdf je viak nadhrada vyrazem

1
=5 (Z+\/2n—1)
kde Z mé rozdéleni N (0,1). To znamen4, Ze nahodn4 veliina

V2X —+/27-1

mé priblizné rozdéleni N (0, 1) [Spiegel et al. 2000].
Parametr 7 € N (pofet stupiii volnosti) je bezrozmérny.

2
s

Studentovo rozdéleni neboli t-rozdéleni t(n) s n stupni volnosti® m4 ndhodna veligina

X =—=
v
n

kde U méa rozdélenf N(0.1). V mé rozdéleni x?(n) a U,V jsou nezéavislé. Jeho hustota je

kde

c(n) = —

r(5)

Dalsf charakteristiky:
n
n— 2 !

EX =0, DX =

pokud 1 > 2. (Studentovo rozdéleni by se mohlo normalizovat, ale nestalo se to zvykem.)
Studentovo rozdéleni je symetrické kolem nuly, takze

Jeomy (=) = fomy (1), Fupy(—w) =1 = Fypy(v), gy (1 — ) = —geen) (@) .
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0,

T T T T ey

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obréazek B.12. Hustoty a distribuéni funkce rozdéleni t (1), t (2), t(4) a N (0,1) (tucn&)

Studentovo rozdéleni méa statistika

7Y

:S—X‘(J—(—U)

pouZivand pri testech stfedn! hodnoty normélniho rozdélenf pfi nezndmém rozptylu, viz kapi-
tola 12.2.1. Vyskvtuje se i v dalsich testech, nékdy zprostredkované pres vhodnou transformaci
kritéria, jako u testu korelace v kapitole 12.4.1.

Pro velky pocet stupht volnosti se Studentovo rozdélenf nahrazuje normovanym normalnim
rozdélenim N (0, 1).

Kvantil g, (o) se casto znadf t4(n).

Parametr n € N (podet stupiit volnosti) je bezrozmérny.

F-rozdéleni (téz Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) F(£,n) s £ a 7 stupni volnosti je
rozdéleni ndhodné veli¢iny

kde U.V jsou nezdvislé nahodné velidiny s rozdélenim x?(&), resp. x2(n). Hustota pro z > 0 je

50

fx (2) = e €. m) 28 (1 n %z) T =)

kde
F(H) e\
cl&m=—7; ~ 7
r(§)r@ \»
Dalsi charakteristiky:
2 -~
Ex=—_  px=2Z Ern=2)
n—2 §n—4) (n—2)

pokud vyrazy ve jmenovatelich jsou kladné [Spiegel et al. 2000].

3 Student® je pseudonym, pod kterym publikoval své prace W. Gossett.
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Kvantilova funkce na intervalu (0,1/2) se d& vypoéitat z hodnot na (1/2,1) (nebo naopak;

pozor na opadné pofadi stuphll volnosti):
Gr (e (@)

Krajni pfipady jsou [Spiegel et al. 2000}:
gr1, (1 —a) = (g 1 - Q/2)>2 ;

Kvantil gp(e,,,y (@) se Casto znali Fy (§, 7).

1

B QF(U,E)(l - (l’) .

S gr e (@)

1

§

Parametry &, 17 € N (polty stupnit volnosti) jsou bezrozmérné.

1,04
]
0,8+
0,67

0,4+

0,2

2

0,0
0

l 2

3

1,07
0,8-
0,6
0,4+

0,21

Beqe) (@) -

0,0
0

Obrazek B.13. Hustoty a distribucéni funkce rozdélenf F (1,4), F (2,4), F (3,4), F (4, 4)

0,71
0,6
051
0,4;
0,3—-
0,2—-

0,1

0,0
0

T T

l 2

3

l,O‘J

0,81
0,61
0,4

0,24

4

A

0,0
0

Obrazek B.14. Hustoty a distribuéni funkce rozdéleni F (4,2), F (4,4), F (4,6), F (4,8)




C. Vybrané vzorce z matematické analyzy

I kdyZ by Ctenafr mél byt schopen si sdm najit prostfedky pro provedeni nékterych obtizngjsich
vypoltl, pro usnadnén{ zde uvadime nékteré skutefnosti z matematické analyzy, které byly
vyuZity v dikazech a ve cvicenich.

Koneéné soudty

1 1
Zj(k—j):g(kB—k):gk(k—l)(kJrl) (C.1)
i=1
k-1 1 1
G2y — 12\ — 2 (g 3
7j=1
Nekoneéné soucty
=1
=17
=1 1,
Yo =zm (C.3)
=70
> = =¢(3)=1.202 (C.4)
— J
J_
o0
11, )
Z S == (C.5)
p 7 90
o0 u)m
Z -’n? =e¥ <C6)
m=0
(z Taylorova rozvoje exponencialni funkce se stfedem 0, vyhodnoceného v bodg w)
Speciilni funkce
oC
') :/ v lem% du
0
kde t > 0. Pro ¢t € N:
I'it)=(t-1).
Limity
lim <1 + 3) = ¢! (C.7)
n—oo n




Integraly

>

/ texp(—t)dt=1
0

/‘OC 2 1 _9

J texp(—t) dt =2
0

»

oC
142

/e—i’5 dt =27

-0
o'e . . n

/ em 2T Q=2 r
— 2o

Konvoluce

(fxg)(u)= /_OC f) glu—v) duv

oC

frg=g*f
Frlg=h)y={(f=g)=h
frlg+h)y=fxg+[fxh
(af)xg=a(f*g) (a €R)

PribliZzné vzorce

Stirlingav vzorec: Pro velkd n je

C. Vybrané vzorce z matematické analyzy 227

(C.10)

(C.11)

v tom smyslu, Ze podil obou vyrazd konverguje k 1 pro n — oo.




D. Statistické tabulky

I kdyz dnes kazda knihovna matematickych programi obsahuje i distribucni a daldf funkce béz-
nych rozdéleni a vyznam statistickych tabulek upada, uvadime je zde, jednak pro feSeni cviceni
nezévisle na vypoletn{ technice, jednak pro pfedstavu ¢tenafe o probiranych rozdélenich. Samo-
statné tabulky jsou obsahem skripta [Hala, Jarugkova 2000]. Pékné zpracované statistické tabullky
jsou na http://www.statsoft.com/textbook/sttable.html.

Poznamka D.1.1: Pro ucely testll hypotéz na hladiné vyznamnosti o pouZivame obvykle kvan-
tily gx (@), gx (1 — &), gx (a/2), gx (1 — a/2), v zé&vislosti na tvaru nulové hypotézy. V tabulkach
byvaji uvedeny jen nékteré, pokud daldf lze snadno dopocitat. Casto byvaji ve statistickych ta-
bulkédch uvedeny kritické hodnoty. Kritickou hodnotou testu na hladiné vyznamnosti o miize
nékdy byt kvantil gx (1 — «/2), coz hrozi nedorozuménim. Proto je potfeba vidy pied pouzitim
neznamych tabulek ovérit viznam udaji.

Tabulka D.1. Kvantilova funkce normovaného normalniho rozdslenf

u &1 (u) u &7 (u)
0.500 0.000 0.99550 2.612
0.550 0.126 0.99600 2.652
0.600 0.253 0.99650 2.697
0.650 0.385 0.99700 2.748
0.700 0.524 0.99750 2.807
0.750 0.674 0.99800 2.878
0.800 0.842 0.99850 2.968
0.850 1.036 0.99900 3.090
0.900 1.282 0.99950 3.290
0.950 1.645 0.99955 3.320
0.955 1.695 0.99960 3.353
0.960 1.751 0.99965 3.389
0.965 1.812 0.99970 3.432
0.970 1.881 0.99975 3.481
0.975 1.960 0.99980 3.540
0.980 2.054 0.99985 3.616
0.985 2.170 0.99990 3.719
0.990 2.326 0.99995 3.891
0.995 2.576 0.99999 4.265




Tabulka D.2. Distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni

D. Statistické tabulky

W P |[ v o) g uw P | v 20
000 05000 || 076 0.7764 || 1.52 0.9357 | 2.28 0.98870
0.02 0.5080 || 0.78 07823 || 1.54 0.9382 | 2.30 0.98928
0.04 05160 || 0.80 0.7881 || 1.56 0.9406 | 2.32 0.98983
0.06 05239 || 082 07939 || 1.58 09429 | 234 0.99036
0.08 0.5319 || 0.84 07995 || 1.60 0.9452 | 2.36 0.99086
010 05398 || 0.86 0.8051 || 1.62 09474 | 2.38 0.99134
012 05478 || 0.88 08106 || 1.64 09495 | 240 0.99180
014 05557 || 0.90 0.8159 || 1.66 0.9515 | 2.42 0.99224
016 0.5636 || 0.92 08212 || 1.68 09535 | 244 0.99266
0.8 05714 || 0.94 08264 || 1.70 0.9554 | 2.46 0.99305
020 05793 || 096 08315 || 1.72 09573 | 248 0.09343
0.22 0871 || 0.98 0.8365 || 1.74 09591 | 2.50 0.99379
0.24 0.5948 || 1.00 08413 || 1.76 0.9608 | 252 0.99413
0.26  0.6026 || 1.02 08461 || 1.78 0.9625 | 2.54 0.99446
0.28 0.6103 || 1.04 08508 || 1.80 0.9641 | 2.56 0.99477
0.30 0.6179 || 1.06 0.8534 || 1.82 09656 | 2.58 0.99506
0.32 0.6255 || 1.08 08599 || 1.84 09671 | 2.60 0.99534
0.34 06331 || 110 0.8643 || 1.86 0.9686 | 2.62 0.99560
0.36 0.6406 || 1.12 08686 || 1.88 09699 | 2.64 0.99585
0.38 06480 || 1.14 0.8720 | 1.90 0.9713 | 2.66 0.99609
040 06554 || 116 0.8770 || 1.92 0.9726 | 2.68 0.99632
0.42 06628 || 1.18 08810 || 1.94 09738 | 270 0.99653
0.44 0.6700 || 1.20 0.8849 || 1.96 09750 } 272 0.99674
046 0.6772 || 122 0.8888 || 1.98 09761 | 274 0.99693
0.48 0.6844 || 124 08925 || 200 09772 | 276 0.99711
0.50 06915 || 1.26 0.8962 || 2.02 09783 | 2.78 0.09728
052 0.6985 || 1.28 0.8997 || 2.04 09793 | 2.80 0.99744
054 07054 || 1.30 0.9032 || 2.06 0.9803 | 2.82 0.99760
0.56 0.7123 || 1.32 0.9066 || 2.08 0.9812 | 2.84 0.99774
0.58 07190 || 1.34 09099 || 210 0.9821 | 2.86 0.99788
0.60 07257 || 1.86 09131 || 212 0.9830 | 2.88 0.99801
0.62 07324 || 1.38 09162 || 214 009838 | 2.00 0.99813
0.61 07389 || 1.40 0.9192 || 2.16 0.9846 | 2.92 0.99825
0.66 07454 || 142 0.9222 || 2.18 0.9854 | 2.04 0.99836
0.68 0.7517 || 144 09251 || 220 0.9861 | 2.96 0.99846
070 0.7580 || 146 0.9279 || 222 0.9868 | 2.98 0.99856
072 0.7642 || 1.48 09306 || 224 0.9875 | 3.00 0.99865
ore 07704 || 150 09332 || 226 09881 | 302 0.99874 |
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Tabulka D.3. Kvantily x2-rozd&leni G2 (m (@) (n = podet stupiitl volnosti)

. “ 0.005 0.01 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 | 0.000039 0.000157 0.0010  0.0039 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83 12.12
2 0.010 0.020 0.051 0.103 5.99 7.38 9.21 10.60 13.82 15.20
3 0.072 0.115 0.216 0.352 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27 17.73
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47 20.00
5 0.412 0.554 0.831 1.145 11.07 12.83 15.09 16.75 20.51 22.11
6 0.68 0.87 1.24 1.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46 24.10
7 0.99 1.24 1.69 2.17 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32 26.02
8 1.34 1.65 2.18 2.73 15.51 17.33 20.09 21.95 26.12 27.87
9 1.73 2.09 2.70 3.33 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88 29.67

10 2.16 2.56 3.25 3.94 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59 31.42
11 2.60 3.05 3.82 4.57 19.68 21.92 24.73 26.76 31.26 33.14
12 3.07 3.57 4.40 5.23 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91 34.82
13 3.57 4.11 5.01 5.89 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53 36.48
14 4.07 4.66 5.63 6.57 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12 38.11
15 4.60 5.23 6.26 7.26 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70 39.72
16 5.14 5.81 6.91 7.96 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25 41.31
17 5.70 6.41 7.56 8.67 27.59 30.19 33.41 35.72 40.79 42.88
18 6.26 7.01 8.23 9.39 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31 44.43
19 6.84 7.63 8.91 10.12 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82 45.97
20 7.43 8.26 9.59 10.85 31.41 34.17 37.57 40.00 45.31 47.50
21 8.03 8.90 10.28 11.59 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80 49.01
22 8.64 9.54 10.98 12.34 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27 50.51
23 9.26 10.20 11.69 13.09 35.17  38.08 41.64 44.18 49.73 52.00
24 9.89 10.86 12.40 13.85 36.42 39.36 42.98 45.56 51.18 53.48
25 10.52 11.52 13.12 14.61 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62 54.95
26 11.16 12.20 13.84 15.38 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05 56.41
27 11.81 12.88 14.57 16.15 40.11 43.19 46.96 49.65 55.48 57.86
28 12.46 13.56 15.31 16.93 41.34  44.46 48.28 50.99 56.89 59.30
29 13.12 14.26 16.05 17.71 42.56 45.72 49.59 52.34 58.30 60.73
30 13.79 14.95 16.79 18.49 43.77  46.98 50.89 53.67 59.70 62.16
31 14.46 15.66 17.54 19.28 44.99 48.23 52.19 55.00 61.10 63.58
32 15.13 16.36 18.29 20.07 46.19 49.48 53.49 56.33 62.49 64.99
33 15.82 17.07 19.05 20.87 4740 50.73 54.78 57.65 63.87 66.40
34 16.50 17.79 19.81 21.66 48.60 51.97 56.06 58.96 65.25 67.80
35 17.19 18.51 20.57 22,47 49.80 53.20 57.34 60.27 66.62 69.20
40 20.71 22.16 24.43 26.51 55.76 59.34 63.69 66.77 73.40 76.10
45 24.31 25.90 28.37 30.61 61.66 65.41 69.96 73.17 80.08 82.87
30 27.99 20.71 32.36 34.76 67.50 71.42 76.15 79.49 86.66 89.56
55 31.73 33.57 36.40 38.96 73.31 77.38 82.29 85.75 93.17 96.16
60 35.53 37.48 40.48 43.19 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61 102.70
65 39.38 41.44 44.60 47.45 84.82 89.18 94.42 98.10 105.99 109.16
70 43.28 45.44 48.76 51.74 90.53 95.02 100.43 104.21 112.32 115.58
75 47.21 49.48 52.94 56.05 96.22 100.84 106.39 110.29 118.60 121.94
80 51.17 53.54 57.15 60.39 101.88 106.63 112.33 116.32 124.84 128.26
85 55.17 57.63 61.39 64.75 107.52 112,39 118.24 122.32 131.04 134.54
90 59.20 61.75 65.65 69.13 113.15 118.14 12412 128.30 137.21 140.78
95 63.25 65.90 69.92 73.52 11875 123.86 129.97 134.25 143.34 146.99
100 67.33 70.06 74.22 77.93 12434 129.56 135.81 140.17 149.45 1533.16




Tabulka D.4. Kvantily t-rozdélenf ¢, () (n = pocet stupiii volnosti)

D. Statistické tabulky

. ¢ 0.95 0975 0.99 0.995 0.9975 0.999 0.9995
11631 12.7 318 63.7 127.3  318.3 636.6
21292 430 6.96 9.92 14.1 22.3 31.6
31235 3.18  4.54 5.84 7.5 10.2 12.9
41213 2.78 3.75 4.60 5.60 7.17 8.61
5 2.02 2.57 3.36 4.03 4.77 3.89 6.87
6 1.94 245 3.14 3.71 4.32 5.21 5.96
71 1.89 2.36 3.00 3.50 4.03 4.79 5.41
8 1 1.86 2.31  2.90 3.36 3.83 4.50 5.04
91183 2.26  2.82 3.25 3.69 4.30 4.78

10 | 1.81 223 276 3.17 3.58 4.14 4.59
11 ¢ 1.30 220 2.72 3.11 3.50 4.02 4.44
12 1 1.78 2.18  2.68 3.05 3.43 3.93 4.32
13 | 177 2.16  2.65 3.01 3.37 3.85 4.22
14 1 1.7 2.14  2.62 2.98 3.33 3.79 4.14
15 | 1.75 213 2.60 2.935 3.29 3.73 4.07
16 | 1.75 2,12 2.38 2.92 3.25 3.69 4.01
17 | 1.74 211 2.57 2.90 3.22 3.65 3.97
181 1.73 2.10  2.55 2.88 3.20 3.61 3.92
19 | 1.73 2.09 254 2.86 3.17 3.58 3.88
20 | 1.72 2.09 2.53 2.85 3.15 3.55 3.85
21 1 1.72 2.08 2.532 2.83 3.14 3.53 3.82
22 1172 2.07 2531 2.82 3.12 3.50 3.79
23 | L7l 2.07  2.50 2.81 3.10 3.48 3.77
241 171 2.06 2.49 2.80 3.09 3.47 3.75
25 1 171 2.06 2.49 2.79 3.08 3.45 3.73
261 171 2.06 2.48 2.78 3.07 3.43 3.71
27 1 1.70 2.05 247 277 3.06 3.42 3.69
28 | 1.70 2.05 247 2.76 3.05 3.41 3.67
29 } 1.70 2.05 246 2.76 3.04 3.40 3.66
30 | 1.70 2.04 2.46 2.75 3.03 3.39 3.65
35 | 1.69 2.03 244 2.72 3.00 3.34 3.39
40 | 1.068 2.02 242 2.70 2.97 3.31 3.55
60 | 1.67 2.00 239 2.66 2.91 3.23 3.46
80 | 1.60 1.99 2.37 2.64 2.89 3.20 3.42
100 | 1.66 1.98 236 2.63 2.87 3.17 3.39
oc | 1.64 1.96 233 2.58 2.81 3.09 3.29
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Tabulka D.5. 0.95-kvantily F-rozdélenf gp( ; (0.95) (€ = pocet stupit

volnosti jmenovatele)

volnosti &itatele, n = poclet stupii

e ]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2119.0 192 193 194 194 194 194 194 194 194
41694 6.39 6.16 6.04 596 591 587 584 582 580
6 | 514 453 4.28 4.15 4.06 4.00 3.96 392 390 3.87
8| 446 3.84 3.58 344 335 3.28 3.24 320 317 3.15

10 | 4.10 348 3.22 3.07 298 291 286 283 280 277
12 1 3.89 3.26 3.00 285 275 2.69 264 260 257 254
14 | 3.74 311 285 270 260 2.53 248 244 241 2.39
16 | 3.63 3.01 274 259 249 242 237 233 230 2.28
18 | 3.55 293 266 251 241 234 229 225 222 219
20 | 3.49 287 260 245 235 228 222 218 215 212
25 1 3.39 276 249 234 224 216 211 207 204 201
30 | 3.32 269 242 227 216 2.09 204 199 196 1.93
40 } 3.23 261 234 218 2.08 200 195 190 1.87 1.84
50 | 3.18 2.56 229 213 203 195 1.89 185 1.81 1.78
60 | 3.15 253 225 210 199 192 186 182 178 1.75
80 | 3.11 249 221 206 195 188 182 1.77 173 1.70
100 ¢ 3.09 246 2,19 203 193 1.8 179 175 171 1.68
150 | 3.06 243 216 200 1.8 182 176 171 167 1.64
200 | 3.04 242 214 198 188 1.80 1.74 169 1.66 1.62
oo | 3.00 237 210 194 1.8 1.75 169 1.64 1.60 1.57

. ¢ 25 30 40 50 60 80 100 150 200 o0
21195 195 195 195 195 195 195 195 19.5 19.5
4 | 577 575 572 570 569 567 566 5635 565 563
6 { 3.83 381 377 375 374 372 371 370 3.69 3.67
8311 3.08 3.04 302 301 299 297 296 295 293

10 | 273 270 2.66 264 262 260 259 257 256 2.54
12 | 250 247 243 240 238 236 235 233 232 2.30
14 | 2.34 231 227 224 222 220 219 217 216 2.13
16 | 2.23 219 215 212 211 2.08 207 205 204 201
18 1 2.14 2.11 2.06 204 202 199 198 196 195 1.92
201207 204 199 197 195 192 191 189 188 1.84
251196 192 187 184 1.8 180 178 176 175 1.71
30188 1.8 179 176 174 171 170 167 166 1.62
40 1 1.78 1.74 169 1.66 164 161 159 156 1.55 1.51
501173 169 163 1860 158 154 1.52 150 1.48 1.44
60 | 1.69 165 159 1.56 1.53 150 1.48 145 1.44 1.39
80 | 1.64 1.60 1.54 151 148 145 143 139 138 1.32
100 + 1.62 1.57 1.52 148 145 141 1.39 136 1.34 1.28
150 | 1.58 154 1.48 144 141 137 134 131 129 1.22
200 } 1.56 152 146 141 139 1.35 1.32 128 1.26 1.19
oo | 1.51 146 139 1.35 1.32 1.27 1.24 120 1.17 1.00
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Tabulka D.6. 0.975-kvantily F-rozd&leni gr(e ) (0.975) (£ = pocet stupil volnosti &tatele, 7 = polet stuphi

voldosti jmenovatele)

. ¢ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2 39.0 392 393 394 394 394 394 394 394 394
411065 9.60 920 898 884 875 868 863 859 856
6 7.26 6.23 582 560 546 537 530 524 520 5.17
8 6.06 5.05 4.65 4.43 430 420 4.13 4.08 4.03 4.00

10 546 447 4.07 385 372 3.62 355 350 345 342
12 510 4.12 373 351 337 328 321 315 311 3.07
14 486 3.8 3.50 329 3.15 3.05 298 292 288 2.84
16 469 3.73 334 312 299 289 282 276 272 268
18 4.56 3.61 322 3.01 287 277 270 264 260 2.56
20 446 3.51 3.13 291 277 268 260 255 250 246
25 429 335 297 275 261 251 244 238 234 230
30 4.18 3.25 2.87 265 251 241 234 228 223 220
40 4.05 3.13 274 253 239 229 221 215 211 207
50 3.97 3.05 2.67 246 232 222 214 208 2.03 1.99
60 3.93 3.01 263 241 227 217 209 2.03 198 194
80 3.86 295 257 235 221 211 203 197 1.92 1.88
100 3.83 292 254 232 218 208 200 194 189 1.85
150 3.78 287 249 228 213 203 195 189 184 1.80
200 3.76 285 247 226 211 201 193 187 182 1.78
o 3.69 279 241 219 205 194 187 180 175 1.71
. ¢ 25 30 40 50 60 80 100 150 200 o0
21395 395 395 395 395 395 395 395 395 395
4850 846 841 838 836 833 832 830 829 826
6 | 5.11 5.07 501 498 496 493 492 4.89 488 485
81394 389 384 381 378 376 374 372 370 3.67
10 | 3.35 331 326 322 320 3.17 3.15 3.13 3.12 3.08
12 1 3.01 296 291 287 285 282 280 278 276 272
141278 273 267 264 261 2538 2.5 254 253 249
16 | 2.61 2537 251 247 245 242 240 237 236 232
18 | 249 244 238 235 232 229 227 224 223 219
20 | 240 235 229 225 222 219 217 214 213 209
25223 218 212 208 205 202 200 197 195 191
301212 207 201 197 194 190 18 185 184 1.79
401199 194 1838 183 180 176 174 171 169 164
50 1.92 187 180 1.75 172 168 166 1.62 160 1.55
60 | 1.87 1.82 1.74 170 1.67 163 1.60 L1.56 154 148
80 | 181 175 168 163 1.60 135 153 149 147 1.40
100 | 1.77 171 164 159 156 151 148 144 142 1.35
150 § .72 167 1.59 154 150 145 142 138 135 1.27
200 1.70 164 156 151 147 142 139 135 1.32 1.23

oo | 1.63 1.57 148 143 1.39 133 130 124 121 1.00




234 D. Statistické tabulky

Tabulka D.7. 0.99-kvantily F-rozdéleni gr(e ;) (0.99) (£ = podet stupiiti volnosti &itatele, 7 = podet stupidl
volnosti jmenovatele)

Lﬁ £ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2(ﬂ

99.0 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4
18.00 1598 1521 1480 1455 1437 1425 14.15 14.08 14.02
10.92 9.15 8.47 810 7.87 172 7.60 7.52 7.45 7.40

8.65 7.01 6.37  6.03 5.81 5.67 5.56 5.48 5.41 5.36

10 7.56 5.99 5.39 5.06 4.85 4.71 4.60 4.52 4.46 4.41

12 6.93 5.41 482 450 430 4.16 4.05 3.97 3.91 3.86

14 6.51 5.04 446 414 3.94 3.80 3.70 3.62 3.56 3.51

16 6.23 4.77 4.20 3.89 3.69 3.85 3.45 3.37 3.31 3.26

18 6.01 4.58 4.01 3.71 3.51 3.37  3.27 3.19 3.13 3.08

20 5.85 4.43 3.87  3.56 3.37  3.23 3.13 3.05 2.99 2.94

25 5.87 4.18 3.63  3.32 3.13 2.99 2.89 2.81 2.75 2.70

30 5.39 4.02 347  3.17  2.98 2.84 2.74 2.66 2.60 2.55

40 518 3.83 329 299 280 266 256 248 2.42 2.37

50 5.06 3.72 3.19 2.89 2.70 2.56 246  2.38 2.32 227

60 4.98 3.65 3.12 2.82 2.63 2.50 2.39 2.31 2.25 2.20

80 4.88 3.56 3.04 2.74 2.55 2.42 2.31 2.23 2.17 2.12
100 4.82 3.51 299  2.69 2.50 237 2.27 2.19 2.12 2.07
150 4.75 3.45 292 2.63 2.44 2.31 2.20 2.12 2.06 2.00
200 4.71 3.41 2.89 260 241 2.27 2.17 2.09 2.03 1.97

co 4.61 3.32 2.80 2.51 2.32 2.18 2.08 2.00 1.93 1.88

o O > BN

. ¢ 25 30 40 50 60 80 100 150 200 oo
2 99.5 99.5 99.5 99.5 995 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5
4] 1391 1384 13.75 13.69 13.65 13.61 13.58 13.54 13.52 13.46
6 7.30 7.23 7.14  7.09 7.06 7.01 6.99 6.95 6.93 6.88
8 5.26 5.20 512  5.07 5.03 499  4.96 4.93 4.91 4.86

10| 431 425 417 412 408 404 401 3.98 396 3.91
12| 376 370 3.62 357 354 349 347 343 341 336
14| 341 335 327 322 318 314 311 3.08 3.06 3.0
16 | 3.16 310 3.02 297 293 289 286 283 281 275
18 | 298 292 284 278 275 270 268 2.64 262 257
20| 284 278 269 264 261 256 254 250 248 242
25 | 2.60 254 245 240 236 232 229 225 223 217
30| 245 239 230 225 221 216 213 209 207 201
40| 227 220 211 206 202 197 194 190 1.87  1.80
50| 217 210 201 1.95 191 1.86 1.82 178 176 168
60 | 210 2.03 194 1.88 1.8 178 175 170 168  1.60
80| 201 1.94 1.8 179 175 169 165 161 158  1.49
100 | 197 189 1.80 1.74 1.69 1.63 1.60 155 152 143
150 | 1.90 1.83 173 166 162 156 1.52 146 143 133
200 | 1.87 179 1.69 1.63 1.58 1.52 148 142 139 1.28
oo | 177 170 159 152 147 140 136 129 125  1.00
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pocet stupii volnosti Citatele, 7 = podet stupiit

. ¢ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
271990 199.2 1993 1994 1994 1994 1994 1994 199.4 1894
41 26.28 2315 21.98 2135 20.97 2070 2051 20.37 2026 2017
6| 14.534 12.03 11.07 10.57 10.25 10.03 9.88 9.76 9.66 9.59
8 | 11.04 8.81 7.95 7.50 7.21 7.01 6.87 6.76 6.68 6.61
10 9.43 7.34 6.54 6.12 5.85 5.66 5.53 5.42 5.34 5.27
12 8.51 6.52 5.76 5.35 5.09 4.91 4.77 4.67 4.59 4.53
14 7.92 6.00 5.26 4.86 4.60 4.43 4.30 4.20 4.12 4.06
16 7.51 5.64 4.91 4.52 4.27 4.10 3.97 3.87 3.80 3.73
18 7.21 5.37 4.66 4.28 4.03 3.86 3.73 3.64 3.56 3.50
20 6.99 5.17 4.47 4.09 3.85 3.68 3.85 3.46 3.38 3.32
25 6.60 4.84 4.15 3.78 3.54 3.37 3.25 3.15 3.08 3.01
30 6.35 4.62 3.95 3.58 3.34 3.18 3.06 2.96 2.89 2.82
40 6.07 4.37 3.71 3.35 3.12 2.85 2.83 2.74 2.66 2.60
50 5.90 4.23 3.58 3.22 2.99 2.82 2.70 2.61 2.53 247
60 5.79 4.14 3.49 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39
80 5.67 4.03 3.39 3.03 2.80 2.64 2.52 2.43 2.35 2.29
100 5.59 3.96 3.33 2.97 2.74 2.38 2.46 2.37 2.29 2.23
150 5.49 3.88 3.23 2.89 2.67 2.51 2.38 2.29 2.21 2.15
200 5.44 3.84 3.21 2.86 2.63 247 2.35 2.25 2.18 2.11
0o 5.30 3.72 3.09 2,74 2.52 2.36 2.24 2.14 2.06 2.00
. ¢ 25 30 40 50 60 80 100 130 200 c>o—I
L
2 199.4 199.5 199.5 199.5 1995 199.5 1995 199.5 199.5 199.5
412000 19.89 1975 19.67 19.61 19.54 19.50 1944 1941 19.32
6 9.45 9.36 9.24 9.17 9.12 9.06 9.03 8.98 8.95 8.88
8 6.48 6.40 6.29 6.22 6.18 6.12 6.09 6.04 6.02 5.95
10 5.15 5.07 4.97  4.90 4.86 4.80 4.77 4.73 4.71 4.64
12 441 4.33 4.23 4.17 4.12 4.07 4.04 3.99 3.97 3.90
14 3.94 3.86 3.76 3.70 3.66 3.60 3.57 3.53 3.50 3.44
16 3.62 3.54 3.44 3.37 3.33 3.28 3.25 3.20 3.18 3.11
18 3.38 3.30 3.20 3.14 3.10 3.04 3.01 2.96 2.94 2.87
20 3.20 3.12 3.02 2.96 2.92 2.86 2.83 2.78 2.76 2.69
25 2.90 2.82 2.72 2.63 2.61 2.55 2.52 247 2.45 2.38
30 2.71 2.63 2.52 2.46 2.42 2.36 2.32 2.28 2.25 2.18
40 2.48 2.40 2.30 2.23 2.18 2.12 2.09 2.04 2.01 1.93
50 2.35 2.27 2.16 2.10 2.05 1.99 1.95 1.90 1.87 1.79
60 2.27 2.19 2.08 2.01 1.96 1.90 1.86 1.81 1.78 1.69
80 2.17 2.08 1.97 1.90 1.85 179 1.75 1.69 1.66 1.56
100 2.11 2.02 1.91 1.84 1.79 1.72 1.68 1.62 1.59 1.49
150 2.03 1.94 1.83 1.76 1.70 1.63 1.59 1.53 1.49 1.37
200 1.99 1.91 1.79 1.71 1.66 1.59 1.54 1.48 1.44 1.31
00 1.88 1.79 1.67 1.59 1.53 1.45 1.40 1.32 1.28 1.00
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absolutné spojitd nahodna veli¢ina. 74
alternativni{

— hypotéza. 184

— rozdaleni, 216

aposteriornf pravdépodobnost, 58
apriorui pravdépodobnost, 38

Bayesova véta. 5&

Benferroniho nerovnost, 29
Bernoulliovo rozdéleni, 216
binomické rozdéleni. 217

bit, 133

bodova limita

— posloupnosti pravdépodobnosti, 51
bodovy odhad. 164

Baorelova g-algebra. 44

borelovské mnoziny, 44
Boxova-AMullerova transformace, 146

centralni limitni véta. 129
centralni moment, 107

charakteristickd funkce ndhodné veliiny, 109

chyba

— druhého druhu, 184

- prvniho druhu, 184

— stfedni kvadratickd. 155

Cebygevova nerovnost, 127

Diracovo rozdéleni, 70, 216
disjunkce, 18

disjunktni jevy. 28
diskrétni

— né&hodné velifina, 73

— nahodny vektor, 116
diskretizace, 82

disperze, 104

distribuéni funkce

— nahodné veli¢iny. 68

-~ nahodného vektoru, 114
— sdruZena, 114

dolni odhad

- charakteristiky rozdéleni, 164
— néhodné veli¢iny, 81
dosazena hladina testu, 188
dosazené vyznamnost. 188

eficience odhadu, 155
elementarni jev, 40
empirické rozdéleni, 162
entropie, 135

— nahodné velifiny
—— diskrétni, 136
—— spojité, 140

- rozdéleni

—— diskrétniho, 136
—— spojitého. 140

— Shannonova, 135
— veli¢iny nahodné

-~ diskrétni, 136
—~ spojité, 140
exponencialni rozdéleni, 221

Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni, 224
funkce

- charakteristicka, ndhodné velic¢iny, 109
— distribu¢ni

—— nédhodné veliéiny, 68

—— nahodného vektoru, 114

-~ sdruzena, 114

— kvantilova, 80

— méfitelnd, 66

— pravdépodobnosti, 73

— pravdépodobnostni, 73

—— néhodného vektoru, 116

—— sdruzena, 116

geometrické rozdéleni, 218

histogram, 162

hladina

— testu, 185

—— dosazena, 188

~ vyznamnosti, 185
hodnota

— kriticka, testu, 184

— stfedni, 98

—— v Laplaceové modelu, 18
— testu, kriticka, 228
hodnoty vychylené, 155
hornf odhad

— charakteristiky rozdéleni, 164
— nédhodné veli¢iny, 81
hustota

— nahodné veli¢iny, 74

— néhodného vektoru, 116

— pravdépodobnosti, 74

—— néhodného vektoru, 116
— sdruzené, 116
hypergeometrické rozdélent, 219
hypotéza

— alternativni, 184

- nulova, 184

indukce statistickd, 148

interval spolehlivosti, 164
intervalova ndhodna veliéina, 78
intervalovy odhad

— charakteristiky rozdéleni, 164
— nahodné veli¢iny, 81

jev, 18, 40

— elementéarn{, 18, 40
— Jisty, 18

— nemoZny, 18

— opacny, 18

— sloZeny, 18

jevové pole, 18

s
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Jevy

- disjunktni, 28

- nesluéitelné, 28

— nezavislé

—— dva, 30

—— kone&né& mnoho, 34

- - nekone¢né mnoho, 34

— po dvou nezévislé, 33

- vzéjemneé se vyludujici, 28
~ zavislé, 30

koeficient

— korelace, 121

—— vybérovy, 205

~ spolehlivosti, 164

kombinace. 22

- bez opakovant, 23

— konvexni

~— ndhodnych velicin, 92

—— pravdépodobnosti, 49

- s opakovanim, 23

komplexni ndhodna veli¢ina, 78
konjunkce, 18

kontingenéni tabulky, 204
konvexn{ kombinace

- néhodnych veli¢in, 92

- pravdépodobnosti, 49
konvoluce, 227

korelagni koeficient, 121
korelace, 121

kovariance, 120

kritérium, 184

kriticka hodnota testu, 184, 228
kritickd oblast, 189

kvalitativni ndhodnéa veli¢ina, 79
kvantil, 80

kvantilova funkce, 80
kvantitativni nahodna veli¢ina, 78

limita posloupnosti pravdépodobnosti{, 51

logaritmickonormaln{ rozdélent, 221

mira pravdépodobnostni, 40
méfitelna funkce, 66
marginalni rozdéleni, 115
matice stochasticka, 58
-median, 80

- vybérovy, 162

metoda

- maximaln{ vérohodnosti
—— pro diskrétni rozdéleni, 172
—— pro spojité rozdéleni, 173
— momentd, 170

— nejmensich étverci, 125
mnoZziny borelovské, 44
moment

— centralni, 107

—— vybérovy, 161

— obecny, 107

—— vybérovy, 161

nédhodna veli¢ina, 65
- absolutné spojita, 74
— diskrétni, 73

— intervalova, 78

- komplexni, 78

— kvalitativni, 79

~ kvantitativni, 78
— nominélni, 79

— normovana, 106
— omezend, 69

— ordinélni, 79

— pofadova, 79

— se smiSenym rozdélenim, 76 |
— smiSena, 76

— spojita, 74

-~ absolutné, 74

— standardizovan4, 106

nahodné veliéiny

~ nekorelované, 121

~ nezavislé, 83, 84

—— nekoneéné mnoho, 84
nihodny vybér, 151

nahodny vektor, 114

— diskrétni, 116

— se smigenym rozdélenim, 117
— smiSeny, 117

~ spojity, 116

negace, 18

nekorelované nahodné veliciny, 121
neparametrické testy, 209
nerovnost

- Benferroniho, 29

~ Cebysevova, 127

nesluéitelné jevy, 28

nezvislé jevy

— dva, 30

— konen& mnoho, 34

— nekoneéné mnoho, 34

nezivislé ndhodné veliiny, 83, 84
— nekoneén& mnoho, 84
nominalni ndhodna velidina, 79
normalni rozdélent, 220

— normované, 220

normovand ndhodna veli¢ina, 106
normované normaélni rozdéleni, 220
nulova hypotéza, 184

obecny moment, 107
oboustranny odhad

— charakteristiky rozdé&lenf, 164
— néhodné veli¢iny, 81
odchylka smérodatna, 106

— vybérova, 160

odhad

— asymptoticky nestranny, 154
- bodovy, 164

- charakteristiky rozdélenf

—— dolni, 164

~— horni, 164

—-— oboustranny symetricky, 164
—— symetricky oboustranny, 164
— eficientni, 155

— intervalovy

—— charakteristiky rozdélenf, 164
—— nahodné veliiny, 81

- konzistentni, 154

— ndhodné veli¢iny

—— dolni, 81

~— horni, 81

—— oboustranny, 81

—— oboustranny symetricky, 81
—— symetricky oboustranny, 81
- nejlepsi nestranny, 154

— nestranny, 154

—-— asymptoticky, 154

—~ nejlepst, 154

— robustni, 155

- vydatny, 155

omezend nadhodné velidina, 69
ordinélni ndhodna veliina, 79

permutace, 23
~ bez opakovani, 23




—- s opakovanim, 24

poradi, 23

- bez opakovani, 23

~ s opakovanim, 24
pofadovd ndhodnd velidina, 79
podminéné pravdépodobnost, 56
Poissonovo rozdéleni, 217
pole

- jeyové, 18

populace, 151

primér

- vybérovy, 156
pravdépodobnost, 40

— aposteriorni, 58

— apriorni, 58

- podminéna, 56
pravdépodobnostn{

- funkee

—— nahodné veli¢iny, 73

—— nsghodného vektoru, 116
—— sdruzena, 116

- mira, 40

— prostor, 40

prostor

— pravdépodobnosti, 49

- pravdépodobnostni, 40

realizace

- nahodné veliciny, 65

- ndhodného vybéru, 151
redundance. 138

robustnost odhadu, 155
rovnomérné rozdéleni

— diskrétni, 216

— spojité, 219

rozdéleni

— alternativni, 216

— Bernoulliovo, 216

— binomické, 217

- Diracovo, 70, 216

— diskrétni, 73

- empirické, 162

— exponencialn{, 221

- F 224

- Fisherovo-Suedecorovo. 224
— geometrické, 218

— hypergeometrické. 219

- X%, 222

- logaritmickonormalni, 221
- marginalni, 115

— nahodné veliéiny, 67

— nahodného vektoru, 114
— normalni, 220

—— normovang, 220

—— vicerozmérné, 122

- Poissonovo, 217

- pravdépodobnosti

—~— nahodné veli¢iny. 67

- nahodného vektoru. 114
~ roviaomérné

~— diskrétni, 216

—— spojité, 219

~ sdruzené, ndhodného vektoru, 114
~ smieng, 76

~ spojité, 74

~ Studentovo, 223

- t,223

rozloZeni

~ pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, 67
rozptyl, 104

— nédhodného vektoru, 120
- vybarovy, 157

!
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rozsah vybéru, 151

sila testu, 186

sdruzena

— hustota pravdépodobnosti, 116
— pravdépodobnostni funkce, 116
senzitivita testu, 186
Shannonuav vzorec, 135
Shannonova entropie, 135
o-algebra, 40

— Borelova, 44

— generovand mnoZinou, 44
silny zakon velkych ¢isel, 156
slaby zakon velkych &isel, 156
smiSend nadhodna veli¢ina, 76
smérodatna odchylka, 106

— vybérova, 160

SmMEs

~ nahodnych veli¢in, 71

— pravdépodobnosti. 54

soucet

— nahodnych veliéin, 92

— o-algeber, 54

souéin

— pravdépodobnosti, 52

— ¢-algeber, 52

soubor

- vybérovy, 151

— zakladni. 151

soustava normalnich rovnic, 125
specificita testu, 186

spojitd nadhodné veli¢ina, 74
spojity nadhodny vektor, 116
stfedn{ hodnota, 98

-~ komplexni ndhodné veli¢iny, 109
- nahodného vektoru, 120

- v Laplaceové modelu, 18
stFedni kvadraticka chyba, 155
standardizovana nahodnéa veli¢ina, 106
statisticka

-~ indukce, 148

- vyznamnost, 186

statistika, 152

-~ testovaci, 184

Stirlingav vzorec, 227
stochastickd matice, 58
Studentovo rozdéleni, 223
symetricky oboustranny odhad
~ charakteristiky rozdéleni, 164
~ nahodné veli¢iny, 81

systém jevi, tUplny, 29

t-rozdéleni, 223

tabulka Getnosti, 162

tabulky kontingenénf, 204

testovaci statistika, 184

testy neparametrické, 209
transformace Boxova-Mullerova, 146

aplny systém jevi, 29

vicerozmérné normalni rozdéleni, 122
vybér

— bez vraceni, 22

—~ neuspotadany, 23
—— uspotadany, 23

— nahodny, 151

- neuspofiadany, 22
—~ bez vraceni, 23
—— s vracenim, 23

— s vracenim, 22

—— neuspofadany, 23
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—— usporadany, 22

— uspofadany, 22

—— bez vraceni, 23

—— s vracenim, 22

vybérova smérodatnd odchylka, 160
vybérovy Cisooe
- centralni moment, 161 G mar
- medidn, 162 e

— obecny moment, 161

— prumér, 156

— rozptyl, 157

— soubor, 151

vyznamnost statistickd, 186
vérohodnost realizace o
— diskrétniho rozdélenf, 171 T
— spojitého rozdéleni, 173

véta

— Bayesova, 38

— centraln{ limitnf, 129

—— Linderbergova-Lévyho, 130
—— Moivreova-Laplaceova, 130
— o uplné pravdépodobnosti, 57
variace, 22

— bez opakovani. 23

— s opakovanim, 22

vektor ndhodny, 114

— diskrétni, 116

— smiSeny, 117

— spojity, 116

veliéina ndhodna, 65

- absolutné spojita, 74

- diskrétni, 73

— intervalova, 78

— komplexni, 78

— kvalitativni, 79

— kvantitativni, 78

- nominalni, 79

— normovana, 106

— omezena, 69

— ordindlni, 79

— potadovi, 79

- se smiSenym rozdélenim, 76
— smiSena, 76 .
- spojita, 74

- standardizovana, 106

— v Laplaceové modelu, 18 . -
velitiny nahodné

— nekorelované, 121

— nezavislé, 83, 84
vychylené hodnoty, 155
vzorec R
— Shannontiv, 135
— Stirlinguv, 227

zékladnf soubor, 151
zékon

— velkych &isel

—— silny, 156

—— slaby, 156
zévislé jevy, 30
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