NP-Uplné a NP-t ézkeé ulohy, Cookeova v éta, heuristiky na
reSeni NP-tézkych uloh, pravd épodobnostni algoritmy

1. Polynomialni redukce uloh

- U, V jsourozhodovaci tlohy

- U seredukuje na ulohu V, jestlize existuje algoritmus (prograro RAM, Turingdiv stroj)
M, ktery pro kazdou instanci | tlohy U zkonstruinetanci I tlohy V tak, ze | je ANO
instance U iff 1 je ANO instance V

- zn&i seU < VneboU <,V, pokud je redudni algoritmus polynomialni

- tranzitivita redukce - pokudU <,VaVv <,WpakU <,W

2. NPC (NP complete) ulohy

- rozhodovaci tloha U je NP aplIn4, jestlize
e Uje ve tide NP
» kazda NP uloha se polynomidlredukuje na U

Tvrzeni: U, V jsou NP ulohy, pro které plati <, V. Pak
 jestlize V je veitidé P, pak také U je veite P
* jestlize U je NP Uplna uloha, pak také V je NP aplftoha

3. NP obtizné ulohy

- jestlize o gkteré Uloze U pouze vime, Ze se na ni polynordiéddukuje gktera NPC
tloha, U je NP obtizna
- jsou alespi tak €Zké jako vSechny NP Ulohy

4. Cookova v éta

- Uloha SAT (splovani formuli v konjunktivnim normalnim tvaru) jePNiplna uloha

- dukaz:

1. Uloha SAT je veifdé NP. Nedetermin. alg. vygeneruje ohodnoceni logibky
promennych. V polynomialnintase lze o¥fit, jestli je formule v daném ohodnoceni
pravdivaci ne.

2. Druhacést dikazu spoiva v popisu prace Turingova stroje formuli vyrokdagiky.



5. Prevody NPC uloh

SAT
3-CNF SAT
Klika grafu Vrcholové barveni
A (3 barevnost)
MNezav. mn. & &W
& Subset sum ILP Rozklad mn.

Vrcholové pokryti
Hamilton. cyklus

TSP

Prevod SAT na 3-CNF SAT

Rozhodovaci tloha: Je dana formagle konjunktivnim normalnim tvaru, kde kazda
klausule ma 3 literaly. Je formutesplnitelna?

Tvrzeni. Dokazuje se zavedenim zavedenim novydhKgch prongnnych. Plati SAT< ; 3-
CNF SAT, tedy 3-CNF SAT je NPC.

Prevod 3-CNF SAT na problém klik

- klika je uplny podgraf

Rozhodovaci tloha: Je dan prosty neorientovany@raf(V,E) bez smiek acislo k.
Existuje v grafu G klika o alesp vrcholech?

Tvrzeni. Dokazuje serps k-partitni neorientovany graf. Plati 3-CNF SAT problem Kilik,
tedy problém klik je NPC.

Prevod problému klik na nezavislé mnoziny

- nezavisla mn.vrcholi nesdili Zadnou spairou hranu

Rozhodovaci tloha: Je dan prosty neorientovany@raf(V,E) bez smiek acislo k.
Existuje v grafu G nezavisla mn. o k vrcholech?

Tvrzeni. Dokazuje sefps opény graf. Plati problem klik , nezavisla mn., tedy nezavisla
mn. je NPC.

Prevod nezavislé mnoziny na vrcholové pokryti

- vrcholové pokryti je minimalni mn. vrchal, se kterymi inciduji vSechny hrany
Rozhodovaci tloha: Je dan prosty neorientovany@raf(V,E) bez smyek acislo k.
Existuje v grafu G vrcholové pokryti o k vrcholech?

Tvrzeni. Pokud N je nezav.mn., pak V minus N jéhotove pokryti. Plati nezavisla m,
vrcholoveé pokryti, tedy vrcholové pokryti je NPC.



Prevod vrcholového pokryti na 3-barevnost

- 3-barevnost— vrcholy grafu jsou obarveny 3 barvami tak, zeé siejné barvy spolu
nesousedi

Rozhodovaci tloha: Je dan prosty neorientovany@raf(V,E) bez smiek acislo k. Lze
graf obarvit pomoci 3 barev?

Prevod na 3-barevnost na ILP

- ILP je lineérni programovani, kde prémnmé jsou celéisla

Rozhodovaci tloha: Je dan prosty neorientovany@raf(V,E) bez smiek acislo k. Lze
graf obarvit pomoci 3 barev?

Dokazuje se soustavou rovnic a nerovnic, kterédiyja3-barevnost. #razenix® =1

znamena4, ze vrchol v méa barbi{ ¢ m 7 . Jedna z rovnic je napX; + X, + X, =1, coz
znamena, Ze vrcholime mit jen jednu barvu.

Prevod na 3-barevnost na rozklad mnoziny

- rozklad mnoziny: je dana kongna mn. X a systém jejich podmn. A je rozklad mn. X,
jestlize jsou splény dw podminky:

1. kazdy prvek x1X lezi v rekteré podmnozia B A, U B =X

2. zadné d¥ rizné podmnoziny z A nemaji spoig/ prvek, tj. jsou po dvou disjunktni.

Tvrzeni: 3-barevnost , problém rozkladu, tedy problem rozkladu je NPC.

Existence hamiltonovského cyklu

Rozhodovaci uloha: Existuje v orientovaném graflia@iltonovsky cyklus (cyklus
prochézejici vSemi vrcholy)?

Tvrzeni: vrcholové pokryti, existence hamiltonovskeho cyklu

6. Heuristiky

- NPC ulohycasto nelze optimatnvyreSit v rozumném (polynomialnitase), ale &kdy
nam stai priblizné reSenj které se tomu optimalnimu blizi (heuristické jalg.

- heuristické alg. pracuji v polynomcase

- uaproximacnich alg.umime zartit jak daleko je nalezen@seni od optimalniho

Tvrzeni: Kdyby existovala konstanta r a polynomialni aityous A, ktery pro kazdou
instanci obchodniho cestujiciho | najde trasu délkyr OPT(l), kde OPT(l) je délka
optimalni trasy instance |, pak P = NP.

Trojuhelnikova nerovnost

- pokud TSP spuje trojuhelnikovou nerovnost ( pro kazdait mésta i, j, k plati d(i, j<
d(i, k) + d(k, j) ), pak existuje polynomialni aldgmonus A, ktery pro | najde trasu délky<D
20PT(I)



- popis algoritmu: mame uplny graf G s vrcholy V ={1, 2, . . . , aJohodnocenim d
1. v grafu G najdeme minimalni kostru

2. kostru (V,K) prohleddme do hloubky z libovolnéheivolu

3. trasa TSP je dana faalim prvni navstvy uzli behem prohledavani grafu

Christofidesiiv algoritmus
- instance TSP splije trojuhelnikovou nerovnost, pak Christ. algotismajde trasu o délce

D< g OPT(l)

- pouziva min. kostru, DFS, vytieni uplného grafu, nejle¥si perfektni parovani,
eulerovsky tah

7. TFida co-NP
- jazyk L pati do #idy co—NP, jestlize jehdoplnék pati do tidy NP

8. Pravd épodobnostni algoritmy

Randomizovany Turing uv stroj RTM

= TS se d¥éma nebovice paskamj kde prvni paska ma stejnou roli jako u deterntickgho
TS, ale druha paska obsahophodnou posloupnost 0 a 1

Trida RP

- jazyk L pati do #idy RP pra¥ tehdy, kdyz existuje RTM M takovy, Ze:

1. jestlize w0 L, stroj M se ve stavusqastavi $ravdépodobnosti0%

2. jestlize WL, stroj M se ve stavu;gastavi s prawgbodobnosti alesmob0%

3. kazdy h M (tj. pro jakykoli obsah druhé pasky) trvd ma&ing polynomialni potet
kroka

- nag. Miller v test prvodiselnostije piiklad algoritmu, ktery sguje vSechnyii podminky
(utvorime-li k nmu odpovidajici RTM) a proto jazyk L, ktery se sid&e vSech sloZzenych
¢isel, pati do #idy RP

Turing Gv stroj typu Monte-Carlo

- RTM sphujici podminky 1 a 2rtdy RP se nazyva TM typu Monte-Carlo
- nemusi pracovat v polynomialnikase

Trida ZPP

- jazyk L pati do t#idy ZPP, pokud existuje RTM M takovy, Ze:

1. Jestlize wiL, M se Usp3re zastavi ve stavu § pravépodobnosti 0

2. Jestlize viIL, stroj M se Usgsre zastavi ve stavy § prav@podobnosti 1
3. Stiredni hodnotapaitu krokii M v jednom Ehu jepolynomialni

- M neudla chybu, ale neni zatan polynomialni p&et kroki, pouze stdni hodnota pitu
krokd je polynomialni
- TS typuLas Vegassphiuje vSechny 3 podminky



9. Tridy PSPACE a NPSPACE
- jazyk L pati do #idy PSPACE (NPSPACE), pokud kdyz existuje deterstiiciy

,,,,,

slozitosti
- plati PUPSPACE

10.Zdroje

[1] Demlova, Marie: Rednasky 5-8 z TAL.
http://nmath.fel d. cvut. cz/ dentova/ t eachi ng/t al



