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Celociselné Linearni Programovani

Celociselné linearni programovani (ILP)

Uloha celogiselného linearniho programovani (LP) je zaddna matici
A € R™" 3 vektory b € R™, ¢ € R". Cilem je najit takovy vektor x € Z",
seplati A-x < bac’ - x je maximalni.

Obvykle se celociselné linedrni programovani zapisuje ve tvaru:
max{cT-x A-x<bxc¢€ Z"}.

o Celd rada praktickych problémi tykajicich se optimalizace mize byt
modelovana a reSena pomoci celoCiselného linearniho programovani
(Integer Linear Programming - ILP).
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ovnani ILP s LP

@ Tato (loha se od Glohy bézného linearniho programovani LP lisi v
tom, ze proménné jsou omezeny na celad Cisla. Pokud nékteré
proménné mohou byt i redlna Cisla, potom se (loha nazyva smisené
celodiselné programovani MIP (Mixed Integer Programming), ale
Castéji se i tomuto pripadu fika ILP.

@ Pokud bychom takovou dlohu fesili pomoci linedrniho programovani s
tim, Ze bychom vysledek zaokrouhlili, nejenom Ze bychom neméli
zaruceno ze vysledné reseni bude optimalni ale ani to, zda bude
pripustné.

@ Zatimco loha LP je feSitelnd v polynomialnim case, Gloha ILP je tzv.
NP-tézka (NP-hard), neboli neni znam algoritmus, ktery by vyfesil
libovolnou instanci této Glohy v polynomialnim case.

@ Protoze prostor feSeni ILP neni konvexni mnoZina, nelze pfimo
aplikovat metody konvexni optimalizace.
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Déleni kofisti

Déleni kofisti (2 partition problem)

@ Instance: Nezaporna cela Cisla n, p1, ..., pn, kde n je pocet bankovek
a pi,---,Pn jsou hodnoty bankovek.
@ Rozhodnuti: Existuje podmnozina S C {1,..., n} takova, ze

Zies pi = Z,’gg pi?

Rozhodovaci problém, jez Ize pomoci ILP zapsat jako omezujici podminku
danou vyse uvedenou rovnici (my ji zapieme trochu jinak, abychom
pozdéji snaze formulovali optimaliza¢ni problém).

min 0
subject to:

DictnXi*xPi=05%3 01 ,pi
parameters: n € ZJ, pic1.n € Zg
variables: Xic1.n € {0,1}

o x;=1iffie$

Toto je jeden z “nejsnazsich”
NP-Gplnych problémd.
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Déleni koristi s relaxaci na nedélitelnost bankovek

Pokud povolime déleni bankovek, pak xjc1.., € (0,1). Prostor feSeni je
konvexni mnozina - problém lze formulovat pomoci LP:

min 0
subject to:
Ylicr.nXi*Pi =05%3 0y ,pi
xi <1 iel.n
parameters: n € Z(J,r, Picl.n € Zsr
variables: Xicl.n € Rf{, Cmax € Rar

e Priklad: p = [100, 50, 50, 50, 20, 20, 10, 10] s relaxaci umoziuje délit
kofist (x =[0,0,0.9,1,1,1,1,1]) na stejné velké poloviny
100 + 50 + 5 = 45 + 50 + 20 4 20 + 10 + 10, ale v pripadé
nedélitelnych bankovek tato instance nema reseni.

@ U nékterych instanci snadno uréime, Ze je nelze rozdélit (napf. soucet
vSech cen podéleny nejvétsim spoleénym délitelem neni sudé Cislo), ale
neni znam algoritmus, ktery by to umél udélat v polynomialnim case

pro vSechny mozné instance problému s nedélitelnymi bankovkami.
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Déleni kofristi - optimalizaéni verze

@ Rozhodovaci problém |ze FeSit optimalizacnim algoritmem tak, Ze
zavedeme prah (zde 0.5% ) ;; ,p;) a ptéme se, zda je nalezena
optimalni hodnota nad-rovna-pod prahem.

@ Navic ziskdme hodnotu, ktera se prahu nejvice blizi pokud
rozhodovaci problém nema feseni.

min Cmax
subject to:
Ziel..nxi * pi < Cmax
> ie1.n(l =) * pi < Cmax
parameters: n € Zg, pic1.n € Zg
variables: Xie1.n € {0,1}, Cmax € RJ

Aplikace: rozvrhovani mnoziny n nepreemptivnich Gloh {Ty, To,..., Ty} s
vypoletnim ¢asem [p1, p2, ..., Pn] Na dvou paralelnich identickych
procesorech a minimalizaci dokonéeni posledni z nich (maximum
Completion time) neboli P2 || Cpax (pfi preempci P2 |pmtn| Cpax)
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Nejkratsi cesta

Nejkratsi cesta v grafu (Shortest Path)

@ Instance: Orientovany graf G, matice vzdélenosti d : V x V — Rf{ a
dva vrcholy 1,n € V.

o Cil: Nalézt nejkratsi z vrcholu 1 do vrcholu n nebo rozhodnout, Ze n
neni dosazitelny z 1.

LP formulace podle fyz. analogie

@ vrchol = kuli¢ka
) max Sn

@ hrana (pro symetrickou subject to:

matici d) = provazek s1=0
@ vrchol 1 je uchycen, ostatni si<sit+dyj i€l.njel.n

5 e : + gy +
vrcholy taZeny gravitaci parameters: n € Zg, djc1.nje1.n € Ry
, , variables: Sic1..n € RY

@ napnuté provazky =

nejkratsi cesta
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Uloha obchodniho cestujiciho

Problém asymetrického obchodniho cestujiciho

(Asymmetric Traveling Salesman Problem)

o Instance: Uplny orientovany graf K, (n > 3), matice vzdalenosti
d:VxV—-Qt.

o Cil: Nalézt nejkratsi uzavienou orientovanou cestu prochazejici vsemi

vrcholy.

min > icln Zjel,,n dij*Xij

subject to:
YictaXij=1 j€l.n vstup jednou
djernXij=1 i€l.n vystup jednou

si+dij—(1—x;j)xM<s; iel.njec2.n nedélitelnost
parameters: M € ZJ, n € Zg , dic1.nje1.n € QT
variables: Xie1.njel.n € {0,1}, Sic1.n € R{J"
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Metody reseni

Mezi nejznaméjsi metody rfeSeni obecné Glohy ILP patfi:

o Vyétové metody (Enumerative Methods)
@ Metoda vétvi a mezi (Branch and Bound)
@ Metody se¢nych nadrovin (Cutting Planes Methods)

Vasek Chvatal. Dnes se po nich jmenuji nékteré metody fesSeni této dlohy:
Gomoryho fezy resp. Chvatal-Gomoryho Fezy.
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Vyctové metody

@ Vypocet je zaloZen na prohledavani oblasti zahrnujici vSechna
pripustna reseni.

@ Vzhledem k celociselnému omezeni proménnych je pocet té€chto reseni
konecny, ale jejich pocet je extrémné vysoky. Proto je tato metoda
vhodna pouze pro malé problémy s omezenym poctem diskrétnich
proménnych.

@ Postup je mozno pouzit na Glohu ILP tak, Ze ke kaZzdé kombinaci
diskrétnich proménnych je vyfeSena Gloha LP, kde jsou diskrétni
proménné povazovany za konstanty.
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Vyctové metody

min —2x1 + x

s.t. 9xq —3x > 11
X1 + 2xp < 10
2x1 — x <7

X1, X2 207 X1, X2 GZE)'—

Z obrazku dole je patrné, ze v tvahu pripadd 10 pripustnych feseni s tim,
ze optimalni FeSeni je x3 = 2, xo = 2 s hodnotou kritéria —2.

A
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Metoda vétvi a mezi

@ Principem této metody je rozklad mnoziny pfipustnych feSeni na
disjunktni podmnoziny.

@ Algoritmus zacind vypoctem Ulohy tak, Ze zanedbavd pozadavek na
celociselnot a (loha je vyreSena klasickymi metodami LP.

@ Pokud jsou vsechny proménné x; celociselné, potom vypocet kondi.
Pokud nejsou, vybere se jedna proménnd x; ¢ Z a jeji hodnota je
prifazena do k.

@ Nasledné se vySetfovana oblast rozdéli na dvé podmnoziny tak, ze v
prvni uvazujeme x; < | k| a v druhé x; > | k] + 1.

@ Vypocet je rekurzivné opakovan pro obé nové vzniklé oblasti, dokud
neni nalezeno pripustné feseni, kde vSechna x; jsou celociselna.
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Metoda vétvi a mezi

@ pomoci vétveni (branching) vytvaFi algoritmus stavovy prostor feseni,
ktery Ize grafové znazornit stromem

@ uzly predstavuji néjakd ¢astecnd resSeni problému
@ listy odpovidaji bud nalezenym celociselnym FeSenim nebo feSenim,

kterd jsou odfiznuta (nepfipustna Feseni a feSeni kterd nevedou k
leps§imu vysledku)

@ jakmile algoritmus nalezne néjaké celoliselné Feseni, miZze byt hodnota
odpovidajici cilové funkce pouzita k profezavani stromu (bounding)

o uzel je odfiznut, pokud cilovd funkce tohoto ¢aste¢ného (i
neceloliselného) feSeni z neni lepsi nez z*, hodnota cilové funkce
nejlepSiho doposud zndmého celodiselného reseni

Algoritmus ILP nejcastéji vyuziva k feSeni LP simplexovou metodu protoze
po pridani nové omezujici podminky neni nutné spoustét simplexovy
algoritmus znova od zacatku ale umoznuje navdzat na predchozi vypocet
LP FeSenim dudlni simplexové metody.
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Metoda vétvi a mezi

funkce z*= ILP(A,b,c,z*)

‘ Res odpovidajici LP program ‘

RETURN ANO Pokud jsou vSechna
(optimalni feseni, z*=z) Xi

Vyber x; a piifad’ ji do k.
Rekurzi fes dva problémy
Prvni s omezenim xj </k|
7z’ =1LP(A’,b’, ¢, )
adruhy s xj>|k| +1
z”=1ILP(A”,b”, c, z).

Pokud existuji dvé ptipustna feseni
vyber to s max. cilovou funkei
z=max(z’, z”).

Pokud existuje

ANO
pripustné feseni

RETURN
(feSeni je horsi nez nejlepsi
dosud znamé )

RETURN
(nepiipustné feleni, z"= -00 )
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Metoda vétvi a

Hanzalek (CVUT FEl

mezi - priklad

max -x,+2x,

"I
P
nTA
[

-

Tieti nalezené
Nepiipustné v celoiselné FeSeni
FeSeni Nemai cenu dale vétvit

protoZe z<z* a FeSeni je celoCiselné.

JelikoZ strom neobsahuje

dal3i pFipustnd FeSeni

FeSeni se z > 7, algoritmus kon¢i.

x=1
X<2

xe 1
X=2

) 3

\n.um celotiselné

Feseni s vyssi hodnotou
cilové funkee

Nepiipustné
FeSeni

Prvni nalezené

ovani (ILP) 2. brezna 2010



Mnozina reseni ILP

T o (@) (¢} (&) (©) @
maxz = 3x; + 4x
s.t. 5x1 +8xx <24
X1,Xo € ZSL
o
o Co je optimalni reseni?
o MuiZzeme pouzit LP k -
reSeni ILP problému?
o
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Zaokrouhleni neni vzdy Gspésné

maxz = 3x3 + 4x w @ e 5) 5) [5) )

o LP feSeni z = 14.4 pro <+ ® ® ® ® ®
x1 =48, =0

@ zaokrouhlenim ziskame “
neproveditelné reseni

X1 = 5, X2 = 0 &
@ odtrzenim necelodiselné

casti ziskame reseni =

z =12 pro

x1=4,x=0 ©

@ optimalni feSeni z = 13
prox; =3,x =1
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Pro¢ celociselné programovani

Vyhody plynouci z omezeni na celociselné proménné

vvvvvv

o realisti¢téjsi (nelze vyrabét 4.3 auta)

vrvs

rozhodnuti (logické vyrazy ...)

@ schopnost formulovat NP-obtizné problémy

Nevyhody
@ obtiznéjsi tvorba modelu

@ zpravidla Ize fesit pouze problémy o priblizné 1000 celociselnych
proménnych
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Specidlni pripady ILP - pf. nejkratsi cesta pomoci tokd

a) Nejkratsi cesta v grafu (Shortest Path)

o Instance: Or. graf G, inciden¢ni matice C: V x E — {-1,0,1},
vektor délek hran / € R{ a dva vrcholy 1,n € V.

o Cil: Nalézt nejkratsi z vrcholu 1 do vrcholu n nebo rozhodnout, Ze n
neni dosazitelny z 1.

LP formulace pomoci

: h min : I; % x;
toku ze zdroje do cile: . Ljer.m i *%
] subject to:
° hr?-Eou-J tece tok o YicrmCuixx =1  zdroj toku
Ve.' ost XJ" , dier.m Caj*xxi =—1 cil toku
® vyjma zdroje a cile jet.mCij*xxp =0 i€2.n—-1
zachovavaji vrcholy pars:  Cici.njer.m € {—1,0,1}, lic1.m € Rar
1.Kirchhoffav zakon vars:  Xjei.m € Rg‘

Vysledné hodnoty x; jsou celociselné(binarni) prestoze jde o LP. Pro¢ ?
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Specidlni pripady ILP

Obecna dloha ILP neni fesitelnd v polynomidlnim ¢ase. Existuji vSak
specidlni pfipady, které Ize Fesit v polynomialnim Case.

Véta - Totalné unimodularni matice

Matice A = [ajj] typu m/n je totalné unimodularni, jestlize

Q a3 € {0,1,-1}
© determinant kazdé Ctvercové podmatice matice A je roven 0; 1 nebo
-1.
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Totalné unimodularni matice

Véta

Ulohu ILP s totalné unimodularni matici A a celoCiselnym vektorem b Ize
resit simplexovym algoritmem a vysledné reseni je celodiselné.

Véta

| N\

Uloha ILP s totalné unimodularni matici A a celociselnym vektorem b je
resitelnd v polynomialnim case.

Véta
Necht A je matice typu m/n takova, ze
Q a;c{0,1,-1},i=1,..,.m j=1,..,n

@ kazdy sloupec matice A obsahuje budto nejvyse jeden nenulovy prvek
nebo pravé dva nenulové prvky, a to +1 a —1,

| 5\

pak je matice A totalné unimodularni.
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Vyjadrovaci schopnosti ILP - pf. investice do nemovitosti

ZvaZzujeme investice do 6 nemovitosti.
Cena a pfijem z najmu u kazdé z nich jsou uvedeny v tabulce.

nemovitost 1 2 314 5 6
cena 5 7 413 4 6
najem 16 |22 |12 (8| 11| 19

Cil:
@ maximalizovat pfijem z najmu
Omezeni:
@ investicni rozpocet je 14 mil K¢
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Vyjadrovaci schopnosti ILP - pr. investice do nemovitosti

ZvaZzujeme investice do 6 nemovitosti.
Cena a pfijem z najmu u kazdé z nich jsou uvedeny v tabulce.

nemovitost 1 2 314 5 6
cena 5 7 413 4 6
najem 16 |22 |12 (8| 11| 19

Cil:

@ maximalizovat pfijem z najmu

Omezeni:

@ investicni rozpocet je 14 mil K¢
Formulace

@ x; = 1 pravé kdyz koupime nemovitost i

max z = 16x1+22x0+12x3+ 8x4+11x5+19x4
s.t. 5x1 4+ Txo 4+ 4x3+ 3xg3 + 4x5 + 6x6< 14
Xic1---6 € {0, l}
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Pridani logickych formuli x; = X3

Dalsi omezent:
o jestlize je dim 1 vybran, potom neni vybran dim 3

X1 | X3 || x1=2X3
0|0 1
0|1 1
10 1
1|1 0
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Pridani logickych formuli x; = X3

Dalsi omezent:
o jestlize je dim 1 vybran, potom neni vybran dim 3

X3
X1 | X3 || X1 = X3
ojof| 1 o
01 1
110 1
1)1 0

2. brezna 2010
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Pridani logickych formuli x; = X3

Dalsi omezent:

o jestlize je dim 1 vybran, potom neni vybran dim 3

X1 | X3 || X1 = X3

0

N =N=!
= =

X3

=

[ R

s.t.

max z = 16x1+22x2+12x3+ 8x4+11x5+19xs

Xic1.-6 € {0,1}

5x1 + Txo + 4x3+ 3x4 + 4x5 + 6x5< 14
x1+ x3 <1
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Pridani logickych formuli x; = x3

Dalsi omezent:
@ jestlize je dim 2 vybran, potom musi byt vybran i dim 1

X1 | X2 || X0 = X1
00 1
01 0
110 1
1|1 1
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Pridani logickych formuli x; = x3

Dalsi omezent:
@ jestlize je dim 2 vybran, potom musi byt vybran i dim 1

X2
X1 | X2 || X0 = X1
00 1
01 0
110 1
1|1 1

O

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Celotiselné linedrni programovani (ILP) 2. brezna 2010



Pridani logickych formuli x; = x3

Dalsi omezent:
@ jestlize je dim 2 vybran, potom musi byt vybran i dim 1

X2

X1 | X2 || X0 = X1

00 1

01 0

1|0 1

1)1 1 ~
max z = 16x1+22x0+12x3+ 8x4+11x5+19x4
s.t. bx1 + Txo + 4x3+ 3x4 + 4x5 + 6x< 14

x2< x1

Xje1-6 € {0,1}
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Pridani logickych formuli x, XOR x;

DalSi omezeni:
@ bud je vybran diim 4 nebo diim 5, ale ne oba

X4 | X5 X4 XOR X5
00 0
0|1 1
110 1
1)1 0
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Pridani logickych formuli x, XOR x;

Dalsi omezent:

@ bud je vybran diim 4 nebo diim 5, ale ne oba

X5
X4 | X5 X4 XOR X5
00 0
0|1 1
110 1
1)1 0
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Pridani logickych formuli x, XOR x;

DalSi omezeni:
@ bud je vybran diim 4 nebo diim 5, ale ne oba

Xa

0

0
1
1
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X5
x4 XOR x5 (©)
0

R o R o
O = =

RN

max z = 16x1+22x0+12x3+ 8x4+11x5+19x4
s.t. bx1 + Txo + 4x3+ 3x4 + 4x5 + 6x< 14
X4 + X5 = 1

Xje1---6 € {0, 1}
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Pridani logickych formuli - domaci kol

Promyslete jak formulovat:
@ musi byt vybran dim 1 a nesmi byt vybran diim 2
@ musi byt vybrany alespon 3 domy
@ musi byt vybrany pravé 3 domy
@ pokud jsou vybrany domy 1 a 2, pak musi byt kvili cesté vybran i
diim 3 - neboli (x; AND x3) = x3
@ nesmi byt vybrany pravé dva domy
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Vyjadrovaci schopnosti ILP - pf. planovani vyroby odévi

Objem prace, mnozstvi materidlu a zisk jsou uvedeny v tabulce.

produkt tricko | kosile | kalhoty | kapacita

objem prace 3 2 6 150

material 4 3 4 160
Gil: zisk 6 4 7

@ maximalizovat zisk

Omezeni:
@ celkova pracovni kapacita je maximalné 150 hodin
@ k dispozici je maximalné 160m latky
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Vyjadrovaci schopnosti ILP - pr. planovani vyroby odévi

Objem prace, mnozstvi materidlu a zisk jsou uvedeny v tabulce.

produkt tricko | kosile | kalhoty | kapacita

objem prace 3 2 6 150

material 4 3 4 160
Gil: zisk 6 4 7

@ maximalizovat zisk

Omezeni:

@ celkova pracovni kapacita je maximalné 150 hodin
@ k dispozici je maximalné 160m latky

Formulace

@ x; pocet vyrobkil produktu i

max Zz = 6xy+4xo+7x3

s.t. 3x1+2x+6x3< 150
4x143x+4x3< 160

Xic1..3 € ZJ
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PFidani vztahu mezi binarni a celociselnou proménnou

Dalsi omezent:

@ zaplatit fixni cenu za pronajem stroje podle typu produktu

produkt tricko | kosile | kalhoty
cena stroje 200 150 100
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PFidani vztahu mezi binarni a celociselnou proménnou

Dalsi omezent:

@ zaplatit fixni cenu za pronajem stroje podle typu produktu

produkt tricko | kosile | kalhoty
cena stroje 200 150 100

Formulace
@ zavedeme binarni proménnou y;, tak aby y; = 1 pravé kdyz je
vypujcen stroj na vyrobu produktu i
@ nové kritérium maxz = 6x3 + 4xo + 7x3 — 200y; — 150y — 100y3

@ provazeme binarni y; s celociselnou x;
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PFidani vztahu mezi binarni a celociselnou proménnou

Stroj i je vypujéen pravé kdyz je vyrabén produkt 7, neboli provazeme
binarni y; s celoCiselnou x; tak, aby platilo

@ y; =0 pravé kdyz x; =0

o y; =1 pravé kdyz x; > 1
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PFidani vztahu mezi binarni a celociselnou proménnou

Stroj i je vypujéen pravé kdyz je vyrabén produkt 7, neboli provazeme
binarni y; s celoCiselnou x; tak, aby platilo

@ y; =0 pravé kdyz x; =0
o y; =1 pravé kdyz x; > 1
Pro obor hodnot x; € (0,100) lze tento vztah zajistit pomoci nerovnic
o x; < 100y; a
® Xj >y ... zde lze vypustit diky kritériu
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Funkce nékolika pripustnych hodnot

Dalsi omezeni:

@ za Gcelem vyuziti pracovni doby je celkovy objem prace 40, 80 nebo
120 hodin

Pozadujeme, aby néjaka funkce proménnych x nabyvala pouze omezeného
poctu hodnot

3x1 + 2x + 6x3 = 40 nebo 80 nebo 120

Lze vyjadfit pomoci mnoziny pomocnych proménnych vic1. 3 € {0,1}
nasledovné:

3x1 + 2x0 + 6x3 = 40vqy 4+ 80wy + 120v3
Z?:l vi=1
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Musi platit alespon jedna ze dvou podminek

- pf. soustava nerovnic

PFi modelovani problémd pomoci ILP se ¢asto dostavame do situace, kdy
je potreba vyjadrit skutecnost, Ze plati jedno omezeni, nebo druhé omezeni
nebo obé zaroveri. Nap¥. pro xjc1..4 € (0,5), xjc1.4 € R

plati  2x1 +x <5
nebo 2xz3 — x5 <2
nebo obé

Tento pfipad Ize modelovat pomoci konstanty M (velkého kladného ¢isla -
big M, zde napfiklad 15) a pomocné proménné y € {0,1}, tak aby byla
“vypnuta” G¢innost jedné z nerovnic

2x1+x0 <5+ M-y
23— x4 <24+ M-(1—y)
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Musi platit alespon jedna ze dvou podminek

pro y = 0 se soustava

n 0
2x1 +x0 <5+ M-y M N
23— <24+ M-(1—y) x,° x,
N N
redukuje na - -
C’0 1 2 3 4 5 °0 1 2 3 4 5
2x1 +x <5 X, X3
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Musi platit alespon jedna ze dvou podminek

pro y = 0 se soustava

n 0
2x1+x0 <5+ M-y N N
23 —x <2+M-(1-y) x,° X, ©
N N
redukuje na = =
°0 1 2 3 4 5 °0 1 2 3 4 5
2x1+x <5 X4 X3
pro y = 1 se soustava 0 0
< <
2x1+x <5+ M-y
23-x <2+ M-(1—y) x° X,
N N
redukuje na - -
o o
01 2 345 01 2 345
2x3 — x4 <2 X4 X3
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Musi platit alespon jedna ze dvou podminek - domaci kol

@ Promyslete jaky prostor feseni je dan soustavou nerovnic:

2x1+x <5+ M-y
2x1—x <24+ M-(1-y)
y €{0,1}

@ Promyslete jaky prostor feseni je dan soustavou nerovnic (vSimnéte si,
Ze rovnice odpovidaji rovnobéznym primkam; mohou pro néjaké xi, x»

obé nerovnice platit naraz):

2x1+x <5+ M-y
2X1+X2210+M-(1—y)
y €{0,1}
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Plati alespon 1 ze 2 podm. - pf. nepreemptivni rozvrhovani

... NP-obtizny problém

o Instance: Mnozina nepreemptivnich tloh 7 = {Ty,..., T;,... T}

vykondvana na jednom procesoru s omezenimi na nejdrivejsi zacatek r
a deadline d kazdé Glohy. Délka tloh je dana vektorem p.

o Cil: Nalézt proveditelny rozvrh dany zacatky vykonavani dloh s tak,
aby celkova doba rozvrhu byla co nejkratsi
(Cmax = maxje(1, ) Si + pi), nebo rozhodnout, Ze neexistuje.

@ procesor - truhlar
T; - vyroba zidle
ri - okamzik, kdy je k dispozici materidl na vyrobu Zidle

d; - okamzik, kdy musi byt zZidle vyrobena

Napriklad:

s; - zacCatek vyroby zidle

e © ¢ ¢ ¢

sj + pj - konec vyroby Zidle
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Rozvrhovani nepreemptivnich Gloh - plati alespon jedna ze

dvou podminek

Jelikoz v danou chvili mlze byt vykondvana maximalné jedna Gloha, tak
pro kazdou neusporddanou dvojici Gloh T;, T; musi platit:

@ bud T; predchazi T; (zapiSeme s; > s; + p;)
@ nebo T; predchazi T; (zapiSeme s; > s; + p))

Povsimnéme si, ze soucasna platnost obou nerovnic je (pro p; > 0)
vyloucena.

Potfebujeme zformulovat, ze plati alespon jedna ze dvou nerovnic.
Zavedeme pomocnou proménnou x;; € {0,1} tak, ze x; = 1 pravé kdyz T;
predchazi T; (matice X je antisymetricka).

Pro kazdou neusporadanou dvojici loh T;, T; zavedeme dvé nerovnice:

si+M- (1 —Xij) > s+ pi nerovnice je “vypnutd” kdyz x;; = 0
si+ M- x; > s+ pj nerovnice je “vypnutd” kdyz x; =1
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Rozvrhovani - reprezentace nekonvexniho prostoru

s;>r i€l.n release date
E,- >si+pi i €1l.n deadline
si+M-(1—-xj)>si+p; i€l.nj<i T;predchazi T;
si+M-xj;>si+pj i€l.nj<i T;predchazi T;
Napfiklad: p; = 2,p; = 3,r; = r; = 0,d; = 9,d; = 10

7

6

Nekonvexni dvojrozmérny prostor je primétem dvou fezl v roviné x =0 a
x = 1 do trojrozmérného polytopu daného soustavou nerovnic.
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Musi platit alespon K z N podminek

V pripadé Ze v ILP modelu uvazujeme ptipad, kdy z mnoziny N podminek
musi platit alespon K podminek ve tvaru:

f(X]_,Xg, . ,Xn) < b1

f(Xl’X27 E aXn) <b

f(x1,x2,...,%n) < by
Lze opét vyjadfit zalozenim N pomocnych proménnych y;c; n € {0,1}

f(X17X27"'7Xn) S bl+ M_yl
f(X17X27"'aXn) < b2+My2

f(X17X27"' 7Xn) S bN + M)/N
Y yi=N-K
Pro K =1 a N = 2 |ze zjednodusit na jedinou proménnou y; a jeji negaci

vyjadfit jako (1 — y;) viz “alespori jedna ze dvou podminek”.
Z. Hanzalek (CVUT FEL)
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Nastroje resici Glohu ILP

@ CPLEX - komer¢ni http://www.ilog.com/products/cplex/

@ MOSEK - komeréni http://www.mosek. com/

@ GLPK - nekomeréni http://www.gnu.org/software/glpk/

@ LP_SOLVE - nekomer¢ni
http://groups.yahoo.com/group/lp_solve/

YALMIP - nastroj uréeny k modelovani ILP problémd v Matlabu
http://control.ee.ethz.ch/~joloef/wiki/pmwiki.php
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Metoda secnych nadrovin

Dal3i skupinou algoritmi jsou metody seénych nadrovin (cutting plane
method). Jsou zaloZeny podobné jako metoda vétvi a mezi na opakovaném
feSeni Glohy LP. Vypocet je provadén iterativné tak, ze v kazdém kroku je
pridana dals$i omezujici podminka zuzujici oblast pfipustnych reseni. Kazda
nova omezujici podminka musi spliiovat tyto vlastnosti:

@ Optimalni FeSeni nalezené pomoci LP se stane nepfipustnym.
@ Zadné celodiselné feseni pripustné v predchozim kroku se nesmi stat
nepripustnym.

Mezi nejzndméjsi metody patfi Dantzigovy fezy (Dantzig cuts), Gomoryho
fezy (Gomory cuts) a Chvatal-Gomoryho fezy.
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Algoritmus

© (Inicializace) Vytes tlohu jako alohu LP pomoci simplexového
algoritmu.

O (Test optimality) Pokud je nalezené feseni celociselné, vypocet konéi.

© (Redukce) Do simplexové tabulky pfidej nové omezeni (Gomoryho
fez). Preoptimalizuj tlohu pomoci dudlniho LP a jdi na krok 2.

min x1 + 2x

s.t. —3x1+4x <6
4x1 + 3xp <12
x1, %0 > 0,x1,x%0 € Z
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Linedrni programovani - Shrnuti

o Uloha je NP-obtizna.
@ Lze ji pouzit pro modelovani vétsiny kombinatorickych problémd.

@ Nejcastéji je FeSena metodou vétvi a mezi.
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