07. Metoda větví a mezí. Algoritmy pro celočíselné lineární programování. Formulace optimalizačních a rozhodovacích problémů pomocí celočíselného lineárního programování. Toky a řezy. Multi-komoditní toky.

Celočíselné programování - ILP

Úloha celočíselného lineárního programování (LP) je zadána maticí A ∈ Rm×n a vektory b ∈ Rm, c ∈ Rn. Cílem je najít takový vektor x ∈ Zn, že platí A · x ≤ b a 
cT · x je maximální.
Obvykle se celočíselné lineární programování zapisuje ve tvaru: 
max { cT · x : A · x ≤ b, x ∈ Zn }

Pokud bychom takovou úlohu řešili pomocí lineárního programování s tím, že bychom výsledek zaokrouhlili, nejenom že bychom neměli zaručeno že výsledné řešení bude optimální ale ani to, zda bude přípustné. 

Zatímco úloha LP je řešitelná v polynomiálním čase, úloha ILP je tzv. NP-těžká (NP-hard), neboli není znám algoritmus, který by vyřešil libovolnou instanci této úlohy v polynomiálním čase. Protože prostor řešení ILP není konvexní množina, nelze přímo aplikovat metody konvexní optimalizace.
Formulace problémů ILP
Dělení kořisti (2 partition problem)
Rozhodovací problém: Nezáporná celá čísla n, p1, . . . , pn, kde n je počet bankovek a p1, . . . , pn jsou hodnoty bankovek. Existuje podmnožina S ⊆ {1, . . . , n} taková, že
(i∈S pi = (i(S pi ?
[image: image1.png]Nejkratsi cesta v grafu (Shortest Path)

@ Instance: Orientovany graf G, matice vzdélenosti d : V x V — Rar a
dva vrcholy 1,n € V.

@ Cil: Nalézt nejkratsi z vrcholu 1 do vrcholu n nebo rozhodnout, ze n
neni dosazitelny z 1.

LP formulace podle fyz. analogie

@ vrchol = kulicka

max Sn
@ hrana (pro symetrickou subject to:
matici d) = provazek 5 =0
@ vrchol 1 je uchycen, ostatni s<s+d; i€l.njel.n
vrcholy tazeny gravitaci parameters: n € Z§, dic1 nje1.n € RY
variables: Sic1.n € ]R‘J,r

@ napnuté provazky =
nejkratsi cesta




Rozhodovací problém lze řešit optimalizačním algoritmem tak, že zavedeme práh (zde 0,5 ∗(i∈1..n pi ) a ptáme se, zda je nalezená optimální hodnota nad-rovna-pod prahem. Navíc získáme hodnotu, která se prahu nejvíce blíží pokud rozhodovací problém nemá řešení. 
[image: image7.png]min Cmax
subject to:
Dict.nXi* pi < Cmax
Pier.n(l =) # pi < Cmax
parameters: n < Z0+A pict.n € Zar
variables: Xje1.n € {0,1}, Cmax € ]Rar





[image: image2.png]Problém asymetrického obchodniho cestujiciho
(Asymmetric Traveling Salesman Problem)

o Instance: UpIny orientovany graf K, (n > 3), matice vzdalenosti
d:VxV—Qt.

@ Cil: Nalézt nejkratsi uzavfenou orientovanou cestu prochazejici véemi

vrcholy.

min Eiel..n Ejgl__" di,j *Xij

subject to:
YieraXij=1 j€Ll.n vstup jednou
Ejgl__nxiJ' =1 jel.n vystup jednou

si+dij—(1—x,;)*M<s; iel.nje2.n nedélitelnost
parameters: M € Z0+, ne Zoﬂ dic1..nje1.n € Qt
variables: Xiet.njet.n € {0.1}, Sie1.n € ]Rar





Speciální případy ILP
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@ Instance: Or. graf G, inciden¢ni matice C : V x E — {-1,0,1},
vektor délek hran / € Kar adva vrcholy 1,n € V.

@ Cil: Nalézt nejkratsi z vrcholu 1 do vrcholu n nebo rozhodnout, ze n

neni dosazitelny z 1.

LP formulace pomoci min > I
toku ze zdroje do cile: ) Jjer.md =
. subject to:
° hrénou! tece tok o SiermCj*x =1  zdroj toku
Ve!'kOSt' XiA ) Yictm Cnjxx = -1 cil toku
@ vyjma zdroje a cile Zjel..m Gj+x =0 i€2.n—-1
zachovdvaji vrcholy pars: Cietnjer.m € {=1,0,1}, lie1.m € R§
1.Kirchhoffiiv zékon vars: Xje1.m € Ry

Vysledné hodnoty x; jsou celodiselné(binarni) prestoze jde o LP. Pro¢ ?




Odpověď souvisí s tím, co to je totálně unimodulární matice. Pro T.U. matici platí, že každý její prvek aij ∈ {0, 1,−1} a zároveň determinant každé čtvercové podmatice matice A je roven 0; 1 nebo

-1. Úlohu ILP s totálně unimodulární maticí A a celočíselným vektorem b lze řešit simplexovým algoritmem (LP) v polynomiálním čase a výsledné řešení je celočíselné.

Logické formule v ILP

· Negativní Implikace x1( !x2:
x1+x2 ≤ 1

· Implkace x1( x2: x1≤x2

· Buď, anebo x1 XOR x2: x1+x2=1

Alespoň 1 ze 2 podmínek

· Modeluje se pomocí konstanty „big M“, která je dostatečně velká vzhledem k použitým koeficientům a přípustným hodnotám proměnných. Zavede se ještě pomocná binární proměnná, která vypíná/zapíná danou podmínku pomocí konstanty M): 

2x+3y<5+M.z
2a-b<2+M.(1-z)

Zde je proměnná z vypíná nebo zapíná jednu nebo druhou podmínku (platí-li obě, je nastavení z libovolné).
Metoda větví a mezí
Rozkládá množinu přípustných řešení na disjunktní podmnožiny. Algoritmus řeší úlohu pomocí klasického LP. Pokud je řešení (všechny hledané proměnné )celočíselné, výpočet končí. V opačném případě se vezme jedna z neceločíselných proměnných, zaokrouhlí se dolů a vyšetřovaná oblast se podle ně rozdělí na dvě poloviny, kde xi ≤ ⌊k⌋ a xi ≥ ⌊k⌋ + 1. Výpočet je rekurzivně opakován pro obě nově vzniklé podoblasti, dokud není nalezeno přípustné řešení.  Jakmile algoritmus nalezne nějaké přípustné řešení, využívá hodnotu cílové funkce k prořezávání. Algoritmus využívá k řešení LP nejčastěji simplexovou metodu, jelikož po přídání nové omezující podmínky (prý) není nutné spouštět simplexový algoritmus znovu, ale lze navázat na předchozí výpočet s řešením duální simplexové metody. Neptejte se mě jak.
[image: image4.png].

Res odpovidajici LP program

Vyber x; a piifad ji do k.
Rekurzi fe$ dva problémy
Prvni s omezenim xj k]
2=ILPA'D, ¢, 2)
adruhy sxiz[k| +1

2" =ILP(A",b", c, 2).

Pokud existuji dvé pripustnd feSen
vyber to s max. cilovou funkei
Z=max(z’, 2").

RETURN %O Pokud jsou viechna
(optimilni

eni, 2'=2) /)

Pokud existuje
pipustné feseni

ANO

RETURN
(Fesen je horsi nez nejlepsi | — RETURN
\_ dosudznime) (nepfipusiné resen, z





Ukázkové řešení úlohy na další stránce…
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Fefeni  Nemi cenu dile vi
protoze z<z"a FeSeni je celoiselné.
Jeliko: strom neobsahuje
dali pripustn feen

NepFipustné
Feseni




Řezy – „metoda sečných nadrovin“
Další skupinou algoritmů jsou metody sečných nadrovin (cutting plane method). Jsou založeny podobně jako metoda větví a mezí na opakovaném řešení úlohy LP. Výpočet je prováděn iterativně tak, že v každém kroku je přidána další omezující podmínka zužující oblast přípustných řešení. Každá nová omezující podmínka musí splňovat tyto vlastnosti: 

· Optimální řešení nalezené pomocí LP se stane nepřípustným. 

· Žádné celočíselné řešení přípustné v předchozím kroku se nesmí stát nepřípustným. Mezi nejznámější metody patří Dantzigovy řezy (Dantzig cuts), Gomoryho řezy (Gomory cuts) a Chvátal-Gomoryho řezy.
[image: image6.png]Algoritmus
@ (Inicializace) Vyfes tlohu jako Glohu LP pomoci simplexového
algoritmu.
@ (Test optimality) Pokud je nalezené feseni celoCiselné, vypocet konci.

© (Redukce) Do simplexové tabulky pridej nové omezeni (Gomoryho
fez). Preoptimalizuj Glohu pomoci dudlniho LP a jdi na krok 2.

min x1 + 2x2

s.t. =3x1+4x2 <6
4x1 +3x0 < 12
X1,X > 0,x1,x0 € Z





