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Jako sit byva oznadovana pétice (G, /, u,s,t) kde G je orientovany graf s
hranami o hornim omezeni u : E(G) — RJ a dolnim omezeni
I: E(G) — R§ a dvéma vrcholy s (zdroj) a t (spotiebic).

Tok

Tok v siti G je takové ohodnoceni hran f : E(G) — R{, kde pro kazdy
vrchol v € V(G) \ {s, t} plati Kirchhofiiv zdkon

Decs-(v) fe = Deest(v) fe-

Pripustny tok

Pro pfipustny tok plati fo € (le, ue).
Pripustny tok nemusi existovat, pokud /. > 0.
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Problém maximalniho toku

Maximalni tok

Je dana usp. pétice (G, /, u,s,t). Ukolem je najit takovy p¥ipustny tok f
od zdroje ke spotfebidi, ze Ze€5+(s) fo— Zeéé*(s) fe je maximalni (tj.
chceme transportovat co nejvice jednotek z s do t.).

5% (s) je mnozina hran opousté&jicich s
0~ (s) je mnozina hran vstupujicich do s (ty ¢asto neuvazujeme).

Priklad - dopravni Gloha: Maximalni mnozstvi produktu ma byt
dopraveno z s do t. Problém je popsan siti (grafem) kde hrany grafu
odpovidaji dopravnim linkdm (Gsekdm potrubi, silnic, zeleznic, atd.) s
prislusnym hornim a dolnim omezenim. Tok v hrané je ustdleny a beze
ztrat.
Reprezentujeme omezeni:

@ linka prepravi maximalné 10 jednotek

@ linka prepravi minimalné 3 jednotky

@ linka prepravi pravé 20 jednotek
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P¥. - Rozvrhovani na paralelnich procesorech s preempci

Mame n Gkol(, které je potfeba pfiradit na m paralelnich identickych
stroju (procesoril). Kazda tloha ma svoji dobu trvani p;, termin
dostupnosti r; a terminy dokonceni d;. Pfi pfifazovani Gkolil na
procesory je povoleno koly pFerusovat.
Priklad pro 3 paralelni identické procesory:

tkol Tl T2 T3 T4

pj 15 125 21 36

r 3 1 3 5

d; 5 4 7 9

Vsechny ukoly priradit na procesory tak, aby kazdy stroj vykonaval v
dany Casovy okamzik maximalné jednu Glohu a aby kazda Gloha byla v
dany Casovy okamzik provadéna maximalné na jednom procesoru.

Formulujeme jako problém maximalniho toku.
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P¥. - Rozvrhovani na paralelnich procesorech s preempci

pro 3 paralelni identické procesory

kol |1 2 3 4
pi |15 125 21 36
|3 1 3 5
g |5 4 7 9

Vrcholy T172, T373, T4’4, T576 a T778
odpovidaji ¢asovym intervaldm uvnitf
kterych mize byt vykondna jedna
podmnozina dloh (intervaly jsou dény
hodnotami r a d).

Napriklad T;o odpovidd intervalu
(1,3), T33 intervalu (3,4).
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Formulace pomoci linedrniho programovani

fo € R je proménna udavajici tok hranou e € E(G).

Max Y ecst(s) fe — 2ecs(s) fe

s.t. 26667(‘/) fe = Ze€5+(v) fe v E V(G) \ {5, t}
le < fe < ue GGE(G)

Vsimnéme si, ze pro libovolnou mnozinu A obsahujici zdoj s a neobsahujici
spotrebic t plati:

Zeéé*(s) fe — ZeecS*(s) fo = ZeéW*(A) fe — ZeEW*(A) fe.

Du: jednoduse dokazte z platnosti Kirchhofova zakona.
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Ford-Fulkersonliv Algoritmus

Za prikopniky v oblasti tokl v sitich jsou povazovani L. R. Ford, Jr. a D.
R. Fulkerson (na obrazku). Jejich jména nese nezndméjsi algoritmus na
vypocet maximalniho toku v siti, ktery publikovali v roce 1956.
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Ford-Fulkersonlv Algoritmus

Princip: Algoritmus je zalozen na postupném zvétSovani (zlepSovani)
toku pri zachovani jeho pripustnosti.

Hrany vpred a vzad

Hranu nazveme hranou vpred, je-li orientovana ve sméru prichodu cestou
od zdroje ke spotrebici. Hrana vzad je orientovana proti sméru prichodu.

v
Zlepsujici cesta

Zlepsujici cesta vzhledem k toku f je takova neorientovana cesta ze
zdroje s ke spotrebici t, jejiz kazda hrana spliuje:

@ je-li e hranou vpred, pak fo < ue ... tok mlizeme zvétsit

@ je-li e hranou vzad, pak fo > [, ... tok mizeme zmensit

Kapacita zlepsujici cesty
Kapacita zlepsujici cesty je maximalni hodnota ~y, o kterou lze zménit tok
na zlepsujici ceste.

v
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Ford-Fulkersonliv Algoritmus

Vstup: Sit (G, /,u,s, t)
Vystup: Maximalni pfipustny tok f z s do t.
© Najdi pfipustny tok f. pro vSechny e € E(G)
© Najdi zlepsujici cestu P. Pokud neexistuje, ukonci hledani.

© Spoditej vy, kapacitu zlepsujici cesty P. Zlepsi tok z s do t a jdi na 2.

Na hranach vpred zvysime tok o v a na hranach vzad snizime tok o ~y -
pripustnost toku i Kirchhofilv zakon tim zistaly zachovany, ale celkova
velikost toku stoupla o 7.

Tuto cestu jiz nelze pouZit, jelikoZ v jedné hrané byl tok zméné “nadoraz”.

Tok z s do t je maximalni pravé tehdy, kdyz neexistuje zlepsujici cesta.
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Hledani zlepsujici cesty (znackovaci prodcedura) pro

Ford-Fulkersonliv Algoritmus

Vstup: Sit (G, /, u, s, t), pfipustny tok f
Vystup: Zlepsujici cesta P

Q@ m, = FALSE Vv € V(G), mg = TRUE (oznackuj vrchol s)

@ Existuje-li e € E(g) (pficemz v; je polatecni a v; je koncovy vrchol
hrany e) takovd, Ze plati m; = TRUE, m; = FALSE a f. < ue, pak
oznackujeme m; = TRUE.

@ Existuje-li e € E(g) (pficemz v; je pocatecni a v; je koncovy vrchol
hrany e) takovd, ze plati m; = FALSE, m; = TRUE a fo > e, pak
oznackujeme m; = TRUE.

@ Pokud byl oznackovén t, hledani konéi (P byla nalezena). Pokud nelze

oznaci dalsi vrchol, P neexistuje. V ostatnich pripadech pokracuj body
2a3.
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Ford-Fulkersonliv Algoritmus

Priklad s nulovym dolnim omezenim toku

znaceni hran: fg, ue
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Ford-Fulkersonliv Algoritmus

Priklad s nulovym dolnim omezenim toku

znaceni hran: fg, ue

¢erné hrany propojuji vrcholy z mnoziny A={s, u, v} (mnozina A
charakterizuje fez s minimalni kapacitou)
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Ford-Fulkersonliv Algoritmus

Priklad s nenulovym dolnim omezenim toku

Tento priklad zaroven ukazuje, Ze znackovani proti sméru hran nelze v
algoritmu vynechat. Jinak by v tomto pfipadé z vychoziho toku (vlevo)
nebylo mozné dosdhnout maximalniho toku (vpravo).

Znaceni hran: I, fe, ue.

Vysledny tok je maximalni -
Kapacita zlepsSujici cesty je rovna 2.

naleznéte fez o minimalni kapacité.
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Problém minimalniho rezu

Je-li A C V(G), pak fez uréeny mnozinou A je mnozina hran, jejiz jeden

vrchol leZi v A a druhy nikoli. Minimalni Fez je fez s minimalni kapacitou
C(A) = YXecw+(a) Ue — Decw—(a) le, ktery oddéluje s a t.

Ford-Fulkersonova véta [1956]

Maximalni hodnota toku z s do t v libovolné siti je rovna kapacité
minimalniho fezu. Vyplyva z LP duality.

Po zastaveni algoritmu je Fez tvoren hranami, které nedovoluji dalsi
znacCkovani. Neboli tyto hrany spliuji:
fe=u.Vec WT(A) a f.=I.Veec W (A).

To znamen3, ze velikost toku je rovna:
Ze€W+(A) fe — ZeeW—(A) fe = ZeeW+(A) Ue — ZeeW—(A) le.-
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Celoéiselnost

Integral Flow Theorem (Danzing and Fulkerson [1956])
Pokud jsou kapacity sité celoCiselné, potom existuje celociselny
maximalni tok.

Vyplyva z totdlni unimodularity incidenéni matice orientovaného grafu G.

4. dubna 2010 15 / 37
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Ford-Fulkersoniiv Algoritmus - Casova sloZitost

Pokud hledame zlepsujici cestu nevhodnym zptisobem, mize se tok
zvysovat jen po jednotkovych krocich. Pro necelociselnd omezeni toku a
neceloCiselny tok se algoritmus nemusi viibec zastavit.

Edmonds a Karp [1972])

Pokud vzdy vybirdme zlepSujici cesty s nejmensim poctem hran, je
Casova narocnost algoritmu O (m2 . n).

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Toky v sitich 4. dubna 2010 16 / 37



Dalsi priklady formulované jako problém maximalniho toku

Flow 1 - dynamicky tok
Flow 2 - vybér reprezentantil - existence spodniho omezeni
Flow 3 - zaokrouhlovani v tabulce - existence spodniho omezeni
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Rozhodovaci problém pripustného toku v siti

Podproblém lohy maximalniho toku.

Pripustny tok v siti

o Instance: Usporadani trojice (G, u, b) kde G je orientovany graf s
hranami o hornim omezeni u : E(G) — RJ a déle s:
o ohodnocenim (zdroju/spot¥ebi€u) vrchold b : V(G) — R kde
ZvEV(G) b, = 0.
o Cil: Rozhodnout, zda existuje pfipustny tok f tak, aby platilo
Ze€5+(v) fo— 2665,(\/) fe = b, pro véechny v € G(V).
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Priklad - dopravni Gloha

Jeden produkt s danymi dodavateli uréitého mnozstvi (dodavatel
reprezentovan vrcholem s b, > 0) a odbérateli urlitého mnozstvi
(odbératel reprezentovan vrcholem s b, < 0). Ukolem je rozhodnout, zda
Ize prepravit vSechen produkt od dodavatelt k odbératelim v transportni
siti s hornim omezenim linek u. Problém je popsan siti (grafem) kde hrany
grafu odpovidaji Gsekiim potrubi, silnic, zeleznic, atd. s pFislusnou
kapacitou.

Ukolem je rozhodnout, zda lze prepravit vSechen
produkt od dodavateli A k odbératelim B v
transportni siti s kapacitami linek v.

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Toky v sitich 4. dubna 2010 19 / 37



Rozhodovaci problém pripustného toku v siti

Tento rozhodovaci problém prevedeme na problém maximalniho toku s
nulovym dolnim omezenim:

© zalozime zdroj s a pfiddme hrany (s, v) s hornim omezenim u, = b,
pro vSechny vrcholy, pro které plati b, > 0

Q zalozime spotfebi¢ t a pfiddme hrany (v, t) s hornim omezenim
u, = —b, pro vSechny vrcholy, pro které plati b, < 0

© vyresime problém maximalniho toku s nulovym dolnim omezenim
(jako pocatecni pFipustny tok vezmeme nulovy tok)

© pokud maximalni tok saturuje vsechny hrany vychazejici z s
a/nebo vstupujici do t, potom ma problém pFipustného toku v siti
kladnou odpovéd.
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Nalezeni pocatecniho pripustného toku

pro Ford-Fulkersonlv Algoritmus

Pro pfipad kdy Ve € E(G); le = 0 - trividlni - Ize vzit nulovy tok, jelikoz
ten splriuje Kirchhofiiv zakon.

Pro pfipad kdy Je € E(G); le > 0 prevedeme hledani pfipustného toku na
rozhodovaci problém pfipustného toku v siti nasledujicim postupem:

© Problém maximdlniho toku (s nenulovym dolnim omezenim)
prevedeme na cirkulaci pfidanim hrany z t do s o nekone¢ném
hornim omezeni, tim plati Kirchhofiiv zakon pro vsechny vrcholy v siti
(v€etné s a t).

© Hledana pripustna cirkulace s dolnim a hornim omezenim toku musi
vyhovét nasledujicim omezenim:

Zeeé+(v) fe — Zeea—(v) fe=0 ve V(G)
le < fe < ue e € E(G)
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Nalezeni pocatecniho pripustného toku

pro Ford-Fulkersonlv Algoritmus

© Substituci fo = f + l. obdrZime transformovany problém:

Decst(v) fe = Lees—(v) fo = by veV(G)
0<f<ue—Ie e€ E(G)
kde by = Yecs vy le — Secst (v v e V(G)

@ Toto je rozhodovaci problém pripustného toku v siti jelikoz
>_vev(c) bv = 0 (povsimnéte si, Ze I se nachdzi dvakrét v tomto
souctu, jednou s kladnym a jednou se zdpornym znaménkem).

© VyreSenim tohoto rozhodovaciho problému (t.j. pfiddnim s, t’ a
testem nasycenosti hran) zjistime pocateéni pfipustnou cirkulaci/tok
nebo rozhodneme, Ze neexistuje.

Zavér: problém nalezeni poéatecniho pfipustného toku (s nenulovym
dolnim omezenim) jsme prevedli na problém maximalniho toku s
nulovym dolnim omezenim.
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Problém nejlevnéjsiho toku v siti

Rozsiteni Glohy maximalniho toku o ceny hran a exaktni rozdil vstupniho a
vystupniho toku ve zdrojich/spottebicich.

Nejlevnéjsi tok v siti

@ Instance: Usporadand pétice (G, /,u, c,b) kde G je orientovany graf
s hranami o hornim omezeni v : E(G) — R a dolnim omezeni
I: E(G) — Ry adales:

e cenami hran c: E(G) — R
@ ohodnocenim (zdrojii/spotfebici) vrcholli b : V(G) — R kde
ZveV(G) b, = 0.

o Cil: Nalézt pripustny tok f jehoz cena ZeeE(G) fe - Ce je minimalni
(tj. chceme dopravit tok mezi uzly co nejlevnéji) a zéroven plati
Ze€5+(v) fo— 2665,(\/) fe = b, pro véechny v € G(V).

Nebo rozhodnout, ze pripustny tok neexistuje.
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Nejlevnéjsi tok v siti - formulace LP

Proménna f, € Rsr reprezentuje tok hranou e € E(G).

min}_.cg g cle) - fe

s.t. ZeE(S*(v) fe — ZeG&f(V) fe = bv vV € V(G)
le <fe <ue eEE(G)

Maximalni tok Ize prevést na nejlevnéjsi tok:

@ zaloz navratovou hranu z t do s s hornim omezenim oo a cenou -1
@ ostatni hrany maji ceny rovny 0
@ b, = 0 pro vSechny vrcholy véetné s a t

@ cirkulace s nejmensi (zdpornou) cenou maximalizuje tok v ndvratové
hrané
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Parovani - zakladni pojmy a problémy

Parovani v grafu G je takova mnozina hran P C E(G), ze zadné dvé
hrany z mnoziny P nemaji spole¢ny vrchol.

Pokud vSechny vrcholy G jsou incidentni s nékterou hranou P, potom P
nazyvame perfektnim parovanim.

Problémy:

a) V daném grafu najit maximalni parovani (anglicky (Maximum)
Cardinality Matching Problem), tj. parovani které ma nejvétsi pocet hran.
b) Maximalni parovani v bipartitnim grafu (spec. pfipad dlohy a).
c) V ohodnoceném grafu najit nejlevnéjsi maximalni parovani, tj.

nejlevnéjSi parovani ze vsech, kterd jsou maximalni.

d) V aplném ohodnoceném bipartitnim grafu, jehoz strany maji stejné
pocty vrcholl, najit nejlevnéjsi perfektni parovani. Tento problém se
¢asto nazyva pfifazovaci aloha a je specidlnim pfipadem dlohy c) a
specidlnim pfipadem alohy nejlevnéjSiho toku.

Tyto problémy jsou polynomidlni. My ukdzeme algoritmy pro bipartitni
grafy, které patfi k jednodussim.
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Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Lze Fesit napfiklad pomoci tlohy Maximalniho toku:

)

)
)
)
)

zalozime zdroj s a pfiddme hrany (s, i) pro vSechny i € X
zalozime spotrebi¢ t a pfiddme hrany (j, t) pro vSechny j € Y
orientaci hran zavedeme zsdo X,z X doYaz Y dot
horni omezeni vSech hran jsou 1 a dolni omezeni jsou 0

vyresime problém maximalniho toku z s do t a tim najdeme
maximalni parovani
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Priklad - Prirazovaci tloha

Mame n pracovnikil a n dkoll. Pro kazdou dvojici pracovnik-ukol zname
naklady na vykonani Glohy timto pracovnikem.

Kazdému pracovnikovi priradit jeden (kol tak, aby celkové naklady byly
minimalni.

znaceni hran: u,
naklady na vykonani Gloh
1,2,3 pracovniky A,B,C

|A B C
116 2 4
213 1 3
3[5 3 4

Vyfresime bud jako problém nejlevnéjsiho toku v siti (viz. obrazek) nebo
formulujeme jako problém pfFifazovaci ulohy.
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Prifazovaci Gloha - Nejlevnéjsi perfektni parovani v Gplném

bipartitnim grafu, jehoz strany maji stejné pocty vrchold

Popis:
@ G - Uplny neorientovany bipartitni graf se stranami X, Y takovy, Ze
X|=¥|=n.
@ Ceny hran uspordddme do matice, jejiz prvek c;; € RBL je cenou hrany
(i,j))e X xY.

Zakladni myslenka Madarského algoritmu:
@ Libovolné ohodnoceni vrcholi redlnymi &isly p(v) pro v € V(G)
definuje transformované ceny predpisem: c{j =Cj— p; — p}'.
@ Touto transformaci se pro kazdé perfektni parovani zméni cena o
tutéz hodnotu (kazdy vrchol se G¢astni pravé jednou) a diky tomu je
to nejlevnéjsi stale dano totoznym vybérem hran.
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Prifazovaci tloha - Madarsky algoritmus

Ohodnoceni vrcholi p nazveme pFipustnym ohodnocenim, jsou-li
vSechny transformované ceny nezaporné, tj. c{j > 0.

Je-li p pfipustnym ohodnocenim, pak grafem rovnosti GP nazveme faktor
grafu G, ktery obsahuje pravé ty hrany, jejichZ cena je nulova.

Jestlize graf rovnosti GP obsahuje perfektni parovani P, pak P je
optimalnim resenim prirazovaci tlohy

Parovani P ma v grafu rovnosti GP nulovou cenu. zadné jiné parovani
nem(ze byt levnéjsi, protoze jde o pfipustné ohodnoceni, kde c{j > 0.
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Madarsky algoritmus

Vstup: Uplny neorientovany bipartitni graf G a vahy ¢ : E(G) — Ry.
Vystup: Perfektni parovani P C E(G) jehoZ cena Z(iJ)GP cjj je minimalni.
@ Pro vechna i € X spocitej p¥ := minjcy {cjj}
a pro véechna j € Y spocitej pj-’ = minjex {cj — pi}

© Sestroj gr. rovnosti GP; E(GP) = {(i,j) € E(G)cij—pf— p}' = 0}
© Nalezni maximalni parovani P v grafu GP.
Je-li toto parovani perfektni, vypocet kondi.
© Neni-li P perfektni, nalezni mnozinu A C X a k ni v GP incidentni
mnozinu B C Y takovou, Ze |A| > |B|. Spoditej
d = minjcajev\s | Cij — PF — P}
a zmén pripustné ohodnoceni vrcholl takto:
p; = py + d pro vSechna i € A
p}/ = pj-/ — d pro véechna j € B
Pokracuj krokem 2.

Casova naroc¢nost al M

goritmu je O(n
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Madarsky algoritmus - priklad

Matice cen (pozor nejde o adjugovanou ani incidenéni matici):

5 3 7 4 5 4
10 11 10 7 8 3
18 7 6 6 6 2

6 12 2 1 9 8

8 4 4 4 1 1

4 8 1 3 7 4

O Nejdrive odecteme fadkova minima od jednotlivych fadkad - ziskdme
ohodnoceni vrchold strany X.
Ve vzniklé matici odeCteme od kazdého sloupce sloupcové minimum -
ziskdme ohodnoceni vrcholil strany Y.
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Madarsky algoritmus - priklad

© Vytvorime matici transformovanych cen, ke kazdému radku si
poznamename hodnotu p¥ a ke kazdému sloupci hodnotu pj-’.
Sestrojime graf rovnosti a v ném nalezneme maximalni parovéni
(hrany zvyraznény tucné).

©Q Jelikoz vysledné parovani neni perfektni, tak znackovanim z volného
vrcholu nalezneme mnoziny A (modfe) a B (zelené). Z modrych
prvk(i matice cen nalezneme minimum d = 4.

A
0 o 4 1 2 1] 3 Oig
5 8 7 4 5 0] 3 A
14 5 4 4 4 0| 2
3 11 1 0 8 7|1
5 3 3 3 0 0|1
1 7 0 2 6 3|1 B
p/| 2 0 0 0 0 0
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Madarsky algoritmus - priklad

pi
@ Hodnoty p¥ snizime o d, 0 0 4 1 2 5] 3
hodnoty pj}-/ zvy$ime o d, 1 4 3 0 1 ol7 %A:g
prepocitdame matici cen. 10 1 0 0 0 0! 6 o
Q V transformované matici 3 11 1 0 8 11| 1|0 %
pribylo nékolik nul a v 5 3 3 3 0 4|1 o0o”/A0
GP nékolik hran. Hrana 1 7 0 2 6 7|1 B%
(5,6) naopak ubyla. pj}.’ 2 0 0 0 0 -4 o
© Pérovani nelze zvétsit. px
©Q Nalezneme mnoziny A 0 0 5 2 3 6 3:
(modfe) a B (zelené). 0 3 3 0 1 o0l 8
Minimum d = 1. 9 0 0 0O 0 o0l7
© Nyni jiz v grafu existuje 2 10 1 0 8 11| 2
perfektni parovani. 4 2 3 3 0 4|2
Cena je rovna souctu 0O 6 0 2 6 7|2
ohodnoceni vrchold, 18. pj}.’ 2 0 -1 -1 -1 -5
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Multikomoditni toky

Doposud jsme predpokladali pouze jednu komoditu.

Zavedeme mnozinu komodit M transportované v téze siti.

Kazda komodita ma nékolik zdroji a nékolik spotrebici.

Proménnd f™ € RJ reprezentuje tok komodity m € M hranou e € E(G).

Priklad: senzorova sit se dvéma komoditami a jednim spotfebi¢em pro
kazdou z komodit:

Progress of routing

@ zdrojové vrcholy méfi teplotu(zelena)
a/nebo vlhkost(modra) a zasilaji je do
jednoho koncentratoru dat (spotrebice)
pro teplotu a jednoho pro vlhkost

o velikost toku (mnozstvi dat za as)

Komunikaéni linky:

.
[ T T S - T - T )

@ kapacita (mnozstvi dat za ¢as)

o
~
IS
S
®
13

@ cena (energie na preneseni dat)
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Nejlevnéjsi multikomoditni toky v siti

Nejlevnéjsi multikomoditni toky v siti

o Instance: Usporadana pétice (G,/,u,c,b*...b™ ... bM)) kde G je
orientovany graf s hranami o hornim omezeni v : E(G) — R, dolnim
omezeni | : E(G) — R acené c: E(G) — R a déle s:

@ ohodnocenim (zdroju/spotfebi¢a) vrchold 6™ : V(G) — R kde
>_vev(c) bV = 0 pro viechny komodity m € M.

o Cil: Nalézt pfipustny tok f jehoZ cena > .ce(g) D mem fe" - Ce J€
minimalni (tj. chceme dopravit tok mezi uzly co nejlevnéji) a zaroven
Plati 3 ecst(v) o — 2ees—(v) fe" = by pro viechny v € G(V) a
vsechny komodity m € M.

Nebo rozhodnout, Ze pripustny tok neexistuje.
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Nejlevnéjsi multikomoditni toky v siti - formulace LP

Promé&nnd f™ € R reprezentuje tok komodity m € M hranou e € E(G).

min Y ece() 2omem fe - Ce

S.t. 26664_(‘/) fem - ZEG(S_(V) fem = b\’/n v E V(G), m G M
le <> mem 7 < ue ec E(G)

o 1. Kirchhofliv zakon plati v kazdém vrcholu pro kazdou komoditu
@ Multikomoditni toky Ize Fesit pomoci LP - polynomialni problém

@ Celociselnost vsak neni zarucena, jelikoZz matice A v LP neni totalné
unimodularni

o (Prakticka zkuSenost) ILP formulace, zaruéujici celo¢iselnost, je
fesitelnd pro velké instance v prfijatelném case

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Toky v sitich 4. dubna 2010 36 / 37



@ Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, and James B. Orlin.
Network Flows: Theory, Algorithms, and Applications.
Prentice Hall, 1993.

@ Ji¥i Demel.
Grafy a jejich aplikace.
Academia, 2002.

@ B. H. Korte and Jens Vygen.

Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms.
Springer, third edition, 2006.

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Toky v sitich 4. dubna 2010 37 /37



	Toky
	Problém maximálního toku
	Rozhodovací problém pøípustného toku v síti
	Nejlevnìj¹í tok v síti

	Párování
	Maximální párování v bipartitním grafu
	Pøiøazovací úloha - Nejlevnìj¹í perfektní párování v úplném bipart. gr.

	Multikomoditní toky
	Nejlevnìj¹í multikomoditní toky v síti


