08. Nejkratsi cesty. Uloha obchodniho cestujiciho.
Heuristiky a aproxima ¢€ni algoritmy. Metoda
dynamickeho programovani. Problém batohu. Pseudo-
polynomialni algoritmy

1. NejkratSi cesta v grafu

- sledje libovolna posloupnost vrchibl hran jdouci po sélpii praichodu grafem

- cestaje sled bez cyki

- instance: orientovany graf G, vahy c : E(G)R a dva vrcholy s/tV(G)

- pokud nejkratSi sled neobsahuje cyklus zaportié/die zarove i nejkratSi cestou
- pokud graf obsahujeyklus se zapornou délkoupak jde o NP-obtizny problém

Trojuhelnikova nerovnost

- jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou dglgak pro vSechny trojice vrchiol , j ,
k plati: I(i,j)) < 1(i,K) + I(k,]).......... I(i,)) je délka nejkratesty z i do |

Bellmanova rovnice

- jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou dglgak pro vSechny trojice vrchiol , j ,
k plati: I(i,j) < min{l(i,k) + c(k,j)}

Podobné ulohy

- hledani nejdelSich cesseieSi obracenim znamének u délek vSech hran. Timpsened|i
hledani maxima na hledani minima.

- pokud jsowhodnoceneé jen vrcholya ne hrany, Izeipvést na hledani v grafu s
ohodnocenymi hranami: kazdy vrchol iMedniho grafu nahradime dvojici vrcholl a v2,
spojime je hranou o délce rovnévpdni hodnat vrcholu v hrany, které ka@ily ve vrcholu v
presnérujeme do v1, hrany, které vychazely z vrcholu ddauvychazet z vrcholu v2

Dijkstr av algoritmus

- vzdy vyberu nejlev§Si uzel, ktery neni closed, z tohoto uzlu zkoupinkat do vSech
OPEN sousada zkouSime, jestli se do nich dostanerfes pento uzel lewji. Pokud ano,
nastavi se nova cena a zapiSersdgk na cestdo pole.

- omezeni: neumi grafy se zapornym ohodnocenim hran

- implementace pomoci prioritni haldy, ktera rychlaci minimum

I{s) :==0; I(v) := o0 pro v#s5; R 1= ;
while R+ V(G) do
Nalezni v € V(G) \ R takovy, ze I(v) = mintcy gy r /(L)
Ri=RLU v}
for t& V(G)\ R pro ktere (v,t) € E(G) do
if /(t) > /(v)+c(v,t) then
J[(t) = I{v)+ clv,t); plt) = v;
end
end

end



- nejkratSi cesta se sklada z nejkratSich cest

- pokud nas zajima nejkratSi cesta pouze do jedoidéného vrcholu c, I1ze skoit, jakmile
odebereme vrchol z mnoziny R

- ¢asova narénost algoritmu je O(n2), respektive s vyuzitim ptid fronty O(m + nlogn)

Bellman-Ford Gv algoritmus

- dokaze detekovat cykly zaporné délky
- ¢asova narénost algoritmu je O(nm)

- umi si poradit se zapornymi hranami

V/stup: Orientovany graf G bez zapornych cykld

vahy ¢ : E(G) — R a vrchol 5 € V(G).

Vystup: Vektory [ a p. Pro kazdy v € V(G) je /(v) délkou nejkratsi cesty
z vrcholu s a p(v) je pfedposledni vrchol na této cesté. Pokud v
neni dostupny z s, pak /{v) = o a p(v) neni definovan.

I(s):=0; I{v) ;=00 pro v #s;

fori=1ton—1do

for pro kazdou hranu (v.t) € E(G) do
if /(t) = [(v)+ c(v,t) then
I(t) == I(v)+c{v,t); p(t):=w;
end
end
end

Floyd Gv algoritmus

- ¢asova narénost algoritmu je O

- najde nejkratSi cestu mezi vSemi dvojicemiiuzl

- graf obsahuje cyklus zaporné delky gr&dyz existuje i takové, zg¢ K 0

- modifikaci Floydova algoritmu§} = o) Ize nalézt (nezaporny) cyklus o miniméalni délce

Vstup: Orient. graf G bez zapornych cykld a vahy ¢ : E(G) — E.
Vystup: Ctvercové matice [ a p. lii je délkou nejkratsi cesty z vrcholu i do
vrcholu j. p;j je indexem predposledniho vrcholu na této ceste
(pokud existuje).
lij == ¢((i,j)) pro viechny (i,j) € E(G);
lij == oo pro vsechny (i,j) & E(G) kde i # J;
l;; == 0 pro vsechna i;
pij =1 pro vsechny (i.Jj);
for k. =1to ndo
fori:=1to ndo
for j :=1to n do
if lj = lix + I then
I == I + Igr Py == Py
end
end
end
end



2. Uloha obchodniho cestujiciho

- cil: Rozhodnout, zda v grafu G existuje Hamiltesia kruznice (uzdaena cesta
prochazejici kazdym vrcholem pggednou), jejiz vaha je minimalni
- Hamiltonovska kruznice je NP-Uplny problém

- diikaz, Ze TSP je silaNP-obtizny problém:

1. Polynomidlni redukci vytydme instanci TSP tak, Ze kazdému vrcholu grafu @oottia
1 vrchol v aplném neorientovaném grafu Kn.

2. vaha hrany {i.j} v Kn je: 1 pokud {i,jHE(G)

3. vaha hrany {i.j} v Kn je: 2 pokud {i,jJHE(G)

- jednoduse (v polyrtase) Ize ogfit, Ze G ma Hamiltonovskou kruznici prakdyz
optimalnireSeni TSP ma hodnotu n. Neboli TSP je NP-obtizny.

-pro dikaz, ze TSP je sitnNP-obtizny musime dokazat, Ze neexistuje pseutiorpmialni
algoritmus

Metricky TSP
- pokud v grafu plati trojahelnikova nerovnost, paétricky TSP je NP-obtizny

Heuristika NejblizSi soused

Vstup: Instance (Kn, ¢) Metrického TSP

Vystup: Hamiltonovska kruznice H

- v kazdém kroku je vybrano nejblizSi doposud nétigené nisto
- neni to aproximéni algoritmus

- ¢asova narénost algoritmu je O

2-aproxima €ni algoritmus Dvojitd minimalni kostra

- Eulerovska cesta projde kazdou hranou gjésinou
A/OPT(I(Kn,c)) <=2

- ¢asova narénost algoritmu je O

Vstup: Instance (K. c) metrického TSP
Vystup: Hamiltonovskd kruZnice H.
& Malezneme T, minimalni kostru grafu (MS5T) Ky s vahami c;

@ Zdwvojenim hran T dostaneme multigraf v némz nalezneme
Eulerovskou kruzmici L;

© Transformujeme Eulerovskou kruZnici [ na Hamiltonovskou
kruznici H v dplném grafu K
a wytwofime posloupnost vrcholld leficich na Eulerovské knuZnici L;
a v posloupnosti vynechame by wrcholy, ktere se v ni jiz wyskytly:
a Zhytek twofi Hamiltonowskou krunici H;

3/2-aproxima €ni Christofides v algoritmus
- ¢asova narénost algoritmu je O

Lokalni prohledavani k-OPT

1. pouzijeme libovolnou Hamiltonovskou kruznici naleae nap. heuristikou
2. tototeSeni zkouSime vylepSovat pomoci lokalnickzimag. vymazanim dvou hran
rozc&klime kruznici na d¥ ¢asti, které spojime pomaoci jinych hran)
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- dovolené jsou jen modifikace, které vylepgegeni

2-opt _

jedno moZné reseni:
@ zisk cenové funkce lze
vyjadrit jako:
c(E(H')) — c(E(H)) =
(3.d)+(b.c)-(c.d)-(a.b)
pfitom cesta (b,....d)
zménila orientaci

Obrazek 1 - k OPT

3. Problém batohu
- instance n je p@et prednetd, G jsou ceny pedmeta, w; jsou hmotnosti fednmeta a W je

nosnost batohu. Cil: Nalézt podmnozink=Y(1, . . . , n} takovou, ZeZW,- <W a
i0s
ZC,- maximalni
jos
- jde o NP obtizny problém
- slozitostO(C [N) | kdeC je suma v&ech cen, C ouiivie paset sloupé tabulky
- algoritmus pro knapsack pseudo-polynomialnj protozZe jeho slozitost je zavisla na C
(maze byt az exponenciavelke)
- jeden z mala probléim pro réz existuje aproximani algoritmus s libovokmalou
pomernou odchylkou od optima

- postup:

1. z&iname na pozici [0,0], coz znamena, Ze v batomuje kilo za nula korun

2. prochazime strom vSech moznyeseni a fezavame ty, které jiziprostly stanovenou
nosnost batohu

3. pohyb o jednu pozici délznamena, Zeipdmet do batohu nedavame

4. pohyb o jednu pozici dbla o wpozic doprava znamena, ziegnet i 0 vaze wdo

batohu pidame

nakonec se projde posledatlek a najde se posledni ng$f cena

praichodem stromu doleva vitu |ze zjistit seznamipdnttu, které se do batohu vesly

S
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Fractional knapsack problem
= instance ulohy takova, zéguinety lze cElit na casti,cili ZX,- [€; je minimalni,
jos

O<:&<:1

C
- reSeni segadit predéty sestupi podle relativni cenyw*, zaplnit batoh, az uz se nic

nevejde a doplnit zbytelasti jakého gedmetu

2-aproxima €ni algoritmus pro Knapsack

C
- prednty jsou séazené sestugrpodle relativni cenyw*

h=min{E{L, .. ., np: LW > W)

- vybeér lepSiho ze dvoieSeni {1,..., h-1} a {h} je 2-aproxingai algoritmus
- ¢asova narénost je O(n)



