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Formulace problému

Problém batohu (Knapsack problem)

@ Instance: Nezaporna celd Cisla n,c1,...,cp, Wi, ..., wy, W, kde n je
pocet predmétd, ci, ..., c, jsou ceny predmétl, wy, ..., w, jsou
hmotnosti pfedmétli a W je nosnost batohu.

o Cil: Nalézt podmnoZinu S C {1,...,n} takovou, Ze 3 ;.o w; < W a
> _jes G je maximalni.

@ Jde o jeden z "nejjednodussich” NP-obtizny problém.

@ Téz se nékdy nazyva 0/1 Knapsack problem.
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Relaxace na nedélitelnost predméti

Fractional Knapsack problem

@ Instance: Nezaporna cela Cisla n,cy,...,cp,wa, ..., wy, W, kde n je
pocet predmétd, ci, ..., c, jsou ceny predmétl, wy,...,w, jsou
hmotnosti pfedmétl a W je maximalni hmotnost batohu.

o Cil: Nalézt raciondlni ¢isla xq,...,Xj,...,x, takovd, Ze 0 < x; < 1a
n n o o z 7
doimixiowi < Wa il x - ¢ je maximalni,

o diky moznosti délit pfedméty (realné proménné x;) je tento problém
fesitelny v polynomialnim case
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Regeni Fractional Knapsack problému - Dantzing [1957]

o pokud plati }37_; w; > W (opacny pfipad je trivialni)
o setfid a preindexuj predméty podle relativni ceny, neboli aby platilo

b > a9 > > 6
w1 — wy — — wp

@ v setfidéné sekvenci nalezni index prvku, ktery se do batohu nevejde,
neboli h := min {j €e{1,...,n}: ZJ,::1 w; > W}
@ pro optimalni reSeni je oddélena ta Cast h-tého prvku, kterad se do
batohu vejde:
o xpi=1proj=1,...,h—1
9 Xp 1= 7W_Z;:11 &
e x;:=0 prowj':h—i—l,...,n
@ tfidéni prvkid zabere O(nlogn) asu, vypocet h se provede
jednoduchym priichodem v O(n), takze tento postup vyresi
Fractional Knapsack problém v O(nlogn)
@ existuje i algoritmus ([1] str. 440), ktery dokaZze tento problém vyresit
v O(n) pfevodem na Weighted Median problem
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2-aproximacni algoritmus pro Knapsack

r-aproximacni algoritmus pro maximalizaci

Algoritmus A pro problém s maximalizaci kriteridlni funkce J se nazyva
r-aproximaéni pokud existuje &slo r > 1 takové, ze JA(I) > LJ*(I) pro
vSechny instance / daného problému.

Necht n,c1,...,cn, Wi, ..., w,, W, h jsou nezdporna celd Cisla, pro ktera
plati:

owj<Wproj=1,...,n

o Y wi>W

0o L >8> >

wi — wp = = wp

@ h= min{je {1,....n}: Y0 w > W}

Potom vybér lepSiho ze dvou feseni {1,..., h— 1} a {h} je 2-aproximacni

algoritmus pro Knapsack problém s ¢asovou naro¢nosti O(n).

v

Z. Hanzilek (CVUT FEL) Problém batohu 5. dubna 2011 [T



2-aproximacni algoritmus pro Knapsack

Dilkaz:

@ V libovolné instanci Knapsack problému mohou byt vyrazeny prvky
jejichz hmotnost je vétsi nez nosnost batohu.

o Pokud je >-7 ; w; < W, potom celd mnoZina pfedmétd tvofi
optimalni reseni.

o Jelikoz Z?:l i je horni mez optima, tak lepsi ze dvou reSeni
{1,...,h—1} a {h} dosahuje vice nez poloviny optima.

Poznamka k aproximacnim algoritmim:

@ Aproximacdni algoritmy davaji garanci, ze i v nejhorSim pripadé bude
hodnota kriteridlni funkce nalezeného feseni v urcité proporci k
optimu. Cetnost vyskytu tohoto nejhor$iho pripadu aproximaéni
algoritmus nestuduje.

@ Nékdy namisto vykonnostniho poméru r (asymptotic performance
ratio) uvadime pomérnou odchylku od optima ¢, pfitom plati
r=1+e.

o Uvadét absolutni chybu nema smysl. Pro¢?
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Dynamické programovani (celoCiselné ceny) pro Knapsack

Vstup: Ceny c1,...,c, € Zg, vahy wi, ..., w,, W € RS,
Vystup: S C {1,...,n} takovd, Ze } ;.o w; < W a ) ;s ¢ je maximalni.
Necht C je libovolnad horni mez optima, napt. C = Zf:l loH
xg = 0; x,? =ocoprok=1,...,C;
for j:=1to ndo
for k:==0to C do s{;:zo;x,’;::x{;_l;
for k :==¢; to C do
if x,’(:ij +w; < min{W,xf;_l} then
St= 1 x =X+ i
end
end
end
i:=max{k €{0,...,C} : x < ox}; S = 0;
for j := n downto 1 do
ifs{zlthenS:zsu{j}; i=1i—c
end
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Dynamické programovani (celoCiselné ceny) pro Knapsack

@ Pseudopolynomialni algoritmus s ¢asovou naroénosti O(nC).
@ Proménna x{( predstavuje minimalni hmotnost o cené k, jakou lze
dosahnout vybérem pfedméti z mnoziny {1,...,/}
o (*) Predmét j je dan do vybéru z pfedméti 1,...,j, pokud pro danou
cenu k dosdhne tento vybér nizsi nebo stejné hmotnosti nez vybér
z predmétua 1,...,j — 1. Algoritmus pocita tyto hodnoty s vyuzitim
rekurentni rovnice:
. xi:lcj +w; pokud predmét j byl dan do vybéru;
xi =
x,’;_l pokud predmét j nebyl dan do vybéru.

@ Do proménné s, zapisujeme, ktery z t&chto dvou pfipadi nastal.
Pouzije se pro rekonstrukci vybéru.

Priklad FeSeny na tabuli (celociselné ceny):
n=4,w = (21,35,52,17), ¢ = (10,20, 30, 10), W = 100
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Dynamické programovani pro Knapsack

Dynamické programovani obecné
@ pseudopolynomialni algoritmus
@ stavovy prostor je konstruovan diky celociselnym vstupim

@ stavovy prostor neni strom, jsou v ném “diamanty” (téz se nazyva
“overlaping structures”, neboli v tomto misté st.prostoru si ze dvou
moznych feSeni ponechame pouze to vyhodnéjsi - viz (*)) tim
nedochazi k exponencidlnimu ristu jeho velikosti

Pokud jsou vahy celoCiselné, mizeme problém Fesit pomoci dynamického
programovani, kde pro danou vahu vybereme feSeni s vétsi cenou (*).

Priklad (celociselné véhy) na tabuli pomoci nejkratsich cest a pomoci
dynamického programovani.
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Redukce slozitosti zaokrouhlenim vstupnich dat

Casova narocénost algoritmu Dynamického programovani pro Knapsack je
zavisld na C.

Vydélime vsechny ceny ci, ..., c, Cislem 2 a zaokrouhlime je dold.

To zrychli algoritmus, ale mize to vést na suboptimalni FeSeni.
Takto mizeme volit mezi mirou rychlosti a optimality.
Zavedenim

G = {%J proj=1....n

se Casova narocnost algoritmu Dynamického programovani pro Knapsack
snizi t-krat.
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Aproximacni schéma pro Knapsack

Vstup: Nezép. celd &sla n, c1,. .., o wa, ..., w,, W. Cislo € > 0.
Vystup: Podmnozina S C {1,..., n} takovd, Ze 3 ;.ow; < W a
1 v N
> jes G = T 2 jes G Pro vdechny 5" C {1,.... n} splfiujici
2jes W < W.
O proved 2-aproximacni algoritmus pro Knapsack;
fesenf oznat S; o cené ¢(S1) =3 g, G
. ec(S1).
Q t_.: mix{l, %}
G = L?JJ proj=1....m
© proved algoritmus Dynamického programovani pro Knapsack na
instanci (n, &,..., ¢y, wa,...,wn, W) s horni mezi C := 2C—tsl);
feSeni oznat 5; o cené ¢(S2) =3 e, G
Q if ¢(51) > ¢(S2) then S :=S; else S := 5,
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Aproximacni schéma pro Knapsack

@ Dikaz toho, Ze volba délitele t v kroku 2 (t := max{1, @}) vede
na (1 + €)-aproximacni algoritmus lze nalézt v [1].

o Casova naro¢nost je O(nC) = O(n@) = O(nig'(sg')’) =0(n?-1).

o Knapsack je jeden z mala problém(i pro néz existuje aproximacni
algoritmus s " libovolné malou” pomérnou odchylkou od optima €. Pro
uréité malé € = ﬁ je t =1 a jde v podstaté o algoritmus
Dynamického programovani pro Knapsack s horni mezi z
2-aproximacni algoritmus pro Knapsack.
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Knapsack - Shnuti

@ Jeden z "nejjednodussich” NP-obtiznych problémi

@ Z3klad pro fadu dalSich optimalizaénich problému (bin packing,
container loading, 1-D, 2-D, 3-D cutting problem)
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@ B. H. Korte and Jens Vygen.
Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms.
Springer, fourth edition, 2008.
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