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© Obecny TSP jeho slozitost
@ Pravdépodobnd neexistence r-aproximacniho algoritmu pro obecny TSP

© Metricky TSP a aproximaéni algoritmy
@ Dvojitda minimalni kostra
o Christofidestv algoritmus

@ Heuristiky na zlepdeni trasy - Lokalni prohledavani k-OPT
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Souvisejici rozhodovaci problém

Existence Hamiltonovské kruznice (HK)

o Instance: Neorientovany graf G.

o Cil: Rozhodnout, zda v grafu G existuje Hamiltonovska kruznice
(kruznice prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou).

@ NP-lplny problém

@ téz existuje orientovand verze problému: (existence
Hamiltonovského cyklu) pro orientované grafy

@ snadno ukazeme, ze patfi do tfidy NP, jelikoz v pripadé kladného
vysledku lze certifikat ovéfit v polynomialnim case prostym
zakreslenim do G
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Hamiltonova hadanka

iy &

W.R. Hamilton zvefejnil v poloviné 19. stoleti hadanku v niz bylo cilem
nalézt uzavrenou trasu pres dvacet vrcholil pravidelného dvanactisténu,
pri¢emz pres zadny vrchol nelze projit dvakrat (obrazek Ize chapat jako
Sirokouihly pohled dovnitf dvanactisténu pres jednu jeho sténu). Ve
dvanactisténu, jako ve vSech Platonovskych télesech, existuje
Hamiltonoska kruznice.
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Formulace problému

Problém obchodniho cestujiciho (Traveling Salesman Problem - TSP)

o Instance: Uplny neorinetovany graf K, (n > 3) a véhy
c: E(K,) — Qf .

o Cil: Nalézt Hamiltonovskou kruznici T jejiz vaha .. ) c(e) je
minimalni.

@ vrcholy odpovidaji méstim a vahy hran odpovidaji vzdalenostem mezi
mésty (nebo nakladim na dopravu mezi mésty)

@ jde o symetricky TSP dany Gplnym neorientovanym grafem

@ pokud se vzdélenost z mésta A do mésta B lisi od vzdalenosti z B do
A (napriklad jednosmérné ulice), pouzijeme Gplny orientovany graf jez
vede na asymetricky TSP
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Silné NP-obtizny (Strongly NP-hard) problém

Necht L je optimalizacni problém.

Necht L, je omezeni L polynomem p na takové instance x sloZené z
nezdpornych celych Cisel, pro které plati largest(x) < p(size(x)), neboli
numerické parametry L, jsou omezeny polynomem velikosti vstupu (viz
omezeni velikosti stavového prostoru v (iloze dynamického programovani).

L je silné NP-obtizny pokud existuje polynom p takovy, Ze L, je
NP-obtizny. J

Pokud je L silné NP-obtizny, potom L nemize byt vyreSen
pseudopolynomidlnim algoritmem, ledaze by P = NP.
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Slozitost TSP a pravdépodobna neexistence

pseudopolynomialniho alg.

TSP je silné NP-obtizny. l

Dikaz: Pomoci polynomidlniho prevodu z problému HK ukdzme, ze TSP
je NP-obtizny dokonce pro instanci TSP s vdhami 1 nebo 2:

@ Méjme neorientovany graf G v némz chceme rozhodnout zda existuje
Hamilton. kruznice.

@ Vytvorfime instanci TSP tak, Ze kazdému vrcholu grafu G odpovida
jeden vrchol (mésto) v iplném neorinetovaném grafu K,,. Vaha hrany
(vzdalenost mezi mésty) {i,j} v K, je:

.y | 1 pokud{i,j} € E(G);
b = { 2 pokud {i,j} ¢ E(G).
@ G ma Hamiltonovskou kruznici pravé kdyz optimalni feSeni TSP ma
hodnotu n. Neboli TSP je silné NP-obtizny.
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Pravdépodobna neexistence r-aproximacniho algoritmu pro
obecny TSP

Pokud véfime, Zze P#NP, pak pro TSP neexistuje r-aproximaéni
algoritmus pro zadné r > 1.

Dikaz sporem:

Predpokladejme, Ze existuje (polynomialni) r-aproximacni algoritmus A
pro TSP.

Dile ukdzeme, Ze pomoci tohoto “nepresného” algoritmu A lze
rozhodnout problém HK.

Jelikoz problém HK je NP-uplny, tak P=NP.

Neboli: kdyby existoval (polynomialni) r-aproximacni algoritmus A pro
TSP, pak by se jim nechal (v polynomialnim ¢ase) rozhodnout NP-ipliny
problém HK.
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Pravdépodobna neexistence r-aproximacniho algoritmu

Kdyby existoval r-aproximacni algoritmus A pro TSP, pak by dokazal
rozhodnout problém HK:

@ Méjme neorientovany graf G v némz v némz chceme rozhodnout zda
existuje Hamilton. kruZznice.

@ Vytvorfime instanci TSP tak, Ze kazdému vrcholu grafu G odpovida
jeden vrchol (mésto) v plném neorinetovaném grafu K,,. Vaha hrany
(vzdalenost mezi mésty) {i,j} v K, je:

. 1 okud {i,j} € E(G);
<({irj}) :{ 24 (r—1)%n hokud i ¢ EO)

@ Pouzijeme A na tuto instanci. Pokud vysledek ma hodnotu n, potom
existuje Hamiltonovska kruznice. V opacném pripadé ma vysledek
hodnotu alespori (n — 1)+ 2+ (r — 1)« n=rxn—+ 1. Jelikoz A je
r-aproximacni algoritmus, tak #j&c) < r. Coz prevedeno
(OPT(Kp, c) > n) ukazuje, ze G v tomto pripadé nem3
Hamiltonovskou kruznici.
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Trojuhelnikova nerovnost

Nastésti ve vétsiné praktickych aplikaci TSP vzdalenosti spliuji
trojihelnikovou nerovnost.

Metricky TSP

o Instance: Uplny neorinetovany graf K, (n > 3) a véhy
c: E(Ky) — Ry pro které plati c({i,j} + c({j, k}) > c({k,i}) pro
vSechny i, j, k € V(K,).

o Cil: Nalézt Hamiltonovskou kruznici T jejiz vaha > .cg(7) c(e) je
minimalni.

@ metricky TSP je silné NP-obtizny. K tomu lze pouzit stejny dikaz,
jaky byl uveden u sloZitosti TSP, jelikoz vahy 1 a 2 zachovavaji
trojahelnikovou nerovnost.
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Nejblizsi soused - heuristika

Vstup: Instance (K, c) Metrického TSP.
Vystup: Hamiltonovska kruznice H.
Zvolime libovolny vrchol vjy) € V(K,) ;

for i :==2 to ndo
vyber vijj € V(Ki) \ {v1},- -, vji—1)} takovy, Ze c({vi—y, vii}) Je
minimalni ;

end

Hamiltonovska kruZznice H je tvorena posloupnosti {V[I], Sy Vi) v[1]} ;

@ v kazdém kroku je vybrano nejblizsi doposud nenavstivené mésto
@ neni to aproximacdni algoritmus

o &asovd ndrognost algoritmu je O(n?)
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Dvojitd minimdlni kostra

Vstup: Instance (K, ¢) metrického TSP.
Vystup: Hamiltonovska kruznice H.
O Nalezneme T, minimalni kostru grafu (MST) K, s vdhami c;

© Zdvojenim hran T dostaneme multigraf v némz nalezneme
Eulerovskou kruznici L;
© Transformujeme Eulerovskou kruznici L na Hamiltonovskou
kruznici H v aplném grafu K,
@ vytvorime posloupnost vrcholil lezicich na Eulerovské kruznici L;
@ v posloupnosti vynechame ty vrcholy, které se v ni jiz vyskytly;
@ zbytek tvorfi Hamiltonovskou kruznici H;
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Dvojitd minimdlni kostra je 2-aproximacni algoritmus

¢asova naro¢nost algoritmu je O(n?)
pro metricky TSP jde o 2-aproximacni algoritmus:
@ 1. diky trojihelnikové nerovnosti vynechani vrcholil neprodlouZi trasu,
neboli plati c(E(L)) > c(E(H))
@ 2. jelikoz vymazanim jedné hrany v kruznici vznikne kostra, tak plati
OPT(Kn,c) > c(E(T))
@ 3. diky konstrukci L zdvojenim T plati 2¢(E(T)) = c(E(L))
@ spojeni 2.,3. a 1. implikuje 20PT (K, c) > c(E(H))
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Christofidestv algoritmus [1976]

Vstup: Instance (K, c) metrického TSP.
Vystup: Hamiltonovska kruznice H.
Nalezneme T, minimalni kostru grafu (MST) K, s vdhami c;

Necht W je mnozina vrcholi majici lichy stupen v T.

vevs

Nalezneme M nejlevnéjsi perfektni parovani vrcholil z

mnoziny W v grafu K, s vahami c;

Spojenim T a M dostaneme multigraf (V(K,), E(T) U M) v nemz
nalezneme Eulerovskou kruznici L;

© © o000

Transformujeme Eulerovskou kruznici L na Hamiltonovskou
kruznici H v Gplném grafu K, ;

Pozn: Kazda hrana spojuje 2 vrcholy = soucet stupnd vsech vrcholl je
2|E| = v kazdém grafu je sudy pocet vrchold s lichym stupném

(a libovolny pocet vrcholid se sudym stupném)

Z predchozi véty a z Uplnosti grafu K, plyne, ze Ize nalézt perfektni
parovani.
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Christofideslv algoritmus je %—aproximaéni

&asova naro¢nost algoritmu je O(n®)
pro metricky TSP jde o %—aproximacv:ni algoritmus:

@ 1. diky trojahelnikové nerovnosti vynechani vrcholli neprodlouZi trasu,
neboli plati c(E(L)) > c(E(H))

o 2. jelikoz vymazanim jedné hrany v kruznici vznikne kostra, tak plati
OPT(K,,c) > c(E(T))

@ 3. jelikoz perfektni parovani M uvazuje v alternujici cesté vzdy kazdou
druhou hranu a jako nejlevnéjsi M vybere tu mensi polovinu , tak
OPTgK,,,c) > ¢(M)

o 4. diky konstrukci L plati ¢(M) + c(E(T) = c(E(L))

@ spojeni 2.,3.,4. a 1. implikuje 3OPT (K, c) > c(E(H))

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Problém obchodniho cestujiciho 9. kvétna 2011 15 /21



Heuristiky na zlepseni trasy - Lokalni prohleddvani k-OPT

Jedna z nejlispésnéjsich technik pro instance TSP z praxe.
Jednoducha myslenka pouzitelna i pro feSeni jinych problémi:

@ pouzijeme libovolnou Hamiltonovskou kruznici nalezenou napr.
heuristikou,

@ toto fedeni vyleps§ime pomoci "lokalnich zmén" (napf. vymazanim
dvou hran, rozdélime kruznici na dvé ¢asti, které spojime pomoci
jinych hran).

Lokalni prohledavani je algoritmicky princip zaloZeny na dvou
rozhodnutich:

o jaké modifikace jsou povolené,

o kdy skute¢né modifikujeme dané feSeni (jedna moznost je dovolit
pouze modifikace, které vylepsuji feseni).

Prikladem je k-OPT algoritmus pro TSP.
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k-OPT algoritmus pro TSP

Vstup: Instance (K, c) TSP, &islo k > 2.

Vystup: Hamiltonovska kruznice H.

1. Necht H je libovolnd Hamiltonovska kruznice;

2. Necht S je skupina k-Elenych podmnozin E(H);

for vSechny S € S do
for vdechny Ham.kruZnice H’' takové, ze E(H') 2 E(H)\ S do
| if c(E(H")) < c(E(H)) then H:= H' a go to 2,;
end

end
Stop

Pozn:

® pro k = 2 se vnitini for smycka, jez vytvari Hamiltonovské kruznice
H’ z hran co “zbyly” po H, provede pouze jednou, jelikoZ existuje
pravé jedna nova Hamiltonovska kruznice
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llustrace 2-opt a 3-opt pro TSP

2- -opt 3-°Pt
a \ //‘ N 7T
\ / \ h & ) @ @
\\ ’ L ,
jedno mozné feseni: dvé mozna Fedeni:
@ zisk cenové funkce lIze o c(E(H')) — c(E(H)) =
vyjadrit jako: (a,d)+(e,b)+(c,f)-(a,b)-(c.d)-(ef)
c(E(H")) — ¢(E(H)) = zadnd cesta neméni orientaci
(a,d)+(b,c)-(c,d)-(a,b) o c(E(H'm) — c(E(H)) =
pFitom cesta (b,...,d) (a,d)+(e,c)+(b,f)-(a,b)-(c,d)-(e-f)
zménila orientaci cesta (c,...,b) zménila orientaci
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llustrace 4-opt pro TSP

Jedno z mozZnych feSeni zvané “double bridge” - neméni orientaci cest:

b a b a
« 7l
c h c > h
h
d A 4 d B
& N g
3 A J
e f e f
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TSP - Shnuti

@ Jeden z "nejsledovanéjsich” NP-obtiznych probléma

@ 49 - 120 550 - 2,392 - 7,397 19,509 - 24,978 mést od roku 1954 do
roku 2004
@ Pro praktické pouziti je potfeba zahrnout velkou Fadu omezeni:

@ CVRP - Capacitated Vehicle routing Problem - mame k dispozici
nékolik automobild s omezenou kapacitou a kazdy zakaznik odebira
urcité mnozstvi

o VRPTW - Time Windows - zdkaznici definuji ¢asové okno, ve kterém
prebiraji naklad

@ VRPPD - Pick-up and Delivery - zdkaznici vraceji uréité mnozstvi
(napfiklad obaly), které zabird misto v automobilu

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Problém obchodniho cestujiciho 9. kvétna 2011 20 /21



@ David L. Applegate, Robert E. Bixby, Vasek Chvatal, and William J.
Cook.
The Traveling Salesman Problem: A Computational Study.
Princeton University Press, 2007.

@ B. H. Korte and Jens Vygen.

Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms.
Springer, fourth edition, 2008.

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Problém obchodniho cestujiciho 9. kvétna 2011 21 /21



	Obsah pøedná¹ky
	Obecný TSP jeho slo¾itost
	Pravdìpodobná neexistence r-aproximaèního algoritmu pro obecný TSP

	Metrický TSP a aproximaèní algoritmy
	Dvojitá minimální kostra
	Christofidesùv algoritmus

	Heuristiky na zlep¹ení trasy - Lokální prohledávání k-OPT
	Závìr

